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Objet  de  la  Trigonométrie.  — Comment  on  représente  par  des  nombres 
les  longueurs  et  les  angles. 

Dans  un  triangle  quelconque,  rectiligne  ou  sphérique,  il  y 
a six  parties  à considérer  : trois  angles  et  Irois  côtés.  Pour  qu’elles 
soient  toutes  déterminées,  il  suffit  en  général  d’en  connaître  trois  ; 
mais  il  faut  de  plus,  quand  le  triangle  est  rectiligne,  qu’il  y ait  au 
moins  un  côté  parmi  ces  trois  parties.  On  sait,  en  effet,  qu’avec 
trois  angles  donnés  on  peut  former  une  infinité  de  triangles  recti- 
lignes, lesquels  ne  sont  point  égaux , mais  seulement  semblables. 
Il  est  sous-entendu  que  la  somme  des  trois  angles  donnés  doit 
toujours  être  égale  à deux  angles  droits. 

La  géométrie  fournit  des  constructions  fort  simples  pour  chacun 
des  cas  où  l’on  peut  déterminer  un  triangle  au  moyen  de  quel- 
ques-unes de  ses  parties;  mais  elles  ont,  ainsi  que  tous  les 
procédés  graphiques  dont  on  pourrait  s’aider,  l’inconvénient  de  ne 
donner  qu’une  approximation  très-médiocre,  et  souvent  même 
insuffisante,  à cause  de  l’imperfection  des  instruments  dont  elle 
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exige  l’emploi.  Aussi  a-t-on  cherché  à remplacer  ces  construc- 
tions par  des  calculs  numériques,  qui  permettent  toujours  d’at- 
teindre le  degré  de  précision  dont  on  a besoin.  L’objet  spécial  de 
la  trigonométrie  est  de  donner  des  méthodes  pour  calculer  toutes 
les  parties  d'un  triangle , quand  on  a des  données  suffisantes.  C’est 
ce  qu’on  appelle  résoudre  un  triangle. 

2.  Four  exprimer  les  longueurs  en  nombres , on  les  rapporte  à 
une  unité  usuelle,  au  mètre,  par  exemple;  et  alors  chaque  côté 
est  égal  à un  certain  nombre  de  mètres. 

3.  On  désigne  les  angles  par  les  arcs  qui  leur  servent  de  mesure. 
A cet  etfet,  on  divise  la  circonférence,  quel  que  soit  son  rayon,  en 
un  certain  nombre  de  parties  égales  ou  degrés;  et  alors  un  angle 
ou  un  arc  est  exprimé  par  un  nombre  de  degrés. 

Autrefois  les  géomètres  s’accordaient  à diviser  la  circonférence 
en  360  degrés , le  degré  en  60  minutes , la  minute  en  60  se- 
condes, etc.  De  cette  manière  le  quart  de  la  circonférence  ou 
quadrant,  qui  est  la  mesure  de  l’angle  droit,  vaut  90  degrés.  Mais 
afin  d’éviter  les  embarras  des  nombres  complexes,  on  a proposé 
de  soumettre  aussi  la  mesure  des  angles  à la  division  décimale; 
et  alors  le  quadrant  est  partagé  en  100  degrés,  le  degré  en  100  mi- 
nutes , la  minute  en  1 00  secondes , etc. 

Les  degrés,  minutes  et  secondes  s’indiquent  par  les  signes  °,  ". 
Ainsi,  pour  représenter  l i degrés  9 minutes  37  secondes,  on  écrit 
ib"  9'  37".  Si  les  degrés  appartiennent  à la  nouvelle  division,  et 
qu’on  veuille  rapporter  cet  arc  au  quadrant  pris  pour  unité,  il 
s’exprimera  par  0,140937;  car,  dans  cette  division,  les  degrés  sont 
des  centièmes  de  quadrant,  les  minutes  sont  des  dix-millièmes,  et 
les  secondes  sont  des  millionièmes.  Afin  de  ne  pas  confondre  dans 
les  calculs  le  degré  ancien  avec  le  nouveau , quelques  auteurs  ont 
jugé  à propos  de  distinguer  ce  dernier  par  le  nom  de  grade. 

Malgré  les  avantages  de  la  nouvelle  division  l’ancienne  prévaut 
encore  aujourd’hui,  et  c’est  elle  que  j’adopterai.  Souvent  aussi, 
dans  les  formules , j’emploierai  la  lettre  H pour  représenter  la 
demi-circonférence  180°. 

Définition  des  lignes  trigonométriques.  — Comment  on  fait  usage 
des  signes  + et  — pour  indiquer  des  situations  opposées. 

4.  Les  géomètres  ont  dû  être  longtemps  arrêtés  par  la  difficulté 
d’établir  les  relations  qui  existent  entre  les  angles  et  les  côtés  des 
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triangles.  Leur  première  idée  a été  sans  doute  de  substituer  aux 
angles  les  arcs  qui  leur  servent  de  mesure  ; mais  n’ayant  pas  trouvé 
plus  de  facilité  à introduire  les  arcs  dans  le  calcul,  ils  ont  été 
conduits  naturellement  à remplacer  les  arcs  eux-mêmes  par  des 
droites  qui  en  dépendent,  de  telle  sorte  qu’elles  soient  détermi- 
nées quand  l’arc  est  connu,  et  réciproquement.  Ces  droites,  dont 
l’utilité  s’étend  aujourd'hui  à toutes  les  branches  des  mathéma- 
tiques, sont  celles  qu’on  nomme  collectivement  lignes  trigonomé- 
triques  et  que  nous  allons  définir. 

Le  sinus  de  l’arc  AM  (fig.  1)  est  la  perpendiculaire  MP  abaissée, 
d'une  extrétnité  de  l’arc , sur  le  diamètre  qui  passe  par  l’autre 
extrémité. 

La  tangente  de  AM  est  la  distance  AT  interceptée,  sur  la  tan- 
gente menée  à l’une  des  extrémités  de  l’arc , entre  cette  extrémité  et 
le  prolongement  du  rayon  OM  qui  passe  par  l’autre  extrémité. 

La  sécante  est  la  partie  OT  du  rayon  prolongé , comprise  entre  le 
centre  et  la  tangente. 

En  représentant  l'arc  AM  par  x,  le  sinus,  la  tangente  et  la 
sécante  se  désignent  d’une  manière  abrégée  comme  il  suit  : 
MP  = sin  x,  AT = tang  x,  OT  = séc  x. 

Prolongez  MP  jusqu’à  la  rencontre  N avec  le  cercle  : la  corde  MN 
sera  double  de  MP,  et  l’arc  MAN  double  de  AM;  donc  le  sinus  d'un 
arc  est  moitié  de  la  corde  qui  sous-tend  un  arc  double. 

En  désignant  le  rayon  du  cercle  par  r,  le  côté  du  carré  inscrit  est 
égal  à ?’v2  : or,  l’arc  sous-tendu  est  de  90";  donc  sin  4ô0=  |ry2. 
Pareillement  le  côté  de  l’hexagone  inscrit  étant  égal  à r,  et  l’arc 
sous-tendu  étant  de  C0°,  il  s’ensuit  que  sin  30"  = {r. 

5.  On  appelle  complément  d’un  arc  ou  d’un  angle  ce  qu’il  faut 
lui  ajouter  pour  avoir  le  quadrant  90" . Quand  l’arc  est  plus  grand 
que  90°,  son  complément  est  négatif  : par  exemple,  le  complément 
de  127°  est  — 37°.  Les  deux  angles  aigus  d’un  triangle  rectangle 
sont  compléments  l’un  de  l’autre. 

On  nomme  cosinus,  cotangente  et  cosécante  d’un  arc,  le  sinus, 
la  tangente  et  la  sécante  du  complément  de  cet  arc  ; et  pour  dési- 
gner ces  nouvelles  lignes,  on  emploie  les  abréviations  cos,cot, 
coséc.  Ainsi,  d’après  les  définitions  mêmes,  on  a cos x=sin  (90° — x), 
colx  — tang  (90°  — x),  coséc  x — séc  (90°  — x). 

Élevons  le  rayon  015  perpendiculaire  à OA,  et  menons  MQ,  BS, 
perpendiculaires  à OB.  L’arc  BM  aura  MQ  pour  sinus,  BS  pour 
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tangente,  OS  pour  sécante  : or  l’arc  BM  est  le  complément  de  AM  ; 
donc,  en  désignant  toujours  AM  par  ï,  on  a MQ  = cos x, 
BS  = cot  x , OS  = coséc  x. 

Remarquez  que  MQ  = OP  ; c’est-à-dire  que  le  cosinus  est  égal  à 
la  partie  du  rayon  comprise  entre  le  centre  et  le  pied  du  sinus. 

6.  La  distance  AP,  comprise  entre  l’origine  de  l’arc  et  le  pied 
du  sinus,  a reçu  le  nom  de  sinus-verse;  et  la  distance  BQ,  celui 
de  cosinus-verse.  Mais  ces  deux  lignes  sont  hors  d’usage. 

7.  En  donnant  au  point  M toutes  les  positions  possibles  sur  la 
circonférence,  les  lignes  trigonométriques  peuvent  prendre  des 
situations  tout  à fait  contraires  à celles  qu’elles  ont  quand  l’arc  AM 
est  moindre  que  90°.  Par  exemple,  s’il  s’agit  de  l’arc  AM',  dont  le 
complément  est  négatif  et  égal  à BM',  le  cosinus  QM'  ou  OP'  se 
trouve  placé  à gauche  du  point  O,  tandis  que  d’abord  il  était  à 
droite.  De  tels  changements  dans  la  position  des  lignes  amènent 
en  général,  dans  le  calcul,  des  difficultés  que  la  question  suivante, 
quoique  très-simple,  rendra  sensibles. 

Soit  ABX  (fig.  2)  une  ligne  quelconque  sur  laquelle  sont  donnés 
deux  points  A et  B,  séparés  par  la  distance  AB  = a.  On  suppose 
connu  l’intervalle  x du  point  B à un  point  quelconque  M de  la 
ligne  ABX,  et  on  veut  avoir  l’intervalle  du  point  A à ce  dernier 
point.  Si  on  désigne  l’intervalle  demandé  par  z , il  est  clair  qu’on 
aura 

z = a-\-x  ou  z — a — x, 

selon  que  le  point  M est  situé  du  côté  BX  ou  du  côté  BA  : de  sorte 
qu’il  faut  employer  deux  formules  différentes  pour  ces  deux  posi- 
tions du  point  M.  Mais  on  élude  cet  inconvénient  de  la  manière  la 
plus  heureuse,  et  une  seule  formule  suffira,  en  ayant  soint  de  don- 
ner des  signes  différents  aux  distances  qui  ont  des  dispositions  con- 
traires par  rapport  au  point  B.  Et  en  effet,  si,  dans  la  première  for- 
mule z = a -f-  x,  on  fait  successivement  x = -f-  BM  et  x = — BM, 
il  vient  d’abord  z = a -f-  BM  et  ensuite  z = a — BM , ainsi  que 
cela  doit  être.  De  cette  manière,  la  première  formule  z = a-{-x 
conviendra  à toutes  les  positions  du  point  M,  et  la  seconde  devient 
inutile. 

On  pourrait  aussi  prendre  x positif  du  côté  BA,  et  négatif  du 
côté  BX  : alors  ce  serait  la  seconde  formule,  z — a — x,  qu’il 
faudrait  conserver.  Il  serait  facile  de  multiplier  les  exemples,  mais 
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ce  qui  précède  suffit  pour  faire  pressentir  l'importance  de  la  règle 
suivante , établie  par  Descartes. 

Si  on  considère  sur  une  ligne  quelconque , droite  ou  courbe,  diffé- 
rentes distances , mesurées  à partir  d’une  origine  commune , fixe 
sur  cette  ligne , on  introduira  dans  le  calcul  les  distances  qui  ont 
des  situations  opposées  par  rapport  à l’origine,  en  affectant  les  unes 
du  signe  -}- , et  les  autres  du  signe  — . 

Le  sens  des  distances  positives  est  d’ailleurs  tout  à fait  indiffé- 
rent; mais  une  fois  qu'il  a été  fixé,  les  distances  négatives  doivent 
se  prendre  du  côté  opposé.  A l’égard  des  lignes  trigonométriques, 
l’usage  est  de  les  considérer  comme  positives  dans  la  situation 
qu’elles  occupent  lorsque  l’arc  est  moindre  que  90",  et  qui  est  aussi 
celle  où  elles  se  présentent  d’abord. 

Nous  aurons  bientôt  occasion  de  faire  de  nombreuses  applica- 
tions de  cette  règle;  mais  avant  d’aller  plus  loin , je  dois  prémunir 
le  lecteur  contre  une  erreur  assez  ordinaire,  laquelle  consiste  à 
assimiler  le  principe  dont  il  s’agit  à un  théorème  susceptible  d’être 
démontré  à priori.  Il  s’en  faut  de  beaucoup  qu’il  en  soit  ainsi;  et 
quelles  que  soient  les  considérations  plus  ou  moins  ingénieuses 
dont  les  auteurs  l’aient  étayé,  on  doit  reconnaître  qu’il  n’est  véri- 
tablement qu’une  simple  convention,  à laquelle  il  faut  avoir  soin 
de  ne  pas  contrevenir  dans  la  suite , et  dont  l’utilité  est  rendue 
évidente  par  les  applications  qu’on  en  fait. 

Marche  progressive  des  lignes  trigonométriques.  — Comment  on  les  ramène 
au  premier  quadrant. 

8.  Quand  le  rayon  OM  (fig.  1)  est  couché  sur  AO,  il  est  évident 
que  l’arc  AM  est  nul , que  le  sinus  est  nul , que  la  tangente  est 
nulle,  et  que  la  sécante  est  égale  à OA.  En  même  temps  le  cosi- 
nus MQ  devient  aussi  égal  à OA  : et  quant  à la  cotangente  et  à la 
cosécante,  elles  sont  infinies;  car  il  est  évident  que  les  lignes  BS 
et  OS  augmentent  à mesure  qu’on  rapproche  OM  de  OA,  et  qu’elles 
peuvent  devenir  aussi  grandes  qu’on  voudra.  Ainsi,  en  nommant  r 
le  rayon , on  a 

sin0  = 0,  tang0  = 0,  sécO  = r, 

cosO  = r,  cotü  = <*>,  cosécO  = co. 

Si  le  rayon  OM  s’élève  vers  la  position  OB,  il  est  facile  de  voir 
que  le  sinus,  la  tangente  et  la  sécante  augmentent,  tandis  que  le 
cosinus,  la  cotangente  et  la  cosécante  diminuent, 
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Lorsque  le  point  M est  au  milieu  de  AB,  l’arc  AM  est  de  45°,  le 
triangle  OPM  est  isoscèle,  et  le  sinus  est  égal  au  cosinus.  Or  ce 
triangle  donne  2MP*  = >•*,  d’où  MP  = {ry'2;  donc 

sin  45°  = cos  45°  = J ry2. 

Les  triangles  OAT,  OBS,  étant  aussi  isoscèles  et  égaux  entre  eux , 
la  tangente  et  la  cotangente  sont  égales  au  rayon  ; donc 

tang  45°  = cot  45°  = r. 

Enfin  la  sécante  et  la  cosécante  sont  aussi  égales  ; et  le  trian- 
gle OAT  donnant  OT1  = 2r*,  d’où  OT  = r\2,  on  conclut 

séc  45°  = coséc  45°  = ry2. 

Quand  le  point  M est  venu  en  B,  le  sinus  est  égal  à BO,  la  tan- 
gente et  la  sécante  sont  infinies,  le  cosinus  MQ  est  nul,  la  cotan- 
gente BS  est  nulle  aussi , et  la  cosécante  OS  devient  égale  à OB. 
On  a donc 

sin  90°  = r,  tang  90u  = co , séc  90°  = co, 

cos  90°  = 0 , cot  90°  — 0 , coséc  90°  = r. 

Au  reste,  ces  valeurs  sont  des  conséquences  de  celles  qui  ont  été 
trouvées  quand  l’arc  était  nul  : car  les  arcs  0 et  90°  étant  complé- 
ments l’un  de  l’autre,  on  doit  avoir  sin  90°=cos0,  tang  90°  = cot  O, 
séc  90°=  coséc  0,  cos  90°=  sin  0,  cot  90°=  tang  0,  coséc  90°=séc0. 

9.  Le  rayon  OM  continuant  sa  rotation,  supposons-le  arrivé  en 
OM';  alors  l’<*rc  est  AM',  et  son  sinus  est  M'P'.  Menez  M'M  paral- 
lèle à A'A,  et  construisez  toutes  les  lignes  trigonométriques  de 
l’arc  AM,  ainsi  que  l’indique  la  figure.  D’abord  il  est  clair  que  les 
sinus  MP  et  M'P'  seront  égaux;  donc  sin  AM’  = sin  AM. 

Pour  avoir  la  tangente , il  faut  prolonger  le  rayon  OM'  au-des- 
sous du  diamètre  AA',  d’où  il  résulte  que  cette  tangente,  qui  est 
ici  AT',  se  trouve  dans  une  position  opposée  à celle  qu'elle  avait 
d’abord  ; par  conséquent  elle  sera  négative.  Or  les  triangles  égaux 
OAT,  OAT'  donnent  AT' = AT;  donc  tang  AM'  = — tang  AM. 

D’après  la  définition  (4),  la  sécante  de  l’arc  AM'  est  OT'.  Cette 
ligne  n’est  plus  dirigée  sur  le  rayon  OM',  du  même  côté  du  centre 
que  le  point  décrivant  M',  mais  elle  est  du  côté  opposé.  Pour  cette 
raison  elle  doit  être  négative;  et  comme  d’ailleurs  OT'  = OT,  il 
s’ensuit  que  séc  AM'  = — séc  AM. 

Le  cosinus,  la  cotangente  et  la  cosécante  donnent  lieu  à des  re- 
marques analogues.  Puisque  l’arc  AM'  surpasse  90°,  son  complé- 
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ment  est  négatif;  et,  en  outre,  comme  le  cosinus  QM'  ou  OP'  se 
trouve  à gauche  du  point  O,  on  prendra  aussi  ce  cosinus  négative- 
ment. Même  raisonnement  à l’égard  de  la  cotangente  BS'.  Quant 
à la  sécante  OS',  il  n’y  a pas  lieu  à l’affecter  du  signe  — ; car  elle 
est  sur  OM'  du  même  côté  que  le  point  décrivant,  comme  cela  avait 
lieu  dans  le  premier  quadrant.  Les  triangles  OBM  et  OBM'  étant  égaux 
ainsi  que  OBS  et  OBS',  on  a QM'=QM,  BS'  = BS,  OS'  = OS;  donc 
cos  AM' = — cosAM,  cotAM'= — cotAM,  cosécAM'  = cosécAM. 

On  appelle  supplément  d’un  arc  ou  d’un  angle  ce  qu’il  faut  lui 
ajouter  pour  avoir  180°;  donc  A'M'  ou  son  égal  AM  est  le  supplé- 
ment de  AM',  et  l’on  peut  énoncer  les  propriétés  trouvées  plus 
haut  en  disant  que  deux  ares  supplémentaires  ont  leurs  lignes  tri- 
gonométriques  égales  et  de  signes  contraires , à l’exception  du  sinus 
et  de  la  cosécante,  qui  ne  changent  pas  de  signe. 

Si  on  veut  exprimer  ces  propriétés  par  des  équations , on  dési- 
gnera AM'  par  x : alors  on  aura  AM  = A'M1  =*  180"  — x,  et  ensuite 
on  pourra  écrire 

fsina;  = sin(180° — x),  Icos#  = — cos(180° — x), 
tang x = — tang(180° — x),  (cota:  = — cot(180° — x), 
séca:  = — séc(180°  — x),  ( coséca:  = coséc  (180° — x). 

II  est  d’ailleurs  évident  que,  de  90°  à 180°,  le  sinus,  la  tangente 
et  la  sécante  diminuent;  et  qu’au  contraire,  le  cosinus,  la  cotan- 
gente et  la  cosécante  augmentent.  Quand  OM  coïncide  avec  OA',  on  a 
sini80°  = 0,  tangl80°  = 0,  sec  180°  = — r, 

cosl80°  = — r,  cot  1 80°  = — oo,  coséc  180°  = <». 

Toutes  ces  valeurs  peuvent  se  déduire  des  relations  [1]  en  fai- 
sant æ = 1 80° . Par  exemple , la  relation  cos  x = — cos  (1 80°  — x) 
devient  cos  1 80°  = — cos  0 : or  cos  0 = r ; donc  cos  180°  = — r, 
ainsi  que  cela  doit  être. 

10.  Les  applications  de  l’analyse  à la  géométrie  conduisent  fré- 
quemment à des  arcs  qui  renferment  plusieurs  demi-circonférences. 
Il  convient  donc  de  donner  encore  des  formules  pour  réduire  aussi 
tous  ces  arcs  aii  premier  quadrant.  Afin  d’abréger,  nous  considé- 
rerons spécialement  le  sinus  et  le  cosinus,  qui  sont  les  lignes  les 
plus  usitées;  et  comme  tout  arc  plus  grand  que  la  demi  circonfé- 
rence se  compose  d’un  arc  moindre  que  180°,  augmenté  d’une  ou 
plusieurs  fois  180",  nous  examinerons  d’abord  ce  que  doivent  être 
le  sinus  et  le  cosinus  de  l’arc  180°  + x,  x étant  <;  180°. 
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Soit  AM  l’arc  désigné  par  x,  lequel  peut  être  pris  comme  on 
voudra  entre  0 et  180°  : en  ajoutant  à AM  la  demi-circonférence 
MA'N',  le  nouvel  arc  AMA'N'  sera  égal  à 180°  -(-  x.  Les  deux  arcs 
ont  des  sinus  égaux  : savoir,  MP  et  N'P',  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose , OQ  et  OQ'  : mais  comme  ces  lignes  ont  des  positions  in- 
verses on  doit,  conformément  à la  convention  établie  (7),  leur 
donner  des  signes  contraires.  Les  cosinus  OP  et  OP'  sont  aussi 
égaux,  et  doivent  aussi  avoir  des  signes  différents;  donc 

[2]  sin  (180°  -j-  x)  = — sinx,  cos  (180°  + x)  = — cos  x. 

En  second  lieu,  ajoutons  360°  à AM,  il  est  clair  qu’on  revient  au 
même  point  M de  la  circonférence,  et  que  par  suite  toutes  les  lignes 
trigonométriques  redeviennent  les  mêmes.  Ainsi  on  a 

[3]  sin  (360°  -j-  x)  — sin  x,  cos(360°  + x)  =cosx. 

En  général,  quelque  grandeur  qu’on  suppose  à l’arc  x,  si  ou  lui 
ajoute  180°  ou  un  nombre  impair  de  demi-circonférences,  son  ex- 
trémité se  trouvera  transportée  du  sommet  d’un  diamètre  au  som- 
met opposé;  et  dès  lors  il  est  év  ident  que  le  sinus  et  le  cosinus  ne 
font  que  changer  de  signe.  Mais  si  à x on  ajoute  360°  ou  un  nom- 
bre pair  de  demi-circonférences , comme  on  revient  sur  le  même 
point  du  cercle,  aucune  ligne  trigonométrique  ne  doit  changer. 

il.  Il  reste  à parler  des  arcs  négatifs,  c’est-à-dire  de  ceux  qui 
sont  décrits  lorsque  le  rayon,  qui  était  d’abord  couché  sur  OA,  se 
meut  dans  le  sens  AB'A',  contraire  à celui  qu’il  a suivi  d’abord. 

Soient  AM  et  AN  deux  arcs  égaux  et  de  situation  inverse,  dési- 
gnés par  x et  — x.  Il  est  évident  que  leurs  sinus  MP  et  NP  sont 
aussi  égaux  et  de  situation  inverse.  Pour  avoir  les  cosinus,  on  re- 
marque que  les  compléments  90° — x et  90°  -|-  x sont  représentés 
par  les  arcs  BM  et  BMN , dont  les  sinus  MQ  et  NQ'  sont  égaux  et 
semblablement  situés;  donc  on  a 

[4]  sin( — x}  = — sinx,  cos( — x)  = cosx. 

Quoique  dans  la  figure  les  arcs  AM  et  AN  soient  <90°,  ces  for- 
mules n’en  sont  pas  moins  générales.  D’abord  il  est  clair  qu’en 
augmentant  les  deux  arcs  autant  qu’on  voudra,  pourvu  qu’ils  res- 
tent égaux,  les  sinus  MP  et  NP  ne  cesseront  pas  d’être  égaux  et 
opposés;  donc  on  a toujours  sin  ( — x)  = — sinx.  Quant  à l’autre 
formule,  supposons  qu’on  y mette  des  arcs  > 90",  comme  ABM'  et 
AB’N',  par  exemple;  puis,  faisons  x = ABM'  et  — x — — AB'N'.  Le 
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complément  90°  — x du  premier  arc  est  négatif  et  représenté  sur 
la  ligure  par  l’arc  BM',  situé  à gauche  du  point  B,  tandis  que  le 
complément  90°  -j-  x du  second  arc  est  égal  à BAN',  et  toujours  à 
droite  du  point  B.  Or  les  sinus  M Q et  N'Q'  de  ces  arcs  complémen- 
taires sont  égaux , et  ont  même  situation  à l’égard  du  diamètre  BB'  ; 
donc  on  a toujours  cos( — x)  = cosx.  Ainsi  les  formules  [4]  ont 
toute  la  généralité  désirable. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  cosinus  d’un  arc  quelconque, 
positif  ou  négatif,  est  toujours  représenté  en  grandeur  et  en  situa- 
tion par  la  distance  du  centre  au  pied  du  sinus. 

12.  Il  est  bon  de  remarquer  aussi,  avant  d’aller  plus  loin,  que 
les  formules  [I],  [2],  [3],  [4],  trouvées  jusqu’à  présent  peuvent 
s’appliquer  à tous  les  arcs  possibles  tant  positifs  que  négatifs.  Pour 
plus  de  brièveté  je  ne  m’occuperai  que  du  sinus  et  du  cosinus. 

1°  Reprenons  n“  9 les  deux  formules  sin x — sin(!80°  — x), 
cosx  — — cos (180°  — x),  lesquelles  n’ont  été  démontrées  que 
pour  les  arcs  positifs  compris  entre  0 et  480°.  En  changeant  x en 
I80°-f-  x,  elles  deviennent 

sin  (180°  + x)  = sin( — x),  cos  (180°  + x)  — — cos( — x)  : 

égalités  évidentes  en  vertu  des  relations  [2]  et  [4].  Il  est  clair  que 
l’arc  peut  encore  être  augmenté  de  180°,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
l’intini.  En  mettant  — x au  lieu  de  x,  on  voit  de  la  même  manière 
que  les  deux  formules  sont  encore  vraies  : donc  elles  conviennent 
à tous  les  arcs  possibles. 

2“  Les  formules  [2],  qui  ont  été  démontrées  pour  tous  les  arcs 
positifs,  s’étendent  aussi  aux  arcs  négatifs.  En  effet,  si  on  y change 
x en  — x,  elles  deviennent 

sin  (180°  — x)  = — sin  ( — x)  = sin  x, 
cos  (4  80° — x)  = — cos( — x)  = — cos  x. 

et  rentrent  alors  dans  les  formules  [4]. 

3”  Puisque  l’addition  de  180°  à un  arc  quelconque  -\-x  ou  — x 
ne  fait  que  changer  les  signes  du  sinus  ou  du  cosinus,  il  s’ensuit 
que  l’addition  de  360°  ne  doit  produire  aucun  changement;  par 
conséquent  les  formules  [3]  conviennent  aussi  aux  arcs  négatifs. 

4°  Quant  aux  formules  [4],  elles  ne  donnent  lieu  à aucune 
démonstration;  car  il  est  évident  qu'on  peut  y remplacer  x 
par  — x. 

13.  Rien  n’est  plus  facile  maintenant  que  de  ramener  au  premier 
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quadrant  les  lignes  trigonométriques  de  tel  arc  qu'on  voudra.  Soit 
x = 1029°  un  arc  dont  on  demande  le  sinus.  On  en  retranche  360° 
autant  de  fois  que  possible,  et  il  reste  309°  ; donc,  d’après  les  for- 
mules [3],  sin  x = sin  309°.  On  ôte  encore  180°  de  309u,  et,  par  les 
formules  [2],  on  a sin.r  = — sin  129°.  Enfin,  on  jirend  le  supplé- 
ment de  129°,  qui  est  Si0,  et  il  vient  sinx  = — sin  31°  (9).  On 
peut  même  encore  pousser  la  réduction  plus  loin,  car  sin 51°  = 
cos  (90°  — 51)  = cos  39°  ; donc  sin  x = — cos  39°. 

Si  l’arc  donné  était  x = — 1029°,  le  sinus  serait  de  signe  con- 
traire au  précédent  (H),  et  Ton  aurait  sin  x = cos  39°. 

Sur  les  arcs  qui  répondent  à un  sinus  donné,  ou  à un  cosinus,  etc. 

14.  Les  développements  dans  lesquels  on  vient  d’entrer  font 
voir  qu'il  existe  une  infinité  d’arcs  qui  ont  les  mêmes  lignes  tri- 
gonométriques. Supposons  qu’une  de  ces  lignes  soit  donnée,  et 
cherchons  les  différents  arcs  qui  lui  correspondent. 

Soit  donné  sin  x — a.  Sur  le  rayon  OB  (fig.  1)  perpendiculaire 
à OA,  je  porte  OQ  = a,  et  par  le  point  Q je  mène  MM'  parallèle  à 
OA.  11  est  clair  qu’on  doit  prendre  pour  valeurs  de  x tous  les  arcs 
terminés  aux  points  M et  M'.  Je  désigne  l’arc  AM  par  a,  et  180° 
par  H;  AM'  sera  égal  à H — a,  et  les  arcs  positifs  terminés  en  M et  M' 
seront  compris  dans  les  deux  séries. 

a,  2H-{-a,  6H  + a,  etc., 

H — a,  3H  — a,  5H  — a,  7H  — a , etc. 

On  a AB'A'M  = 2H  — a et  AB'A'M'=H  -j-  a.  Ajoutons  à ces  arcs 
un  nombre  quelconque  de  circonférences , puis  prenons  négative- 
ment les  arcs  résultants.  On  aura  ainsi  tous  les  arcs  négatifs  qui 
répondent  au  sinus  donné , savoir  : 

— 2H+«,  — 4H  + a,  — 6H  -j-  a , etc. 

— H — a,  — 3H  — a,  — 5H  — a,  etc. 

Les  arcs  de  ces  quatre  séries  peuvent  se  renfermer  dans  deux 
formules  assez  simples.  Remarquez  que  dans  deux  de  ces  séries 
l’arc  a est  ajouté  à tous  les  multiples  pairs  de  H,  tant  négatifs  que 
positifs,  et  que,  dans  les  deux  autres , il  est  retranché  des  multiples 
impairs  de  H.  Désignons  donc  par  k un  nombre  entier  quelconque, 
positif  ou  négatif,  lequel  peut  même  être  égal  à zéro  ; aiors  tous 
les  arcs  cherchés  pourront  se  représenter  par  les  formules 
111  X = 2AH  -f-  a , æ=:(2*-H)H  — «. 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE. 


14 


Nous  avons  supposé  a positif  : si  on  avait  sin  x = — a,  on  de- 
vrait porter  a en  OQ',  du  côté  OB'.  Alors  ce  sont  les  arcs  terminés 
en  N'  et  N qui  sont  les  valeurs  de  x.  Faisons  ABN'  = a,  il  est 
facile  de  voir  qu'on  a ABN  = 3H  — a,  AB'N'  = 2H  — a,  et  AN  = 
a — H.  Par  suite,  les  valeurs  de  x,  tant  négatives  que  positives, 
qui  répondent  au  sinus  OQ',  sont 

a 2H-)-a,  4 11-)- a,  etc.  3H—  a,  5H — a,  7H — a,  etc. 

— 2II-j-a,  — 4H-{-a,  — 6H-)-a,  etc.  H— a,  — H — a,  — 3H — a,  etc., 

et  il  est  clair  qu’elles  sont  encore  comprises  dans  les  formules  [1], 
Dans  tous  les  cas,  si  a est  plus  grand  que  le  rayon  r du  cercle, 
l’arc  x sera  imaginaire;  car  le  plus  grand  sinus  positif  est  + r,  et 
le  plus  grand  sinus  négatif  est  — r. 

15.  Soit  donné  cos  x — a.  Si  a est  positif,  on  prend  OP  = a du 
côté  OA,  on  élève  au  point  P la  perpendiculaire  MN  ; et  les  valeurs 
de  x sont  les  différents  arcs  positifs  et  négatifs  terminés  en  M et  N . 
En  faisant  AM  = a,  il  est  facile  de  voir  que  ces  arcs  sont  ceux  des 
quatre  séries 

a,  2H-|-a,  4H-)-a,  etc.  2H — a,  4H — a,  6H — a,  etc. 

— a,  — 2H — a,  — 4H — a,  etc.  — 2H-)-3,  — 4H-)-a,  — 6H-(-a,  etc.; 

et  en  désignant  par  k un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  né- 
gatif, on  peut  comprendre  tous  ces  arcs  dans  les  deux  formules 

[2]  X = 2AH  -(-  a,  x = 2A1I  — a. 

Si  on  donne  cos  x = — a,  on  portera  a du  côté  OA'.  Alors  on 
désignera  par  a l’arc  AMM',  et  il  n’y  aura  rien  à changer  à ce  qui 
précède.  Si  a surpasse  le  rayon,  l’arc  x est  imaginaire. 

16.  Soit  encore  tang  x ==  a.  Supposons  a positif,  prenons  la  tan- 
gente AT  = a au-dessus  de  OA,  et  menons  la  droite  TMN'  qui  passe 
au  centre  et  rencontre  le  cercle  en  M et  N'.  Les  valeurs  de  x sont 
les  arcs  positifs  ou  négatifs,  qui  se  terminent  en  M et  N'.  Faisons 
l’arc  AM  = a,  on  aura  AMN'=H-|-a,  AN  M=2H — a,  ANN'=H — a; 
et  les  arcs  cherchés  seront  ceux  des  séries 

«,  2H-f-a,  4H-|-a,  etc.  H-)-«,  3H-)-a,  5H-)-a,etc. 

— 2H-)-3, — 411-j-a,  — 6H-)-3,  etc. — H-j-a,  — — oH-j-ct,  etc. 

Dans  ces  quatre  suites,  l’arc  a se  trouve  ajouté  à tous  les  mul- 
tiples de  H,  positifs  et  négatifs;  donc  la  formule  générale  des  arcs 
cherchés  est 

[3]  x = A'H  -j-  a. 
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Quand  la  tangente  donnée  a est  négative , on  la  porte  en  AT', 
au-dessous  de  OA;  a représente  alors  un  arc  compris  entre  90»  et 
180°,  tel  que  ABM'.  Il  est  d’ailleurs  évident  que  la  tangente  peut 
avoir  telle  grandeur  qu’on  voudra. 

17.  Nous  n’examinerons  pas  les  cas  où  Tare  est  donné  par  les 
autres  lignes  trigonométriques.  Au  reste,  on  reconnaît  facilement 
que  les  arcs  qui  ont  même  sinus,  ou  même  cosinus,  ou  même 
tangente,  ont  aussi  même  cosécanle , ou  même  sécante,  ou  même 
cotangente  ; et  c’est  ce  qu’on  verra  encore  plus  loin  (20)  quand  on 
aura  établi  les  relations  des  lignes  trigonométriques  entre  elles.  11 
suit  de  là  que  les  formules  [1],  [2]  et  [3]  sont  encore  celles  qu’on 
doit  avoir  quand  on  donne  coséc  x,  séc  x,  cot  x. 

Il  ne  faut  pas  oublier  que,  dans  ces  formules,  a représente  tou- 
jours le  plus  petit  arc,  entre  0 et  360°,  correspondant  à la  ligne 
donnée,  H la  demi- circonférence,  et  k un  nombre  entier  quel- 
conque, positif  ou  négatif,  lequel  peut  aussi  être  zéro. 

Comment  on  ramène  les  sinus,  les  cosinus,  etc.  à de  simples  rapports. 

18.  Dans  la  trigonométrie,  un  arc  n’étant  employé  que  comme 
mesure  d’un  angle,  ce  n’est  pas  sa  grandeur  absolue  que  Ton  con- 
sidère, mais  seulement  son  rapport  avec  la  circonférence  dont  il 
fait  partie.  Or,  c’est  précisément  ce  rapport  qui  est  indiqué  par  le 
nombre  de  degrés  de  Tare,  et  il  est  évident  qu’il  suffit  pour  déter- 
miner un  angle;  car  tous  les  arcs  compris  dans  un  même  angle  et 
décrits  de  son  sommet  comme  centre,  contiennent  un  égal  nombre 
de  degrés,  quels  que  soient  d’ailleurs  les  rayons  de  ces  arcs. 

Les  rapports  qui  existent  entre  les  lignes  trigonométriques  de 
ces  arcs  et  les  rayons  des  cercles  auxquels  elles  appartiennent,  ne 
dépendent  aussi  que  de  ce  nombre  de  degrés.  Par  exemple,  la 
fig.  3,  dans  laquelle  MP,  M'P',  M"P",...  sont  des  sinus  d'arcs  sem- 
, , , , , MP  M F M 'P'' 

blables,  donne  — : = ce  sont  donc  ces  rapports, 

UM  UM  UM 

et  non  les  sinus,  qui  sont  déterminés  quand  on  donne  un  angle. 

La  même  chose  peut  se  dire  des  cosinus,  des  tangentes,  etc.  On 
voit  par  là  que  ce  ne  sont  pas  des  longueurs  absolues  des  lignes 
trigonométriques,  mais  bien  leurs  rapports  au  rayon  qui  doivent 
entrer  dans  les  calculs;  et,  par  celte  raison,  il  convient  de  n’y 
introduire  que  ces  rapports.  Pour  cela  le  moyen  est  bien  simple  : 
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il  suflit  de  prendre  pour  unité  le  rayon  du  cercle  dans  lequel  on 
considère  les  lignes  trigonométriques;  car  alors  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  lignes  ne  seront  plus  autre  chose  que  ces  rapports 
eux-mêmes.  On  donne  quelquefois  à ces  rapports  les  noms  de 
sinus  naturels,  cosinus  naturels,  etc. 

C’est  ainsi  que  les  lignes  trigonométriques  se  ramènent  à ne  plus 
être  que  de  simples  rapports,  et  c’est  sous  ce  point  de  vue  qu’il 
serait  convenable  de  les  présenter  tout  d’abord.  Mais,  pour  ne 
point  changer  les  habitudes  de  l’enseignement,  je  ne  ferai  dans 
les  formules  fondamentales  aucune  hypothèse  sur  le  rayon , et  je 
l’y  désignerai  toujours  par  r. 

19.  Au  reste,  quand  un  calcul  a été  fait  en  prenant  le  rayon 
pour  unité,  il  est  toujours  facile  de  modifier  les  résultats  de  ma- 
nière qu’ils  soient  applicables  à toute  autre  supposition.  En  effet, 
d’après  ce  qui  vient  d’ôtre  dit,  il  est  clair  que,  dans  la  seconde 
hypothèse,  les  rapports  des  sinus,  cosinus,  etc.,  au  rayon  sont 
égaux  aux  sinus,  cosinus,  etc.,  de  la  première;  par  conséquent,  il 
n’y  aura  qu'à  changer  dans  les  résultats  dont  il  s’agit  les  quantités 

telles  que  sina,  tang  6,  etc.,  en  etc.  Par  exemple, 

supposons  qu’on  ait  trouvé  d’abord,  entre  les  arcs  a et  b la  relation 

tang  b = \ . C.°S  a : ces  substitutions  donneront 
t-j-sinn 


tang  b 
r 


cos  a 
r 


i + 


sin  a ’ 
r 


et  en  réduisant  on  aura,  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  le 
rayon  r, 

. r{r  — cos  a) 

tang  b = — — ; — ; -. 

r sm  a 

Surtout  on  doit  bien  se  garder  de  croire  qu’il  existe  une  longueur 
déterminée  qui  soit  le  rayon  1 et  une  autre  qui  soit  le  rayon  r,  de 
même  qu’il  y a des  distances  égales  à 1 mèt.,  2 mèt.,  etc.  Le  rayon 
doit  toujours  rester  essentiellement  indéterminé.  A la  vérité,  cha- 
que ligne  trigonométrique  d’un  angle  donné  se  trouve  exprimée  par 
des  nombres  différents,  suivant  l’hypothèse  qu’on  fait  sur  le  rayon, 
mais  ces  nombres  ont  toujours  même  rapport  avec  celui  qui  repré- 
sente le  rayon,  et  c’est  ce  rapport  seul  qui  entre  dans  les  calculs. 
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Relation  des  lignes  trigonométriques  entre  elles. 

20.  Les  triangles  de  la  fig.  \ font  connaître  les  relations  des 
six  lignes  trigonométriques  entre  elles. 

D’abord,  le  triangle  OMP  étant  rectangle,  on  a 

MP1  + ÜP!  = ÜM’; 

en  second  lieu,  les  triangles  semblables  OMP,  OTA,  donneront 
AT  _ OA  OT_OA> 

MP  “ ÔP  ’ OM  “ ÔP  ’ 

et,  en  troisième  lieu,  les  triangles  OMQ,  OSB,  donnent  aussi 

BS  _ OU  OS PB 

MQ~~  OQ’  ÜM  OQ* 

Faisons  l’arc  AM  —a,  le  rayon  OM  = r,  puis  remplaçons  les  li- 
gnes par  leurs  désignations  trigonométriques,  savoir  : MP. par 
sin  a,  OP  par  cos  a,  etc.  Les  cinq  relations  précédentes  donneront 


M 

sin*« 

-+•  cos1  a 

r sin  a 

[3] 

séca  = 

r' 

[4] 

tanga  =s « 

> 

cos  a 

eos  a 

r ' cos  a 

[53 

coséc  a = 

r* 

[4] 

cot  a = - , 

sma 

sin  a ’ 

L’éq.  [1]  servira  à déterminer  le  sinus  au  moyen  du  cosinus,  et 
réciproquement.  Si  on  donne  sin  a,  on  aura  cosa  = ity  r1  — sin*  a. 
On  obtient  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  parce  qu’à 
un  même  sinus,  à OQ  par  exemple,  il  répond  deux  cosinus  OP  et 
OP',  égaux  et  de  situation  opposée. 

Les  formules  [21,  [3],  [4] , [5],  font  connaître  les  valeurs  de  la 
tangente,  sécante,  etc.,  quand  on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus. 

2t.  Pour  présenter  une  application  de  ces  formules,  prenons 
la  valeur  sin 30°=  J r,  p.  3.  Avec  cette  valeur  il  sera  facile  de  cal- 
culer cos  30°,  et  ensuite  la  tangente,  la  sécante,  etc.  En  remarquant 
que  le  complément  de  30"  est  00°,  on  forme  le  tableau  suivant  : 

sin  30°  = cos  60°  = , cos  30®  = sin  60°  = , 

2 2 ’ 

rv3 

tang  30"  = cot  60°  = •—  cot  30®  = tang  60®  = 

O 

séc  30"  = coséc  60°  = , coséc30"=  séc60®  = 2?  . 

3 
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22.  Quoique  déduites  d’une  figure,  dans  laquelle  l'arc  « est 
< 60°,  les  formules  du  n°  20  n’en  sopt  pas  moins  générales.  Cela 
serait  évident  si  l’on  ne  considérait  que  les  valeurs  absolues  des 
lignes  trigonomélriques  ; car  ces  lignes  forment  toujours  des  trian- 
gles rectangles  et  semblables,  dont  on  peut  tirer  les  mêmes  résul- 
tats que  dans  le  numéro  cité.  En  ayant  égard  aux  signes  des  lignes, 
il  est  clair  d’abord  que  la  formule  [1]  ne  cesse  pas  d'avoir  lieu, 
puisqu’elle  ne  contient  que  des  carrés;  il  reste  donc  à examiner 
si  les  autres  formules  font  toujours  prendre  à la  tangente , à la 
sécante,  etc.,  les  signes  qui  conviennent  à leurs  positions. 

Dans  le  premier  quadrant,  c’est-à-dire  de  0 à 90°,  le  sinus  et  le 
cosinus  étant  positifs,  les  quatre  formules  donnent  des  valeurs 
positives,  ainsi  que  cela  doit  être.  Dans  le  second  quadrant,  le 
sinus  est  positif,  le  cosinus  est  négatif,  et  par  suite  les  valeurs  de 
la  tangente , de  la  sécante  et  de  la  cotangente  sont  négatives , tan- 
dis que  celle  de  la  cosécante  reste  positive  : or  la  figure  montre 
qu’en  effet  ce  sont  là  les  signes  que  doivent  avoir  ces  lignes.  Dans 
le  troisième  quadrant,  le  sinus  et  le  cosinus  sont  négatifs  : donc 
les  valeurs  [2]  et  [4]  sont  positives,  tandis  que  les  valeurs  [3]  et 
[o]  sont  négatives;  et  c’est  ce  qui  doit  avoir  lieu  d’après  la  posi- 
tion que  prennent  alors  les  quatre  lignes.  Dans  le  quatrième  qua- 
drant, le  sinus  étant  négatif,  et  le  cosinus  positif,  les  valeurs  [2], 
[4],  [ÿ]  sont  négatives,  et  la  valeur  [3]  est  positive  : c’est  encore 
ce  qui  doit  être,  d’après  la  figure. 

Au  delà  de  360%  le  sinus  et  le  cosinus  reprennent,  pour  un  arc 
quelconque  360°  -j-  a,  les  mêmes  grandeurs  et  les  mêmes  signes 
que  pour  l’arc  a;  les  quatre  formules  donnent  donc  aussi  les  mêmes 
résultats.  Et , effectivement , la  tangente , la  sécante , etc.,  doivent 
avoir  les  mêmes  valeurs  pour  l’arc  360°  -f-  a que  pour  l’arc  a. 

Supposons  les  arcs  négatifs.  Puisque  sin  ( — a)  — — sin  a,  et  que 
cos  ( — a)  =cosa(14),  il  s’ensuit  qu’en  changeant  le  signe  de  l’arc, 
les  valeurs  données  par  les  formules,  pour  la  tangente,  la  cotan- 
gente et  la  cosécante,  prennent  des  signes  contraires  sans  changer 
de  grandeur,  tandis  que  la  sécante  reste  tout  à fait  la  même.  Ces 
résultats  sont  encore  conformes  aux  indications  de  la  figure. 

Enfin,  on  pourrait  craindre  que  les  formules  ne  fussent  pas 
vraies  pour  les  arcs  0,  90%  480°,  etc.,  parce  qu’alors  les  triangles 
cessent  d’exister.  Mais  il  est  facile  de  voir  qu’elles  donnent  encore 
des  résultats  qui  conviennent  à ces  arcs.  Par  exemple , si  on  fait 
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a = 90°,  on  aura  sin  90°  = r,  cos  90° =0  ; par  suite  tang  90°  — <v>, 
séc  90“  = c»,  cot  90°  = 0,  coséc  90“  = r.  Ces  valeurs  sont  en  effet 
celles  qu’on  doit  avoir.  Remarquez  que  la  valeur  tang  90°  = co 
doit  être  prise  avec  le  signe  ambigu  de;  car  elle  est  à la  fois  limite 
des  tangentes  positives  qu’on  obtient  en  faisant  croître  l’arc  de  0 
à 90°,  et  limite  des  tangentes  négatives  qu’on  obtient  en  le  faisant 
décroître  de  180°  à 90°.  La  même  observation  s’applique  aux  autres 
lignes  trigonomélriques  susceptibles  de  devenir  infinies. 

Concluons  maintenant  que  la  généralité  des  cinq  formules  n’est 
limitée  par  aucune  restriction. 

23.  Il  eût  suffi  de  démontrer  la  généralité  des  formules  [2]  et 
j3]  pour  en  conclure  celle  de  [4]  et  [5]  : car  celles-ci  peuvent  se 
tirer  des  premières  en  y mettant  90°  — « au  lieu  de  a.  En  général, 
toutes  les  fois  qu’une  relation  entre  les  lignes  trigonométriques 
aura  été  démontrée  pour  toutes  les  valeurs  possibles  des  arcs,  il 
sera  permis  d’y  remplacer  ces  arcs  par  leurs  compléments,  ce  qui 
revient  évidemment  à changer  les  sinus,  tangentes,  sécantes,  en 
cosinus,  cotangentes,  cosécantes,  et  réciproquement. 

24.  Les  cinq  relations  [I] ....  [S]  peuvent  servir  à en  trouver 
d’autres.  Nous  allons  faire  connaître  les  plus  remarquables. 

4°  En  multipliant  entre  elles  les  formules  [2]  et  [4],  il  vient 

[6]  tang  a x cot  a = r’. 

C’est-à-dire  que  le  rayon  est  moyen  proportionnel  entre  la  tan- 
gente et  la  cotangente.  Cette  conséquence  se  réduirait  immédiate- 
ment des  triangles  semblables  OTA,  OSB. 

2"  La  formule  [2]  donne 


r’  -}-  tang’a  = r’  -f- 


r’sin’a 

cos’a 


r’(sin’a  -{-  cos’a} 
cos’a 


Or,  sin’a  4-  cos’a  = r2  et  séc* a = — — ; donc 

cos’a 


[7]  r*  -j-  tang’  a — séc  ’a , 

formule  évidente  dans  le  triangle  rectangle  OTA . On  trouve  d’une 
manière  analogue  cette  autre  formule 

[8]  r ’ cot’  a = coséc’  a , 

laquelle  peut  se  tirer  de  la  précédente  en  remplaçant  a par  90° — a. 
3°  Des  formules  [3]  et  [5]  on  tire 

4 cosa  4 sin  a 

séc  a r-  * coséc  n rï 
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par  suite,  en  ajoutant  les  carrés  et  remarquant  que  cos’a  -f  sin’a 
=3  r*,  on  a 

tm  1 . 1 _ 1 

' J séc’a  ^ coséc’a  — rs  * 

23.  En  général,  une  quelconque  des  six  lignes  trigonométriques 

étant  donnée,  les  cinq  relations  [lj,  [2],  [31,  [4],  [5]  serviront  à 

connaître  les  cinq  autres  lignes  : il  n’y  aura , pour  cela,  qu’une 

simple  résolution  d’équations  à effectuer. 

Par  exemple,  si  on  veut  trouver  le  sinus  et  le  cosinus  au  moyen 

de  la  tangente,  il  faut  prendre  les  équations  [1]  et  [2], 

...  , . . rsin  a 

sin’a  + cos’a  = r*.  tang  a = ; 

cos  a 


et  en  tirer  les  valeurs  de  si n a et  de  cos  a.  La  seconde  donne 
r’sin’a  = tang’a  cos’a  ; puis,  au  moyen  de  la  première,  on  obtient 
facilement 


sin  a = 


± r tang  a 
/r’  + tang’a’ 


cos  a = 


yV’  -j- tang’a’ 


Le  double  signe  ± apprend  qu’il  existe  deux  sinus  et  deux  cosi- 
nus, égaux  et  opposés,  qui  répondent  à une  même  tangente;  et 
c’est  aussi  ce  que  montre  la  figure.  Il  faut  avoir  bien  soin  de 
prendre  les  signes  supérieurs  ensemble,  et  les  signes  inférieurs 


ensemble  : autrement  on  ne  retrouverait  pas 


r sin  a 
cos  a 


= tang  a. 


Formules  pour  trouver  le  sinus  et  le  cosinus  de  a + 6 et  de  a — b. 

26.  La  question  à résoudre  est  celle-ci  : Connaissant  1rs  sinus  et 
les  cosinus  de  deux  arcs  a et  b,  trouver  le  sinus  et  le  cosinus  de  leur 
somme  et  de  leur  différence. 

Soient  (fig.  4)  les  arcs  AB  = a et  BC  = BD  = b : menez  la  corde 
CD,  et  le  rayon  OB  qui  la  coupe  perpendiculairement  en  son  mi- 
lieu Q;  menez  aussi  le  rayon  OA,  ainsi  que  les  perpendiculaires 
BP,  CR,  DS.  On  aura 

BP  = sin  a,  OP  = cos  a,  CQ  = sin  b,  OQ  = cos  b, 

AC  = a -J-  6,  CR  = sin  (a  + b),  OR  = cos  (a  -|-  b), 
AD=a  — b,  DS=sin(a  — b),  OS  = cos(a  — b). 

Tirez  encore  QE  perpendiculaire  à OA,  et  QF,  DG  parallèles  à OA. 
Les  triangles  CQF,  QDG  seront  égaux,  comme  ayant  les  angles 
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égaux  et  le  côté  QC  égal  à QD  ; donc  DG  = QF  et  GQ  = CF.  Cela 
posé,  on  a évidemment 

sin(a  + *)  = CR  = FR  + CF=QE  + CF, 
cos  (a  -j - b)  = OR  = OE  — ER  = OE  — QF, 
sin  (a  — b)  = DS  = QE  — QG  = QE — CF, 
cos(«  — b)  = OS  = OE  + DG  = OE  -j-QF. 


Le  triangle  OBP  est  semblable  à OQE,  à cause  des  parallèles  BP, 
QE;  et  il  l’est  aussi  à CQF,  à cause  de  côtés  perpendiculaires.  Par 
conséquent  on  a 

QE  _ OQ  OE  _ OQ 
BP  OB’  OP  “"OB’ 

CF  _ CQ  QF  _ CQ 
ÔP  OB’  BP  OB' 


De  ces  égalités  on  déduit 


QE  = 
CF  = 


sin  a cos  b 
r 

cos  a sin  b 


OE  = 


cos  a cos  b 


QF: 


r 

sin  a sin  b 


et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  sin(a  + b),  etc.,  il  vient 

sinucosé  + cosasiné 

[1]  sin(a-fè)  = , 

„ . . ..  cosacosé — sinasinè 

[2]  cos(a  -f  b)  = - , 

rn.  . , ,,  sinucosô — cosasiné 

[3]  sm(a  — b)  = , 

r 

, cosaco3é-4-  sinusinô 

L4]  cos(«  — b)  = • 

27.  La  figure  dont  on  s’est  servi  semble  attacher  certaines  res- 
. trichons  à ces  formules  ; car  elle  suppose  que  a et  b sont  des  arcs 
positifs,  que  la  somme  a -f-  b est  < 00°,  et  même  que  a surpasse  b 
dans  les  formules  relatives  à a — b.  A la  vérité  on  peut  modifier 
facilement  les  constructions  pour  les  autres  cas;  mais  ces  cas  sont 
nombreux,  et  il  serait  peu  commode  de  reconnaître  par  ce  procédé 
si  les  formules  sont  générales  : le  suivant  est  préférable. 

V La  restriction  a > b peut  être  écartée  des  formules  [3]  et  [4] . 
En  effet,  quand  a est  moindre  que  b,  on  sait  (11)  qu’on  a 

sin  (a  — è)  = — sin(è — a)  et  cos(a  — 6)  = cos(é  — a) 
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Mais,  b étant  plus  grand  que  a,  on  peut  obtenir  sin(6  — a)  et 
cos  ( b — a)  par  les  formules  [3]  et  [4] , en  y changeant  a en  b et  b 
en  a : or  il  est  évident  qu’alors  la  première  change  seulement  de 
signe,  tandis  que  la  seconde  reste  la  même;  donc  on  aura  encore, 
pour  sin  [a  — b)  et  cos  (a  — b),  les  mêmes  formules  que  dans  le  cas 
où  a est  plus  grand  que  b.  Ainsi,  ces  quatre  formules  ont  lieu  dans 
tous  les  cas  où  a et  b sont  positifs  et  font  une  somme  a + b < 90°; 
par  conséquent  il  est  permis  d’y  supposer  à chacun  de  ces  arcs 
telles  valeurs  qu’on  voudra  entre  0 et  45°. 

2°  Comme  les  formules  relatives  à la  différence  a — b peuvent 
se  déduire  de  celles  qui  expriment  sin(a-)-fc)  et  cos(a-j-^)j  éa 
changeant  b en  — b,  il  s’ensuit  que  les  formules  [1]  et  (2]  sont 
vraies  pour  toutes  les  valeurs  de  a entre  0 et  45°,  et  pour  toutes 
les  valeurs  de  b entre  — 45°  et  -{-  45°.  Or  je  dis  que  ces  mêmes 
formules  conviennent  aussi  aux  valeurs  négatives  de  a,  prises  de 
Oà— 45°. 

Représentons  par  a un  arc  <45°  et  faisons  a = — a,  on  aura 
sin  (a  -J-  6)  = sin( — a + b)  = — sin(a  — b), 

COS  (a  + b)  = cos( — a + b)  = cos  (a  — b). 


Les  arcs  a et  — b sont  dans  les  limites  pour  lesquelles  les  formules 

[1]  et  [2]  sont  démontrées;  donc 

. , . — sin  a cos  b + cos  a sin  b 

sin(a  -j-  b)  = — sm(a  — b)= , 


cos(a  -|-6)  = cos(a-j-6)  = 


cosa  cos  b -J-  sina  sinô 


Puisque  a = — a,  on  a (11  ) sin  a = — sin  a,  cos  a = cos  a;  et  par 
suite  ces  formules  reviennent  aux  formules  [t]  et  [2]. 

3°  Maintenant  démontrons  qu’on  peut,  dans  les  formules  [4]  et 
[2],  reculer  indéfiniment  les  limites  positives  et  négatives  de  a et  b. 
Faisons  a = 90°  + a,  a étant  uu  arc  quelconque  entre  — 43°  et 
+ 45°  : on  aura,  en  prenant  les  compléments, 

sin  («  = sin(90°  -f-  « + b)  = cos( — a — b)  = cos(a-j-  b) 

cosa  cos  b — sina  sin  b 


cos  (a  -j-  b)  = cos  (90°  -f  * + ty  — sin  ( — a — *)  = — sin  (a  -f-  b) 

_ — sin  a cos  b — cos  a sin  b 
— «■  1 11  - 1 • 

r 
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Mais  puisque  a = 90°  -f*  » , on  a , par  des  réductions  connues, 
sin  a — sin  (90°  + “)  = COS  ( — a)  = cos  a. , 
cos  a — cos  (90°  + “)  = sin  ( — #)  = — sin  a. 

Donc  on  peut  remplacer  cos  a par  sin  a,  et  sin  a par  — cos  a,  ce 
qui  ramène  encore  aux  formules  [il  et  [2].  Or,  en  prenant  a entre 
— 45°  et  -f-  45°,  l’arc  90°  -f  a.  ou  a,  passe  par  toutes  les  grandeurs 
depuis  45°  jusqu’à  135°;  donc  la  limite  positive  de  a est  reculée 
jusqu’à  135°.  En  répétant  le  même  raisonnement,  il  est  évident 
que  cette  limite  peut  être  encore  reculée  de  90°  ; et  ainsi  de  suite  à 
l’infini. 

La  démonstration  qui  a été  faite  plus  haut  (2°),  pour  prouver 
que  si  les  formules  [t]  et  [2]  sont  vraies  pour  les  valeurs  positives 
de  a moindres  que  45°,  elles  sont  vraies  aussi  pour  les  mêmes 
valeurs  prises  négativement,  peut  évidemment  s’appliquer  au 
cas  où  la  limite  positive  de  a serait  différente  de  45°.  Donc, 
puisqu’on  vient  de  reconnaître  qu’elles  sont  vraies  pour  toutes 
les  valeurs  positives  de  a , elles  le  sont  aussi  pour  toutes  les  va- 
leurs négatives. 

Quant  à l’arc  b,  il  est  évident  qu’il  se  prête  aux  mêmes  raison- 
nements que  a , et  qu'on  peut  aussi  éloigner  à l’infini  chacune  de 
ses  limites.  Donc  enfin  les  formules  [t]  et  [2],  et  par  conséquent 
les  formules  [3]  et  [4],  sont  démontrées  pour  toutes  les  valeurs  des 
arcs  a et  b. 


Formules  pour  la  multiplication  et  la  division  des  arcs. 


28.  Désormais  je  supposerai  toujours  le  rayon  r = 1 , de  sorte 
que  les  sinus,  cosinus,  etc.  ne  devront  plus  être  considérés  que 
comme  de  simples  rapports,  ainsi  qu’on  l’a  expliqué  n°  18.  Par 
cette  hypothèse,  les  formules  des  nM  20  et  26,  deviennent 


sin*a  -f-  cos’a  = 1 , 
sin  a 

tang  a = , cos  a = 

co  s a 


cos  a 
sin  a’ 


séca  = , coséca  = - — , 

cos  a sma 

sin  (a  ± 6)  = sin  a cos  b dz  cosa  sin  b , 

cos  (o  ± i)  — cos  a cos  b zp  sin  a sin  b. 
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29.  Cela  posé , dans  les  expressions  de  sin  (a  + b)  et  cos  (a  -J-  b) 
faisons  b = a , il  vient 

[1]  sin2a  = 2sinacosa, 

[2]  cos 2a  — cos’a  — sin*a  : 

formules  qui  servent  à calculer  le  sinus  et  le  cosinus  du  double 
d’un  arc,  quand  on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus  de  cet  arc. 

30.  Soit  fait  b = 2a,  les  mêmes  expressions  donnent  d’abord 

sin  3a  = sin  a cos  2a  + cos  a sin  2a, 
cos  3a  = cos  a cos  2a  — sin  a sin  2a  : 

puis,  en  remplaçant  sin  2a  et  cos  2a  par  leurs  valeurs,  et  simpli- 
fiant les  résultats  au  moyen  de  la  relation  sin’a  + cos'a  = t , on 
obtient 

[3]  sin  3a  = 3 sin  a — 4 sinsa , 

[4]  cos  3a  = 4cos3a — 3 cos  a. 

En  continuant  de  la  même  manière , on  s’élèvera  aux  multiples 
4a,  5a,  etc.  Au  reste,  il  existe,  pour  h multiplication  des  arcs,  des 
formules  générales  qu’on  trouvera  dans  le  chapitre  III. 

31 . Occupons-nous  maintenant  des  formules  relatives  à la  divi- 
sion des  arcs,  et  supposons  d’abord  qu’on  veuille  trouver  le  sinus 
et  le  cosinus  de  la  moitié  d’un  arc.  Changeons  a en  £a  dans  les 
formules  [1]  et  [2],  elles  donneront 

[5]  2 sin  j a cos  ’ a = sin  a , 

[0]  cos*  à a — sin2  i a = cos  a; 

et  d’ailleurs  on  a aussi 

[7]  cos*  \a-\-  sin*  ^ a = 1 . 

Si  on  donne  cos  a,  il  n’y  a qu’à  résoudre  les  équations  [6]  et  [7]. 
Or,  en  retranchant  la  première  de  la  seconde,  et  ensuite  en  l’ajou- 
tant, il  vient  facilement 

. . 4 /l — cosa  /l-j-cosa 

[8]  sin{a=W , cos  = W . 

Telles  sont  donc  les  formules  qui  servent  à calculer  sin  J a et  cos  { a 
quand  on  connaît  cos  a.  Sur  quoi  il  faut  observer  que  le  radical 
doit  être  considéré  comme  portant  avec  lui  le  signe  ±. 

La  raison  pour  laquelle  on  obtient  ainsi  deux  valeurs,  égales  et 
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de  signes  opposés,  pour  chacune  des  inconnues  sin$  a et  cos  } a , 
est  facile  à trouver.  Remarquez  d’abord  que  ce  n’est  pas  l’arc  a 
lui-même  qui  entre  dans  ces  valeurs , mais  seulement  son  cosinus  ; 
de  sorte  qu’elles  doivent  donner  en  même  temps  le  sinus  et  le 
cosinus  de  la  moitié  de  tous  les  arcs  qui  ont  même  cosinus.  D’après 
le  n“  15,  ces  arcs  sont  fournis  par  la  formule 
x = 2AH  ± a , 

dans  laquelle  on  désigne  par  a le  plus  petit  arc  positif  correspon- 
dant au  cosinus  donné,  par  H la  demi-circonférence,  et  par  A un 
un  nombre  entier  quelconque , positif  ou  négatif.  On  doit  donc 
trouver,  pour  sin  J a et  cos  \ a,  les  valeurs  comprises  dans 

sin(AHtfc|a)  et  cos(AHdbfa). 

Si  k est  pair,  AH  sera  un  multiple  de  360°,  on  pourra  le  supprimer 
sans  altérer  ni  le  sinus  ni  le  cosinus  (10),  et  il  viendra 

sin  (dt  | «)  = dd  sin  | a et  cos  (±  *)  = cos  | a. 

Si  k est  impair,  on  supprimera  encore  AH,  mais  il  faudra  changer 
les  signes  du  sinus  et  du  cosinus  (10)  : on  aura 

— sin (±!*)  = rp sin^ee  et  — cos(±fa)  = — cos{«. 

On  voit  donc  qu’on  devait  avoir  en  effet  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires  pour  sin  ) a;  et  de  même  pour  cos  { a. 

32.  Si  on  donnait  le  sinus  au  lieu  du  cosinus,  il  suflirait  de 
remplacer  dans  les  formules  [8]  cos  a par  sa  valeur  y 1 — sin*  a; 
et  comme  ce  nouveau  radical  porte  aussi  avec  lui  le  double 
signe  dt,  on  aurait  quatre  valeurs  pour  chacune  des  inconnues 
sin  | a et  cos  | a. 

Mais  on  peut  obtenir  ces  valeurs  sous  une  autre  forme.  Repre- 
nons les  équations  [5]  et  [t] 

2 sin  j a cos  £ a = sin  a , 
cos1  i a + sin1 j a = 1 ; 

et  tirons-en  les  valeurs  de  sin  | a et  cos  ’ a.  En  ajoutant  d’abord  la 
première  à la  deuxième , et  en  la  retranchant  ensuite , puis  en  ex- 
trayant la  racine  carrée,  il  vient 

cos  | a -j-  sin  \ a =;  y/l  + sina  , 
cos^  a — sin|a=  y^l  — sin  a; 
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d’où  l’on  déduit  facilement  les  valeurs  cherchées  de  sin  4 a et  cos  J a, 

[9]  sin{a  = 4y/f  -j-sina — {\/|  — sm«, 

[10]  cos  i a = i V 1 + sin  a -]-  ï V^l  — sin  <*• 

A cause  des  deux  radicaux , chacune  de  ces  expressions  a quatre 
valeurs;  et  c’est  ce  qu’on  pouvait  prévoir.  En  effet,  elles  doivent 
donner  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié  de  tous  les  arcs  qui  ont 
le  même  sinus  : or  ( H)  ces  arcs  résultent  des  formules 
x = 2/.H  -J-  a , ar  = (2A  1 ) II  — — oc  j 

donc  les  expressions  de  sin  [ a et  cos  J a doivent  donner  le  sinus  et 
le  cosinus  des  arcs  représentés  par 

Â-H  + {a  et  (Jfc-H)H  — 1«. 

Mais  on  peut  supprimer  MI,  en  ayant  soin  de  conserver  ou  de 
changer  les  signes  du  sinus  et  du  cosinus  selon  que  k est  pair  ou 
impair.  Par  conséquent  on  doit  avoir  pour  sin  {a,  et  aussi  pour 
cos  [ a , quatre  valeurs , savoir  : 

sin  }a  = ± sin  \ a et  sin  -]  a = ± sin  (JH  — ’ a), 
cos  j a = dt  cos  J a et  cos  1 a = ± cos  ( J H — |a). 

On  voit  de  plus  qu’elles  sont  égales  deux  à deux,  et  de  signes 
contraires.  Si  a = 90°,  on  a {a  = 45°,  }H  — £a  = 45°;  et  les 
quatre  valeurs  se  réduisent  à deux. 

Une  autre  remarque  se  présente  encore.  Puisque  H représente 
180°,  il  s’ensuit  que  les  deux  arcs  [a  et  |H  — J a sont  complé- 
ments l’un  de  l’autre , et  par  suites  les  valeurs  précédentes  peuvent 
être  présentées  ainsi  : 

sin \a  = ± sin sin  J-a  = ±cos£a, 
cos|a  = drcos}a,  cos|n  = dbsin|a. 

C’est-à-dire  que  les  valeurs  de  sin  ± a sont  les  mêmes  que  celles 
de  cos  J a ; et  c’est  ce  qu’indiquent  aussi  les  formules  [9]  et  [10]. 

Une  difficulté  reste  à éclaircir.  Lorsqu’on  connaît  l’arc  a et  son 
sinus,  comment  discerner  celle  des  quatre  déterminations  qu’il 
faut  choisir  pour  sin  {-a  ou  pour  cos  ^ a ? Car  on  comprend  qu’il 
ne  doit  y en  avoir  qu’une  seule.  Afin  d’abréger,  ne  considérons 
que  sin^a  : en  prenant  les  radicaux  avec  leurs  différents  signes, 
les  quatre  valeurs  peuvent  s’écrire  ainsi  : 

sin  \ a = ± £ (y/i  + sin  a — y/  l — sin  a), 
sin  [ a = ± j (vT+lïnâ  -j-  y/ 1 — sin  a). 
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D'abord  il  est  évident  que  les  deux  premières  sont  égales  et 
de  signes  contraires,  et  il  en  est  de  même  des  deux  dernières. 
Ensuite,  si  on  fait  le  carré  des  unes,  on  le  trouve  < J , tandis  que 
celui  des  autres  est  > | : or,  on  sait  (8)  que  sinUS0  = cos  *45°  = £ ; 
donc,  en  faisant  abstraction  des  signes,  les  deux  premières  va- 
leurs sont  moindres  que  sin  45°,  et  les  deux  dernières  sont  plus 
grandes. 

Mais,  d’un  autre  côté,  quand  un  arc  est  donné,  il  est  toujours 
facile  de  déterminer  à priori  si  le  sinus  de  sa  moitié  est  positif  ou 
négatif,  et  s'il  doit  être  moindre  ou  plus  grand  que  celui  de  45°. 
Ainsi  toute  indétermination  cessera.  Les  mêmes  raisonnements 
s’appliquent  au  cosinus. 

Par  exemple , soit  a < 90°;  sin  {a  devra  être  positif  et  moindre 
que  sin  45°;  cos^a  devra  être  positif  aussi,  mais  plus  grand  que 
cos  45°  : donc  il  faudra  prendre  les  valeurs  [9]  et  [10]  avec  les 
signes  qui  y sont  en  évidence. 

Ces  formules  sont,  comme  on  le  voit,  appropriées  aux  cas  des 
arcs  moindres  que  90".  On  a le  même  soin  à l’égard  de  toutes  les 
formules  trigonométriques,  parce  que  ces  cas  sont  en  effet  les  plus 
ordinaires. 

33.  Passons  à la  trisection  des  arcs.  En  changeant  a en  la,  les 
formules  [3]  et  [4]  du  n°  30  donnent 

sina  = 3sin  Ja  — 4sin’Ja, 
cos  a = 4cos3 la  — 3 cos  J a. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  donne  cos  a,  et  qu’on  demande 
cos  [ a : on  posera  cos  a = b,  cos  J a = z , et  la  seconde  équation 
deviendra 

[14]  2»  — — i*  = 0. 

Telle  est  donc  l’équation  qu’il  faut  résoudre  pour  avoir  cos  J a. 
Sans  entrer  dans  aucun  détail  d’algèbre,  je  me  contenterai  de 
montrer  à priori  que  ses  trois  racines  sont  réelles 

C’est  ici  un  cosinus  qui  est  donné,  et  la  formule  des  arcs  cor- 
respondants à ce  cosinus  est  2/,- H ± a (15);  donc  l’équation  [11]  a 
pour  racines  toutes  les  valeurs  comprises  dans  l’expression 

2AH  ± a 

3 = cos__ 

Le  nombre  entier  k ne  peut  avoir  qu’une  des  trois  formes  3« , 
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3n  -f-  i , 3n  — 1 (n  étant  aussi  un  nombre  entier)  : faisons  donc 
successivement  A-  = 3n,  A = 3n  + 4 , A = 3n  — \ . Il  vient,  en  sup- 
primant les  circonférences  inutiles, 


3n.2H  riz  a. 

z = cos — cos 


Z = cos 


Z = cos 


(3n+l).2H±a 

3 

(3n — l).2H±a 


(S"H  ± :)  = cos  (±  = 

/-  _ 2H  «\  /2H  os\ 

“(m+T±3)=c“(t±j)' 

( 2H  a\  /2H  «\ 

cosrT±3)=cos(T±:3)- 


Les  deux  dernières  valeurs  sont  les  mêmes  que  les  deux  précé- 
dentes; ainsi  il  y a en  tout  trois  valeurs  différentes,  savoir  : 


z = 


Toutefois,  il  peut  se  faire  que  deux  de  ces  valeurs  soient  égales 
entre  elles  : par  exemple , la  première  est  égale  à la  troisième 
quand  a = H. 

Nous  n’entrerons  pas  dans  de  plus  longs  développements  sur  la 
division  des  arcs  : ceux  qui  précèdent  montrent  assez  la  marche 
à suivre  dans  ce  genre  de  questions. 


Formules  relatives  aux  tangentes. 


34.  Proposons-nous  d’abord  de  trouver  la  tangente  de  la  somme 
ou  de  la  différence  de  deux  arcs , quand  on  connaît  les  tangentes  de 
res  deux  arcs. 

D’après  la  relation  établie  n°  20  entre  le  sinus,  le  cosinus  et  la 
tangente,  on  a d’abord 

sin  (a  -f  b) 

tang  a-f-6  = — — 

cos(a-|-A) 

puis,  en  remplaçant  sin  (a  -)-  b)  et  cos  (a  + b)  par  leurs  valeurs  [28], 
il  vient 

. . sin  a cos  b + cos  a sin  b 

tang  (a  -f  b ==  r-J : r-r  . 

cosacoso — sin  « sin  6 

Pour  n’avoir  que  des  tangentes,  divisons  le  numérateur  et  le  dé- 
nominateur par  cos  a cos  b,  on  aura 


tang  (a  + 6)  = 


sin  a sin  b 
cos a ' cos  6 


sin  a sin  b ' 

cos  a cos  b 
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Par  les  formules  connues,  on  a 


donc 

[1] 


sin  a . sm  b 

= tans  a et  r = tang  b; 

cos « cos b 


. tang  a + tang  b 

tang  a + b = - — 2 — — 

1 — tang  a tang  b 


tang  a tang  b 

Au  moyen  d’un  calcul  tout  à fait  semblable , on  trouvera , pour 
la  différence  des  arcs , 


PI 


tang  (a  — b)  = 


tango  — tangô 


[3] 


l -J-  tang  a tang  b ' 

35.  Soit  b = a,  on  aura,  pour  la  duplication  des  arcs, 

_ 2 tango 

tang  2o  = 2-?—. 

1 — tang*  a 


En  faisant  b = 2o,  on  trouverait  tang  3o;  et  ainsi  de  suite. 

36.  Déterminons  tang  [a  en  fonction  de  tang  a.  En  changeant  o 
en  {a,  la  dernière  formule  donne  l’équation 
2 tang  | a 

- — t— -’-t-  = tang  a , 

1 — tang’  y 

qui  revient  à cette  équation  du  second  degré 


[41  tang*  [«-f 

De  celle-ci  on  tire 

tangua  = 


tang  i a — 4 =0. 


tanga 

* ( — 1 zh  v^t  -j~  tang*  o). 


tang  a 


L’équation  [4]  ayant  pour  dernier  terme  — 1,  on  est  sûr,  sans  la 
résoudre,  que  les  deux  valeurs  de  tang \ a ont  pour  produit  — 4 ; 
donc  si  AT  et  AT'  (fig.  5)  sont  ces  valeurs  dans  la  situation  qui  con- 
vient à leurs  lignes,  on  doit  avoir  AT  X AT  = ÜA1.  Ainsi  OA  est 
une  moyenne  proportionnelle  entre  AT  et  AT’.  De  là  il  suit  que 
l’angle  TOT'  est  droit,  ou  ce  qui  est  la  môme  chose,  que  l’arc  MM’ 
est  égal  à 90°. 

Il  serait  d’ailleurs  facile  de  faire  voir,  d’après  la  nature  môme 
de  la  question,  pourquoi  tangua  a deux  valeurs  et  n’en  a que 
deux.  Mais  je  laisse  au  lecteur  cet  exercice,  qui  ne  saurait  offrir 
aucune  difficulté  après  tout  ce  qui  a été  dit  plus  haut  dans  des  cas 
analogues. 
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37.  Dans  les  auteurs,  on  rencontre  assez  souvent  les  formules 
suivantes  : 


[5] 

[6] 
[7] 


tangi 
tangua  = 
tang  J a = 


~\/ï 


— cos  a 


1 + COS  rt  ’ 
sin  a 


1 -J-  cos  a ’ 
1 — cos  a 
sin  a 


Elles  se  déduisent  facilement  de  formules  déjà  connues.  11  est 
clair  en  effet  qu’on  a 


. sin  {a  . /l 

'“8i“=^=Vr 


— cos  a 


tangia  = 


+ cos  a 

sin  la  cos  la  sin  a 


tang  J a 


cos’  | a 
sin* 


sin  }a  cos  |a 


1 + co  s a 
1 — cos  a 
sin  a 


(31), 

(29,  31), 
(29,  31). 


De  quelques  autres  formules  fréquemment  employées. 


38.  Les  formules  du  n°  28,  qui  expriment  le  sinus  et  le  cosinus 
de  la  somme  a-f-ô  et  de  la  différence  a — b,  conduisent  à un 
grand  nombre  de  formules  dont  les  astronomes  font  un  usage 
presque  continuel.  Je  me  bornerai  à rapporter  ici  seulement  les 
principales. 

En  combinant  ces  formules  par  addition  et  soustraction , on  en 
tire  celles-ci  : 

2sin  a cos  b = sin  (a  -f  b)  -f  sin  (a  — b), 

2eos  a sin  b — sin  (a  -}-  b)  — sin  (a  — b), 

2cosacosé  = cos(a  — 6)  -f-  cos(a-)-ô), 

2sin  a sin  b = cos  (a  — b)  — cos  (a  -(-  b). 

Elles  peuvent  servir  à transformer  le  produit  d’un  sinus  par  un 
cosinus , ou  bien  celui  de  deux  cosinus  entre  eux , ou  bien  encore 
celui  de  deux  sinus,  en  une  somme  ou  une  différence  de  deux 
lignes  trigonométriques. 
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39.  Désignons  par  p et  q deux  arcs  quelconques,  et  faisons 
a b = p,  a — b = q : on  aura  a = g),  i = *(p — q).  En 

mettant  ces  valeurs  dans  les  formules  précédentes , et  changeant 
l’ordre  des  membres,  il  vient 

sin  p + sin  q = 2sin  {(p-j-  q)  cos{(p  — q), 
sin  p — sin  q = 2cos  J (p  + q ) sin  \ (p  — q) , 
cos  p -j-  cos#  = 2 cos  \ [p  + q)  cos  |(p  — q) , 
cos# — cosp  = 2sin  * (p  -f-  q)  sin  |(p  — q), 


formules  qui  sont  d’un  usage  fréquent , surtout  dans  le  calcul 
logarithmique,  pour  changer  une  somme  ou  une  différence  en  un 
produit. 

40.  Enfin , par  la  division , et  en  observant  en  général  que 


sin  A 
cos  A 


tang  A = 


1 

cot  A’ 


les  dernières  formules  donnent  les  suivantes,  qui  sont  d’un  usage 
non  moins  fréquent  : 


sin  p 

+ 

sin  q 

sin 

i (p  + g)  cos 

sin  p 

— 

sin  q ~ 

- co  s 

i(P  + î)  sin 

sin  p 

+ 

sin  q 

sin 

-Î(P  + ?) 

cosp 

+ 

cos  q 

- co  s 

î(p  + q)  ~ 

sin  p 

+ 

sin  q 

cos 

\(p— q) 

cos  q 

— 

cosp 

- sin 

\{p—q) 

sin  p 

— 

sin  q 

sin 

0 

1 

a. 

«4M 

cosp 

+ 

8 

tu 

~~  cos 

i (p—q) 

sinp 

— 

sin# 

cos 

î(p  + q)  _ 

= cot  {(p  — #), 


cos  q — cosp 
cosp  + cos  <? 


= tang{(p  — q), 
COt  {(/>  + ?), 


sin  î(p  + g) 
cos’(p  + #)cos|(p  — q) 


cotj(p  + ?) 


cos# — cosp  sin  {{p  + q)  sin  J (p  — q)  tang \[p  — q) 


Parmi  ces  formules,  nous  remarquerons  particulièrement  la 
première , qu’on  peut  énoncer  en  ces  termes  : la  somme  des  sinus 
de  deux  arcs  est  à la  différence  de  ces  mêmes  sinus,  comme  la  tan- 
gente de  la  demi- somme  des  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi- 
différence. 
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41.  En  étudiant  les  auteurs,  on  rencontre  quelquefois  des  trans- 
formations trigonométriques  dont  on  n’aperçoit  pas  l’origine.  Le 
mieux  est  alors  de  se  borner  à les  vérifier,  ce  qui  ne  peut  jamais 
offrir  de  difficulté.  Par  exemple , pour  vérifier  la  relation 

sin  (a  -f-  b)  sin  (a  — b)  — sin’  a — sin*  b , 


je  remplacerai  d’abord  sin  (a  -[-  b et  sin  (a  — b)  par  leurs  valeurs 
(28),  et  j’aurai 

sin  (a  + b)  sin  (a  — b)  = sin*  a cos’  b — cos’  a sin*  b; 

puis  à la  place  de  cos’ a et  cos*  b,  je  substituerai  encore  l — sin’a 
et  1 — sin’  b.  Après  que  les  réductions  auront  été  effectuées,  on 
trouvera  l’égalité  proposée. 

S’il  s’agissait  de  cette  autre  relation 


cos  a = 


1 — tang*  J a 
4 -f  tang*  )a’ 


je  mettrais  pour  tang  J a sa  valeur 
deviendrait 


sin  { a 
cos  }-a’ 


cos*  J a — sin’  J a 
cos*  j a -f-, sin’ { a' 


et  le  second  membre 


Or,  on  sait  (n°*  20  et  29)  que  cos’  | a -]-  sin*  { a = 1 , et  que 
cos’^a  — sin*  {a  = cos  a;  par  conséquent  l’expression  précé- 
dente se  réduit  à cos  a , et  c’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Voici  encore  plusieurs  transformations  que  je  propose  comme 
exercices  : 


cos  [a  4-  b)  cos  (a  — b)  — cos’  a — sin’  b, 
i 


1 + tang  a tang  £ a 

. . . sin  (a  + b) 

tang  a + tang  b = — ! 

1 cosa  cos  f» 

tang  a tang  b + tang  c = tang  a tang  b tang  e. 


La  dernière  formule  suppose  que  a -(-  b c = 1 80®,  et  elle  prouve 
qu’on  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  trois  quantités  telles 
que  leur  somme  soit  égale  à leur  produit. 
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Démonstrations  géométriques  des  formules  trouvées  précédemment. 


42.  Le  lecteur  a sans  doute  remarqué  qu’après  avoir  établi  par 
la  géométrie  les  formules  qui  expriment  sin  (a  b)  et  sin  (a  — b), 
j’ai  employé  l’algèbre  pour  en  déduire  toutes  les  autres.  De  là  ré- 
sulte que,  les  premières  étant  vraies  pour  tous  les  arcs  possibles, 
les  dernières  ne  peuvent  manquer  d’avoir  la  même  généralité  : 
c’est  là  le  caractère  essentiel  des  méthodes  analytiques.  Au  con- 
traire , en  se  servant  des  constructions  géométriques , il  y a tou- 
jours lieu  de  craindre  que  les  conséquences  ne  conviennent  qu’aux 
seuls  cas  qui  sont  représentés  dans  les  figures  ; cependant , comme 
elles  ont  l’avantage  de  rendre  la  vérité  plus  sensible,  je  vais  en- 
core démontrer  par  cette  voie  les  principaux  résultats  obtenus 
précédemment. 

43.  Le  sinus  et  le  cosinus  d’un  arc  étant  donnés,  trouver  le 
sinus  et  le  cosinus  de  l’arc  double. 

Soit  (fig.  6)  l’arc  Aü  = BC  = a , et  faisons  les  constructions 
telles  que  les  indique  la  figure  : on  a 

sin  a = AF,  cos  a = OP,  sin  2a  = CQ  = 2PH,  * 
cos  2a  = OQ  = OH  — QH  = OH  — AH. 


Le  triangle  rectangle  OPA  donne 


PH  = 


APxOP 
OA  ’ 


OH  = 


OP 

ÔÂ 


AH  — — 
AH  “ OA 


par  suite , en  remplaçant  les  lignes  par  leurs  désignations  trigo- 
nométriques , et  faisant  le  rayon  OA  = l,  on  retrouve  les  for- 
mules [1]  et  [2]  du  n°  29,  savoir  : 

sin  2a  = 2PH  = 2 sin  a cos  a 

cos  2a  = OH  — AH  = cos1  a — sin*  a. 

44.  Étant  donné  cos  a,  trouver  sin  \ a et  cos  4 a. 

Prenez  l’arc  AC  = a (tig.  7),  menez  CP  perpendiculaire  au  dia- 
mètre AB,  puis  tirez  les  cordes  AC  et  BC,  ainsi  que  les  deux 
rayons  01)  et  OE  qui  les  coupent  perpendiculairement  en  leurs 
milieux.  En  supposant  toujours  0A  = i,  on  aura  OP  = cos  a, 
AP  =1  — cos  a , BP  = i -j-  cos  a,  AC  = 2 sin  { a,  BC  = 2 cos  \ a. 
Or,  chacune  des  cordes  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre et  le  segment  adjacent  ; donc 

AC"  = AB  x AP  ou  4 sin*  J a = 2 (1  — cos  a), 

BC*  = ABXBP  ou  4cos’  |a  =2(4  -j-cosa). 
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ï)e  là  on  tire  les  formules  (n0  31),  qui  expriment  sin  | a et  cos  | a, 


sin|a=:  ^ * 


\ — COSÛ 


cos  v a 


«0 


+ cosa 


45.  Le  sinus  et  le  cosinus  d’un  arc  étant  donnés,  trouver  le  sinus 
et  le  cosinus  de  l’arc  triple. 

Considérons  la  tig.  8,  dans  laquelle  le  rayon  OB  = t et  l’are 
AB=BC=CD=a.  Le  triangle  isoscèle  BOD  est  semblable  à BDF: 
car  l’angle  OBD  est  commun,  et  l’angle  BDF,  qui  a pour  mesure 
1 BAE  ou  BCD,  est  égal  à BOD.  On  a donc 


BF  BD  , 
BD  OB  °U 


BF  = 4 sin5  a. 


Menez  PG  parallèle  à BF,  on  a PG  = BF  = 4 sin5  a,  et  les  triangles 
semblables  QGP,  OBP,  donnent 


QG  PG  , 

5F  = ÔB  dou 


QG  = 4sin3a| 

PQ  = 4 sin5  a cos  a. 


Mais  on  a 


PQ_PG  ... 

OP  OB 

sin  3fl  = DQ  = DF  + FG  — QG, 

= BD  -f-  BP  — QG  = 3 sin  o — QG , 
bos  3a  = OQ  = OP  — PQ  = cosa  — PQ  ; 
donc,  en  substituant  les  valeurs  qui  viennent  d’être  trouvées  pour 
QG  et  PQ , il  viendra 

sin  3a  = 3sina  — 4sinsa, 
cos3«=  cos  a — 4 sin5  a cos  a. 

La  première  de  ces  deux  expressions  n’est  autre  que  la  formule  [3] 
du  n°  30;  et  en  remplaçant  sin5 a par  1 — cos5 a,  la  seconde  de- 
vient la  formule  [4], 

46.  Étant  données  les  tangentes  de  deux  arcs,  trouver  la  tan- 
gente de  leur  somme  et  celle  de  leur  différence. 

Soient  (fig.  9)  OA  = \ , AB  = a , BC  = b : aux  extrémités  des 
rayons  OA  et  OB  je  mène  les  tangentes  AT  et  BS  que  je  termine 
comme  l’indique  la  figure,  et  j’abaisse  SH  perpendiculaire  sur  OA. 
Par  l’énoncé  on  donne  BR  = tang  a,  BS  = tang  b ; et  il  faut  cher- 
cher AT  = tang  (a  -j-  b). 

A cause  des  triangles  semblables  OAT,  OHS,  on  a 


AT 

OA 


SH 

OH 


SH 

d’où  tang  (a  + *)  = — . 
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On  déduit  SH  des  triangles  semblables  SUR  et  OBR,  lesquels 
donnent 

SH  OR  Cll tang  a -f-  tang  b 

SR-ÔR  d°U  SH- ÔR 1 

Pour  trouver  OH,  on  observera  que,  d’après  un  théorème  connu , 
l’on  a 

SR*  = ÔR*  + OS*  — 20R  X OH. 

Mais 

SR*  = (BR  + BS)*  = BR*  + BS*  -f  2BR  X BS; 

donc 

BR*  -f  BS*  + 2BR  X BS  = ÔR*  + OS*  — 20R  X OH. 

De  là  on  tire 

20Rx0H=  ÔR*  — BR*  + ÔS*  — BS*  — 2BR  X BS 
= 2 ÔB*  — 2BR  X BS  = 2 — 2 tang  a tang  b : 
par  conséquent 

1 — tang  a tang  b 


Remplaçons,  dans  tang  (a  + b),  SH  et  OH  par  leurs  valeurs,  on 
trouve  la  formule  connue  [34] 


tang  (a  -f  b) 


tang  a + tang  b 
1 — tang  a tang  b' 


On  obtient  avec  la  même  facilité  la  valeur  de  tang  (a  — b).  Il 
faut  alors  employer  la  fig.  10,  dans  laquelle  l’arc  AC  = a — b;  et 
l’on  voit  sur-le-champ  que  les  mêmes  calculs  ont  encore  lieu  dans 
ce  cas.  Seulement  il  arrive  que  RS  étant  égal  à tanga  — tang  b,  le 
second  terme  des  numérateurs  de  SH  et  de  OH  change  de  signe  : 
de  sorte  qu’on  a 

tang  (,,->)  = — tang 

6 ' 1 -f- tang  a tang 6 


47.  Démontrer  par  la  géométrie  les  formules 

sin  p -J-  sinÿ  = 2 sin  i (p  + q)  cos  ±(p  — g), 
sin p — sin  q = 2 cos  £ [p-\-  q)  sin  J-  [p  — q). 

Ayant  pris  (fig.  H)  AB  = p et  AC=  q,  tirez  la  corde  BG  et 
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Je  rayon  OD  qui  la  coupe  perpendiculairement  en  son  milieu  E; 
abaissez  sur  OA  les  perpendiculaires  BP,  CQ,  DH,  EF;  puis  me- 
nez EG  parallèle  à OA.  D’après  la  construction  même,  on  a 


BP  — sin  p,  CQ  = sin  q,  EF  = 


2 


KU  : 


AD  = {(/>  + ?),  DR  = sin  J [p  -f-  q),  OH  = cos  J (/)  + </), 
m = {{p  — q),  BE  = sin \{p  — q),  OE  = cos‘  [p  — q). 
Mais  les  triangles  semblables  ODR,  ÛEF,  BGE,  donnent 


d’où 


EF  _ OE  BG  _ BE 
DH  ~ OD  Cl  OH  ~ ÜD  ’ 

DR  X OE  , „ OR  X BE 
= — ÔD—  C‘  eG  = “ÔD— 


En  remplaçant  les  différentes  lignes  par  leurs  valeurs,  doublant 
ces  expressions,  et  faisant  le  rayon  OD  = 1 , on  obtient  les  for- 
mules dont  il  s’agit. 

Les  mêmes  triangles  donnent  aussi  les  valeurs  de  cos  p -f-  cos  q 
et  de  cos  q — cos  p. 

48.  Démontrer  géométriquement  que  la  somme  des  sinus  de  deux 
arcs  est  à la  différence  de  ces  sinus,  comme  la  tangente  de  la  demi- 
somme  des  deux  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi-différence. 

Faites  (fig.  11)  la  même  construction  que  précédemment;  de 
plus,  menez  au  point  D la  tangente  ST  que  vous  terminerez  en  S 
et  en  T sur  les  rayons  prolongés  OA  et  OB;  prolongez  aussi  BC 
jusqu’en  H.  Cela  posé,  à cause  des  parallèles,  on  a 
EF  _ EH_  DS 
- BG  “ EB  ~~  DT  * 


Mais  on  a 2EF = sin  p sin  q,  2BG  = sin/) — sin  q,  DS=langDA= 
tang  i (p  -f-  q),  DT  = tang  DB  = tang  i {p  — q)  ; par  conséquent 

sin/>  + sin^  _ tang  ‘ (p  + g)  m 
sin/)  — sin  q tang  1 [p  — q)  ’ 

c’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 
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CHAPITRE  II. 

TABLES  TRIGONOMÉTRIQUES  ET  RÉSOLUTION 
DES  TRIANGLES. 

Construction  des  tables  trigonocnétriques. 

49.  Pour  qu’il  y ait  une  véritable  utilité  à remplacer  les  angles 
et  les  arcs  par  les  sin,  cos,  etc, , il  faut,  quand  l’arc  est  donné,  qu’on 
puisse  connaître  les  nombres  qui  expriment  ces  quantités,  et  réci- 
proquement. Le  meilleur  moyen  d’atteindre  ce  but  est  de  former 
des  tables  dans  lesquelles  ces  nombres  se  trouvent  écrits  à côté 
des  arcs  auxquels  ils  correspondent.  C’est  pourquoi  je  vais  ensei- 
gner à calculer  les  sin,  cos,  etc.,  pour  tous  les  arcs  de  10"  en  10", 
dans  la  division  ancienne.  Cette  loi  est  celle  suivant  laquelle  les 
arcs  se  succèdent  dans  les  Tables  de  Caixet.  Je  ne  parle  ici  que 
de  l’ancienne  division;  si  l’on  adoptait  la  nouvelle,  la  marche  qui 
va  être  tracée  serait  encore  applicable. 

Cherchons  d’abord  sin  10".  A cet  effet,  rappelons  que  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre  est  r.  = 3,  14159  26535  89793.... 
Quand  le  rayon  est  pris  pour  unité,  la  demi-circonférence  est 
donc  égale  à n ; et  comme  il  y a 648000  secondes  dans  180°,  on 
aura,  en  parties  du  rayon, 

[1]  arc  10"  = = 0,00004  84813  68110.... 

b 1800 

Or,  un  très-petit  arc  étant  à fort  peu  près  égal  à son  sinus,  le  nom- 
bre ci-dessus  peut  être  regardé  comme  une  valeur  très-approchée 
de  sin  10".  Mais  ceci  demande  quelques  développements. 

50.  D’abord  je  vais  démontrer  que  dans  le  premier  quadrant  un 
arc  est  plus  grand  que  son  sinus  et  moindre  que  sa  tangente. 

Soient  (fig.  12)  AP  le  sinus  de  Tare  AB,  et  AT  la  tangente  : pliez 
la  figure  autour  de  OT,  et  supposez  que  le  point  A vienne  en  C. 
On  aura  arc  AC  > corde  AC,  et  par  suite  arc  AB>  AP;  donc 
l’arc  est  plus  grand  que  le  sinus.  On  a aussi  arc  AC  < AT  -f-  CT; 
donc  arc  AB  < AT;  donc  Tare  est  moindre  que  la  tangente. 

De  là  il  suit  que  si  -1^-  diffère  très-peu  de  1 , le  rapport  — -- 
sin  a r sm  a 

en  différera  moins  encore. 
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51 . En  second  lieu,  je  dis  que  si  l’on  fait  décroître  un  arc  jus- 
qu’à zéro,  le  rapport  de  cet  arc  à son  sinus  peut  devenir  aussi  peu 
différent  qu’on  voudra  de  l’unité  : c’est-à-dire  que  ce  rapport  a 
pour  limite  l’unité. 

La  formule  tang  a = — — (28)  donne  -a.np  n = — - — . Or,  eu 
cos  a sin  a cos  a 

diminuant  l’arc  a (qui  est  supposé  < 90°),  le  cosinus  augmente 
et  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de  l’unité;  donc  le  rapport 

— — , ou  son  égal <anp  ' , va  en  diminuant  et  a pour  limite  runité. 
cos  a sma 

L’arc  étant  plus  grand  que  le  sinus  et  moindre  que  la  tangente, 

, , a ........  tanga 

le  rapport-: — ne  peut  jamais  être  ni  < 1 m>  - . - ; donc, 
sin  a ' sm  a 

puisque  ce  dernier  rapport  peut  approcher  autant  qu’on  veut  de 
l’unité,  il  en  sera  de  même  du  premier.  C’est  ce  qu’il  fallait  dé- 
montrer, et  c’est  pourquoi  l’on  prend  la  valeur  de  l’arc  10"  pour 
celle  de  sin  10". 

52.  Il  faut  maintenant  déterminer  le  degré  de  l’approximation, 
alin  de  rejeter  les  décimales  inutiles.  On  a sin  a = 2 siu  { « cos  ‘ a. 

sin  * a 

Or,  l’inégalité  tang  -J-  a > [ a,  laquelle  revient  à * > ) a, 

CO  S ^ CL 

donne  2 sin  J a > a cos  J a : donc  on  a 

sin  a > a cos*  ^ a. 

Mais  on  a cos5  ‘ a = 1 — sin*  { a,  et  par  conséquent  cos*  {a  > 
1 — (*a)*;  donc 

. «’ 

sin  a > a -. 

4 


Appliquons  ce  résultat  à l’arc  10".  D’après  la  valeur  [1],  en  aug- 
mentant d’une  unité  la  5e  décimale,  on  aura  arc  10"  <0,00005; 
donc  { (arc  10”)*  < 0,00000  00000  00032.  Par  suite  il  viendra 

( 0,00004  84813  68110.... 

sin  10  > (_0)00000  00000  00032; 

et,  en  opérant  la  soustraction , sin  10"  > 0,00004  8481368078.... 

On  voit  que  ce  sinus  ne  commence  à différer  de  l’arc  10"  que 
par  la  13*  décimale;  et  même,  dans  l’arc,  cette  13*  décimale  n’a 
qu’une  unité  de  plus.  En  conséquence,  on  prendra 
sin  10"  = 0,00004  84813  681  ; 

et  on  sera  assuré  que  l’erreur  est  moindre  qu’une  unité  du  13e  ordre. 
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En  effet,  il  est  clair  que  la  valeur  précédente  devient  trop  petite  si 
on  ôte  une  unité  à son  dernier  chiffre;  et  qu’au  contraire,  si  on 
lui  en  ajoute  une,  elle  devient  trop  grande,  car  alors  elle  surpas- 
serait l’arc. 

En  mettant  la  valeur  de  sin  10"  sous  le  radical  yV — sin*  10", 
on  trouve  cos  10",  savoir  : 

cos  10"  = 0,99999  99988  248. 

Ensuite  on  pourra  obtenir  successivement  les  sinus  et  les  cosi- 
nus de  20",  30",  40',...  jusqu’à  45°,  au  moyen  des  formules  connues 
sin  (a  -f-  b)  = sin  acosô  -f-  cosasini, 
cos  (a  -f-  b) = cos  a cos  b — sin  a sin  b. 

53.  Les  calculs  se  font  plus  rapidement  par  le  procédé  suivant, 
que  j’emprunte  à Thomas  Simpson,  géomètre  anglais. 

Les  formules  du  n°  38  donnent 

sin  (a  -|-  b)  = 2 cos  S sin  a — sin  (a  — è), 
cos(a  -f  b)  = 2 cos  b cos  a — cos  (a  — é). 

On  peut  considérer  les  arcs  a — b,  a,  a -{-b,  comme  trois  termes 
consécutifs  d’une  progression  arithmétique  dont  la  raison  est  b; 
donc,  si  on  nomme  t,  t',  t",  ces  trois  termes,  on  a 

sin  f"  = 2cos6  sin  /' — sin  t, 
cos  t"  = 2 cos  b cos  t' — cos  t. 


La  première  formule  montre  que  deux  sinus  consécutifs  étant 
calculés,  on  trouvera  le  sinus  suivant  en  multipliant  le  dernier 
par  2 cos  b,  l’avant-dernier  par  — 1 , et  en  ajoutant  les  deux  pro- 
duits. Même  règle  pour  les  cosinus. 

En  conséquence,  pour  obtenir  les  sinus  et  les  cosinus  de  10  se- 
condes en  10  secondes,  on  fera  b = 10";  et  en  nommant  a et  p les 
valeurs  connues  de  sin  10"  et  cos  10",  on  aura 


sin  0=0, 
sin  10"=  a, 
sin  20"=  2fî  sin  10", 
sin  30"=  2?  sin  20"—  sin  1 0", 
sin  40"  = 2?  sin  30"—  sin  20", 
etc. 


cos  0=1, 
coslO"=  p, 

cos20"  = 2{3  cos  10" — 1 , 
cos  30"  = 2p  cos  20" — cos  10", 
cos  40”  = 2fî  cos  30" — cos  20", 
etc. 


Mais  comme  2 fi  diffère  peu  de  2 unités,  ces  calculs  peuvent 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE. 


37 


encore  être  abrégés.  Désignons  par  k la  différence  2 — 23,  on  aura 
k = 0,00000  00023  504  et  2j3  — 2 — k.  Par  suite  la  valeur  de 
sin  t"  devient 

sin  t"  = 2 sin  t'  — k sin  t'  — sin  t , 
d’où  sin  t"  — sin  t'  = (sin  f — sin  t)  — k sin  t'. 

Quand  la  différence  sin?” — sin  ?'  sera  calculée,  on  l’ajoutera  à 
sin  ?',  et  on  connaîtra  sin  t".  Or,  d’après  la  dernière  formule, 
cette  différence  est  égale  à sin?' — sin?,  différence  déjà  calculée 
avant  d’arriver  à l’arc  ?",  moins  le  produit  k sin  ?'  ; donc  la  seule 
opération  laborieuse,  qui  se  renouvelle  à chaque  sinus,  sera 
la  multiplication  du  dernier  sinus  par  le  nombre  constant 
k = 0,00000  00023  304.  Mais  cette  opération  peut  elle  - même 
être  abrégée  en  formant  d’avance  les  produits  de  23304  par  les 
chiffres  1,  2,  3, ...  jusqu’à  9 : par  là  on  aura  immédiatement  les 
produits  partiels  qui  composent  chaque  produit  tel  que  A1  sin?', 
et  il  ne  restera  qu’à  les  ajouter.  Des  calculs  presque  semblables 
feront  connaître  les  cosinus. 

Pendant  une  si  longue  suite  d’opérations  les  erreurs  pouvant  se 
multiplier  considérablement,  on  comprend  qu’il  est  impossible  de 
conserver  treize  décimales  exactes  jusqu’à  la  fin.  Pour  déterminer 
le  degré  de  précision  sur  lequel  on  doit  compter,  je  chercherai 
bientôt  (56),  par  des  procédés  qui  donnent  une  approximation 
certaine,  les  valeurs  de  plusieurs  sinus  et  cosinus;  et  alors  le 
nombre  des  décimales  qui  leur  seront  communes  avec  les  valeurs 
fournies  par  les  calculs  qui  viennent  d’être  expliqués,  indiquera 
assez  sûrement  les  décimales  que  l’on  peut  regarder  comme  exactes 
dans  les  résultats  intermédiaires. 

Si  l’on  venait  à reconnaître  que  l’approximation  est  insuffisante, 
on  choisirait  pour  point  de  départ  un  arc  moindre  que  10”,  celui 
de  1",  par  exemple,  et  on  recommencerait  tous  les  calculs. 

54.  Dans  la  pratique,  il  est  bien  moins  utile  d’avoir  les  nombres 
trigonométriques  que  leurs  logarithmes  : aussi  les  tables  donnent- 
elles  immédiatement  ces  derniers.  Mais  en  conservant  la  supposi- 
tion du  rayon  =■  1,  les  sin  et  les  cos  seraient  des  fractions,  et  par 
suite  leurs  logarithmes  seraient  négatifs.  Afin  de  les  rendre  positifs, 
on  fait  r=10'°,  ce  qui  revient  à partager  le  rayon  en  10  billions  de 
parties  égales  ; alors  le  logarithme  d’un  sinus  ou  d’un  cosinus  ne 
pourra  plus  être  négatif  que  pour  un  angle  si  peu  différent  de 
zéro  ou  de  90°,  que  la  différence  sera  tout  à fait  négligeable. 
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Il  est  d’ailleurs  facile  de  transporter  tous  les  résultats  de  la  pre- 
mière hypothèse  à la  seconde,  en  les  multipliant  par  10‘°,  ou  en 
ajoutant  10  à leurs  logarithmes.  En  effet,  dans  la  première  hypo- 
thèse, celle  de  r = 1,  on  trouve  le  rapport  des  sinus  et  des  cosi- 
nus au  rayon  ; et  il  est  clair  que  si  on  divise  le  rayon  en  m parties 
égales , il  faut  multiplier  m par  tous  ces  rapports , pour  connaître 
le  nombre  de  parties  contenues  dans  les  sinus  et  les  cosinus. 

53.  Les  logarithmes  des  tangentes  se  déterminent  par  la  formule 

tanga  = , laquelle  donne 

cos  a 

log  tang  a = log  sin  a -f  (10  — log  cos  a)  : 

c'est-à-dire  qu'il  faut  ajouter  au  logarithme  du  sinus  le  complé- 
ment arithmétique  de  celui  du  cosinus. 

On  obtient  ensuite  les  logarithmes  des  cotangentes  au  moyen  de 
la  relation  tang  a cota  = r',  d’où  l’on  lire 

log  cota  = 10  (10  — log  tanga). 

Quelques  tables  ne  contiennent  pas  les  cotangentes  : on  voit  qu’il 
est  facile  d’y  suppléer,  puisqu’il  suffit  d’ajouter  10  au  complément 
arithmétique  du  logarithme  de  la  tangente. 

Quant  aux  sécantes  et  aux  cosécantes , les  tables  n’en  font 
aucune  mention , attendu  que  leurs  logarithmes  se  calculent  sans 
peine  par  ceux  du  sinus  et  du  cosinus.  On  fait  d’ailleurs  très-peu 
usage  de  ces  deux  lignes. 

Les  tables  ne  vont  jamais  plus  loin  que  45".  Au  delà,  on  obtient 
les  sin  et  les  tang  par  les  cos  et  les  cot,  et  vice  verm  : par  exem- 
ple, a étant  > 45°,  on  aurait  sin  a = cos  (90°  — a).  La  disposition 
des  tables  épargne  même  le  calcul  de  ce  complément. 

Calculs  des  sinus  et  cosinus  de  9°  en  9°,  pour  la  vérification  des  tailles. 

50.  Pour  obtenir  les  vérifications  dont  il  a été  parlé  plus  haut 
à la  fin  du  n°  53,  je  vais  calculer  les  sinus  et  les  cosinus  des  arcs 
de  9"  en  9°. 

Soit  d’abord  sin  18°  = x;  SU  sera  la  corde  de  36°  ou  le  côté  du 
décagone  régulier  inscrit.  Or,  ce  côté  est  égal  au  plus  grand  seg- 
ment du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison;  donc,  le 
rayon  étant  1,  on  a 4æs  = 1 X (I  — ix).  De  là  on  lire 

*•  + $*={; 
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puis,  en  résolvant  cette  équation  et  négligeant  la  valeur  négative 
de  x,  qui  nous  est  inutile,  il  vient 

x — sin  18°  s=  cos  72°  = f (—  i + \3)« 

Avec  cette  valeur,  on  trouve  facilement 

y 1 _ x * = cos  18°  = sin 72°  = { V10  + -V3- 
Mettons  ces  valeurs  de  sin  18°  et  cos  18°  à la  place  de  sin  n et 
cos  a dans  les  formules  qui  expriment  sin  2e  et  cos  2a  (29); 

on  aura  

sin  36°  = cos  54°  = \ y/lO— 2y5. 
cos  36”  = sin  34°  = { (1  + V3)- 

Substituons  la  même  valeur  de  sin  48°,  dans  les  formules  qui 
donnent  les  valeurs  de  sin  J a et  cos  J n en  fonction  de  sin  a (32); 
il  viendra 

sin  9°  = cos  81°  = { v'3  + V3  — * V^3  — V3» 
cos  9°  = sin  81°  = -J-  \/3-f  V3  + W3  — V3> 

Enfin,  si  on  remplace,  dans  les  mêmes  formules,  sine  par  la 
valeur  sin  54°  = { (1  + V3)»  on  en  déduit 

sin  27°  = cos  63°  = i v'3  + V3  — i V3  — V3> 
cos  27"  = sin  63°  = { v'3  + V3  + ï v'3  — V3- 
D’un  autre  côté,  rappelons  qu’on  a (8)  sin  45°  = cos  43"  = V \ 2 ; 
et  nous  formerons  le  tableau  suivant  : 
sin  0°  = cos  90°  = 0, 

sin  9"  = cos  81°  = * + V3  — iV3  — V3> 

sin  18°  = cos  72"  = } ( — 1 + yb), 

sin  27"  = cos  63“  = £ ^5+  v'3—  1 ^3  — V3, 
sin  36"  = cos  54°  = *-  y/iO — 2y5, 
sin45°  = cos45"=  î-y'2, 
sin  54°  = cos  36°  = \ (1  + yb), 

sin  63°  = cos  27°  = } v;5  + V3  + t y'3  — V3> 
sin  72°  = cos  18°  = -[  vAo  -h  2y’b, 
sin  81°  = cos  9°  = ’■  y/3  + yb  + { v/3  ~ V3> 
sin  90°  = cos  0°  = \ . 

Ces  diverses  expressions  étant  fort  simples  et  ne  renfermant 
que  des  racines  carrées,  il  sera  facile  d’avoir  leurs  valeurs  avec 
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autant  de  décimales  exactes  qu’on  voudra.  Ces  valeurs  sont  celles 
qui  doivent  servir  à vérifier  les  calculs  expliqués  n°  53.  On  pourrait 
même  descendre  par  la  bissection  aux  arcs  de  4°  30'  et  de  2“  15’, 
puis  remonter  aux  multiples  successifs  de  2°  15',  ce  qui  fournirait 
de  nouvelles  vérifications.  Il  en  existe  encore  d’autres , mais  de 
plus  grands  détails  ne  seraient  pas  ici  à leur  place. 

Disposition  et  usage  des  Tables  de  Gallet. 

57.  Les  Tables  de  Callet  sont  les  meilleures  pour  l'ancienne 
division,  et  celles  de  Borda  pour  la  nouvelle.  Dans  l’ouvrage  de 
Callet,  trois  tables  principales  sont  à distinguer.  La  première 
contient  les  log  des  nombres  jusqu’à  108000;  j’ai  expliqué  dans 
mon  traité  d’algèbre  comment  elles  sont  disposées  et  comment  on 
doit  s’en  servir.  La  deuxième  renferme  les  logarithmes  des  sin, 
tang  et  cos,  pour  tous  les  arcs  de  minute  en  minute,  selon  la  nou- 
velle division;  et  la  troisième,  ceux  des  sin,  cos,  tang  et  cot, 
de  10"  en  10",  pour  l’ancienne  division.  Je  ne  parlerai  ici  que  des 
dernières,  attendu  que  les  instruments  et  les  calculs  astronomiques 
sont  toujours  assujettis  à la  division  sexagésimale. 

58.  On  y trouve  d’abord  les  log-sin  et  les  log-tang  de  seconde 
en  seconde  jusqu’à  5°,  et  par  conséquent  aussi  les  log-cos  et 
les  log-cot  des  angles  au-dessus  de  85°.  C’est  à cette  partie  de 
la  table  qu’on  a recours  quand  les  arcs  sont  dans  ces  limites.  A 
la  suite  viennent  les  logarithmes  des  sin,  cos,  tang  et  cot,  de  10" 
en  10".  Ils  sont  écrits  dans  les  colonnes  intitulées  sinus,  cosin,  etc. 
Quand  la  tang  ou  la  cot  est  plus  grande  que  le  rayon,  son  loga- 
rithme surpasse  10;  dans  la  table  on  a supprimé  la  dizaine,  mais 
il  ne  faut  pas  oublier  de  la  rétablir. 

Si  on  ne  regarde  que  les  degrés  qui  sont  à la  tête  de  chaque  page, 
on  croira  que  les  tables  ne  s’étendent  que  jusqu’à  45°;  mais  si  on 

observe  que  les  colonnes  marquées  par  en  haut  sinus,  cosin, 

sont  marquées  par  en  bas  cosin,  sinus,  ...  on  voit  qu’en  consultant 
les  degrés  et  les  titres  qui  sont  au  bas  des  pages,  ainsi  que  les  co- 
lonnes ascendantes  placées  à droite  pour  les  minutes  et  secondes, 
on  aura  les  logarithmes  des  sin,  cos,  etc.,  depuis  45°  jusqu’à  90°. 

D’après  ce  qui  précède,  on  trouve  sur-le-champ 

L.sin  6U  32'  30"  = 9,05662 1 8, 

L.cot81°40'20"  = 9,1601396. 
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59.  Quand  l’angle  donné  contient  des  secondes  et  des  fractions 
de  seconde,  il  faut  recourir  aux  différences,  et  faire  des  calculs 
absolument  semblables  à ceux  qui  ont  été  indiqués  en  parlant  des 
logarithmes  des  nombres.  Cela  revient  à considérer  les  différences 
des  log-sin,  log-cos,  etc.,  comme  proportionnelles  à celles  des 
arcs;  et  cette  proportion,  quoique  inexacte,  donne  cependant  une 
approximation  suffisante.  Remarquons  bien  que  les  mêmes  diffé- 
rences sont  communes  aux  log-tang  et  aux  log-cot.  Les  exemples 
suivants  tiendront  lieu  d’explication. 

1°  On  veut  trouver  L.  sin  6°  32'  37", 8. 


L.  sin  6°  32'  30"  (diff.  I83G 9,0566218 

pour  7"  1285  2 

pour  0 ,8  146  8» 

L.  sin  6°  32  37  '',8  9,0567 650 

2°  On  veut  trouver  L.  cos  83°  27' 22", 2. 

L.  cos  83°27'  30”  (diff.  1836 7, 0566218 

pour  — 7"  1285  2 

pour  — 0 ,8  146  88 

L.  COS  83°  27' 22", 2 9,0567650 

3°  On  veut  connaître  L.  tang  8"  13'  32", 76. 

L.  tang  8°  13' 50"  (diff.  i486  9,1603083 

pour  2"  297  2 

pour  0 ,7  104  02 

pour  0 ,06  8 916 

L.  tang  8»  13'  52",76  9, 1 603493 

•4°  On  veut  connaître  L.  cot81°  4G'7",24. 

L.  cot81°46'  10"  (diff.  1486 9,1603083 

pour  — 2"  297  2 

pour  — 0 ,7  104  02 

pour  — 0 ,06  8 916 

L.  cot  81°46'7",24  9,1603493 


60.  Maintenant  il  faut  résoudre  aussi  la  question  inverse* 
Supposons  donc  qu’on  connaisse  le  logarithme  d’un  sinus,  d’un 
cosinus,  etc.,  et  déterminons  l’angle.  Par  exemple,  soit  donné 
L.  sin  x = 9,0567650.  Dans  les  tables,  parmi  les  log-sin  moindres 
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que  celui-ci,  le  plus  approchant  est  9,0566218,  et  il  répond  à 
6°  32'  30".  La  différence  avec  le  logarithme  donné  est  1432,  et  la 
différence  tabulaire,  correspondant  à 10",  est  1836.  En  consé- 
quence, je  diviserai  1432  par  1836,  et  je  compterai  les  dixièmes 
du  quotient  comme  des  secondes.  De  cette  manière  on  trouve  7", 8. 
Donc  on  a l’arc  demandé  x = 6°  32'  37", 8.  Voici  les  calculs  de  cet 
exemple  et  de  plusieurs  analogues. 

1°  Quel  est  l’angle  dont  le  L.  sin  est  9,0567650? 


L.  sln  a = 9,0567650 

pour  9,0566218  (dlff.  1836 6#32'30" 

i*r  reste  1 4320  7 

2*  reste  14680  0,8 


* = 6°32’37",8 

2“  Quel  est  l’angle  dont  le  L.  cos  est  9,0567650? 


L.cosa  = 9,0567650 

pour  9,0568054  (diff.  1836 83“27'20" 

I"  reste  4040  2 

2'  reste  3680  0 ,2 


a — 83°27’22",? 

3“  Quel  est  l’angle  dont  le  L.  tang  est  9,1603493? 


L.  tang  x = 9,1603493 

pour  9,1603083  (diff.  1486 8°  13' 50" 

1"  reste  *4100  2 

2‘  reste  11280  0 ,7 

3*  reste  8780  0 ,06 


x = 8°  13' 52", 7 6 

4°  Quel  est  l’angle  dont  le  L.  cot  est  9,1603493? 


L.  cota  = 9,1603493 

pour  9,1604569  (diff.  1486 81»46'0'' 

1"  reste  10760  T 

2*  reste  3580  0 ,2 

3*  reste  6080  . 0 ,04 


x = 81®  10'  7", 24 

61 . Les  formules  qui  contiennent  des  sinus , cosinus,  etc.,  sup- 
posent presque  toujours  que  le  rayon  a été  pris  pour  unité.  Pour 
leur  appliquer  les  tables , on  peut  s’y  prendre  de  deux  manières 
différentes. 
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La  première  consiste  à rétablir  le  rayon  r dans  les  formules, 
comme  il  a été  dit  n°  19,  et  à employer  ensuite  les  logarithmes  tels 
qu’ils  sont  dans  les  tables,  en  ayant  soin  de  prendre  L.  r = 10. 

Dans  la  seconde,  on  ne  change  rien  à la  formule,  c’est-à-dire 
que  l'on  conserve  l’hypothèse  r = 1,  mais  on  ôte  10  à chaque  lo- 
garithme que  l’on  prend  dans  la  table  trigonométrique.  Il  est  bien 
d’opérer  cette  soustraction  sur  la  caractéristique  seule,  qui  par  là 
pourra  devenir  négative;  et  mieux  encore  d’employer  les  loga- 
rithmes tels  que  la  table  les  donne,  et  de  ne  tenir  compte  de  cette 
dizaine  qu’à  la  fin.  Cette  espèce  de  correction  sera  toujours  facile  : 
car,  dans  les  calculs,  on  n’a  jamais  qu’à  ajouter  et  retrancher  des 
logarithmes;  et  il  est  évident  que  chaque  logarithme  additif,  pris 
dans  la  table  trigonométrique,  mettra  une  dizaine  de  trop  dans  le 
résultat,  et  que  chaque  logarithme  soustractif  en  mettra  une  de 
moins. 

Afin  d’abréger,  on  doit  toujours  remplacer  la  soustraction  d’un 
logarithme  par  l’addition  de  son  complément  arithmétique.  Alors  la 
dizaine  qu’il  faudrait  retrancher  à ce  logarithme,  pour  le  réduire 
à l’hypothèse  r — I,  est  compensée  par  celle  qui  se  trouve  ajoutée 
en  prenant  le  complément.  Au  reste,  l’erreur  d’une  dizaine,  dans 
un  logarithme , serait  si  considérable  qu’elle  ne  saurait  rester  in- 
aperçue. Pour  dissiper  tout  nuage,  je  calculerai  deux  exemples. 

1°  Soit  x = 419xsin*  40°,  d’où  L.  x = L.  419  -(-  2 L.  sin  40. 
En  prenant  L.  sin  40*  dans  les  tables,  L.  x 'contiendra  2 dizaines 
de  trop,  qu’il  faudra  retrancher  dans  le  résultat. 

L.  419 2,6222140 

2L.  sin  40 10,6161350 


L.x  2,2383490  > 

Si  on  veut  avoir  x à près,  on  ajoute  2 à la  caractéristique, 
et  on  trouve  x — 173,12. 

314  X sin  30° 


2°  Soit 


sm  x = ■ 


411 X cos*  lo” 
d’où  L.sina  =L.  314  — L.  411  -j-  L.  sin  30°  — 2L.  cos  15°. 


En  opérant  par  compléments,  les  2 dizaines  qu’il  faut  ôter  à 
2 L.  cos  15°  sont  compensées  par  les  2 dizaines  sur  lesquelles  on 
prend  le  complément.  Le  L.  sin  30°  et  le  complément  de  L.  41 1 
introduisent  2 dizaines  de  trop  : mais , comme  il  faudra  chercher 
l’angle  x au  moyen  des  tables,  on  n’ôtera  au  résultat  qu’une  seule 
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dizaine,  ainsi  qu’on  le  voit  ci-dessous.  Je  désigne  les  compléments 
arithmétiques  des  logarithmes  par  L'. 

L.  314 2,  496929G  5 

L/.41 1 7,  3861581  8 

L sin  30° 9,  6989">00 

2L'.  cos  15° 0,  0301124 

L.  sin*  9,6121702 

Ce  logarithme  est  préparé  comme  il  convient  pour  être  cherché 
dans  les  tables  : on  trouve  x = 24°  iO'  7”. 


Relations  entre  les  côtés  et  les  angles  d’un  triangle  rectiligne. 

62.  Afin  d’abréger,  nous  désignerons,  dans  tout  ce  qui  va  sui- 
vre, les  angles  des  triangles  par  les  lettres  A,  B,  C,  placées  à leurs 
sommets;  et  les  côtés  opposés,  respectivement  par  a,  b,  c.  De  plus, 
si  le  triangle  est  rectangle,  A sera  l’angle  droit,  et  a l’hypoténuse. 
Cela  posé,  je  vais  démontrer  les  principes  sur  lesquels  s’appuie  la 
résolution  des  triangles  rectilignes. 

63.  Théorème  I.  Dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de  l’angle 
droit  est  égal  à l’hypoténuse  midtipliée  par  le  sinus  de  l’angle  op- 
posé  « ce  côté. 

Soit  ABC  (fig.  13)  un  triangle  rectangle  en  A : du  point  B, 
comme  centre  et  avec  un  rayon  quelconque,  décrivez  l’arc  DE,  et 
abaissez  la  perpendiculaire  EF.  Le  sinus  de  l’angle  B est  le  rapport 
de  EF  au  rayon  BE  (18)  : or,  les  triangles  semblables  BCA,  BEF, 

donnent  ^ donc  -=  sin  B;  donc 

Uu  JjLj  cl 

[!]•  4 = asinB. 

C’est  le  théorème  qu’il  fallait  démontrer. 

L’angle  B est  le  complément  de  C,  donc  sin  B = cos  C.  Ainsi,  on 
peut  dire  encore  que  dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de 
l’angle  droit  est  égal  à l’hypoténuse  multipliée  par  le  cosinus  de 
l’angle  adjacent  « ce  côté. 

64.  Théorème  IL  Dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de 
l’angle  droit  est  égal  à l’autre  côté  multiplié  par  la  tangente  de 
l’angle  opposé  au  premier  côté. 

Soit  encore  le  triangle  ABC  (fig.  13)  : après  avoir  décrit  l’arc  DE, 
élevez  DG  perpendiculaire  à AB.  Le  rapport  de  DG  à BD  est  la 
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tangente  de  l’angle  B (18)  : or  ^ donc  - = tang  B;  donc 

AB  Bl)  c 


[2]  b = c tang  B. 

Ce  résultat  peut  aussi  se  déduire  du  théorème  I.  En  effet , si  on 
applique  ce  thorème  à chacun  des  côtés  6 et  c,  et  si  on  observe 
que  sin  C = cos  B,  on  aura  b = a sin  B et  c — a cos  B;  donc 

b sin  B , , 

; = ïSB=tangB  °u  4=‘tasB- 


65.  Théorème  III.  Bans  tout  triangle  rectiligne  les  sinus  des 
angles  sont  entre  eux  comme  les  côtés  opposés. 

Soient  A et  B deux  angles  quelconques  du  triangle  ABC  (fig.  14), 
et  soit  CD  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  C sur  le  côté  AB. 
Si  elle  tombe  au  dedans  du  triangle  ABC , les  deux  triangles  rec- 
tangles ACD,  BCD,  donneront  CD  = b sin  A et  CD  = a sin  B ; donc 
b sin  A = a sin  B,  ou  bien 


(3] 


sin  A a 

sin  B b * 


Si  la  perpendiculaire  tombe  sur  le  prolongement  de  BA  (fig.  15), 
le  triangle  ACD  donne  CD  = 4 sin  CAD.  Mais  l’angle  CAD  étant 
supplément  de  CAB,  on  a (9)  sin  CAD  = sin  CAB  = sin  A ; et  par 
suite  on  a encore  la  proportion  ci-dessus. 

66.  Théorème  IV.  Bans  tout  triangle  rectiligne,  le  carré  d’un 
côté  est  égal  à la  somme  des  carrés  des  deux  autres , moins  le  double 
rectangle  de  ces  deux  côtés , multiplié  par  le  cosinus  de  l’angle  com- 
pris entre  ces  côtés.  C’est-à-dire  qu’on  a 

[4]  a1  = b*  + c*  — 2 bc  cos  A. 

Soit  ABC  (fig.  14)  le  triangle  dont  il  s’agit,  abaissez  CD  perpen- 
diculaire sur  AB.  Quand  l’angle  A est  aigu,  on  a,  d’après  un  théo- 
rème connu,  CB*  = AC*  + AB*  — 2AB  X AD,  ou 

a1  = 4*  -{-  c*  — 2c  X AD. 

Or,  le  triangle  rectangle  ACD  donne  AD  = b cos  A (63)  ; et  en  sub- 
stituant cette  valeur  de  AD,  on  trouve  l’équation  [4], 

Quand  l’angle  A est  obtus  (fig.  15),  on  a 

a*  = b1  + c1  + 2 c X AD, 
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et  le  triangle  ACD  donne  AD  = é cos  CAD.  Mais  CAD  étant  sup- 
plément de  CAB  ou  A,  on  a cos  CAD  = — cos  A (9);  donc 
AD  = — b cos  A , et  par  suite , en  mettant  cette  valeur  dans  celle 
de  «%  on  trouve  encore  l’équation  [4] . 

67.  Le  théorème  précédent  peut  suffire  à lui  seul  pour  résoudre 
un  triangle  rectiligne.  11  est  clair,  en  effet,  que  si  on  l’applique  suc- 
cessivement à chaque  côté , on  aura  les  trois  équations 

«*  = -J-  c2  — 2 bc  cos  A, 

b1  =.  ax  -f-  c*  — 2 ac  cos  B, 

> c!  =«*-(-  b1  — 2aôcosC, 

par  lesquelles  on  peut  déterminer  trois  des  six  parties  du  triangle, 
quand  les  trois  autres  sont  connues  (sauf  les  cas  où  le  triangle  est 
impossible,  et  celui  où  l’on  ne  donne  que  les  trois  angles). 

68.  Le  théorème  III,  exprimant  une  relation  entre  deux  côtés 
et  les  deux  angles  opposés , doit  être  une  conséquence  des  trois 
équations  ci-dessus.  Voici  comment  elle  s’en  déduit  : 

b*  4- c* a1 

La  première  équation  donne  cos  A = — ; donc 


sin*  A = 1 — cos!  A 


44  V — (6s  + c‘  — a*)4 
4è4c* 


2 as6!  + 2a4  c4  -(-  2 ô2c*  — a*  — b'  — c* 
— 

et  par  conséquent 


sin  A v ’Zorb*  -j-  2a4c!  -{-  26V  — a*  — — c‘ 

a 2 abc 


Les  deux  autres  équations  donnent  de  la  même  manière  les  rap- 
ports et  niais  on  les  obtient  plus  simplement  en 


b c 

changeant  dans  le  second  membre  de  l’égalité  précédente,  d’abord 
a en  b et  b en  a,  puis  « en  c et  c en  a.  Or,  remarquez  que  ce  se- 
cond membre  est  une  fonction  symétrique  de  a,  b,  c;  c’est-à-dire 
qu’il  demeure  le  même  en  y faisant  un  échange  quelconque  entre 
ces  lettres  ; donc  on  a,  conformément  au  théorème  III , 


sin  A _ sin  B sin  C 
abc 
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Résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 

09.  Premier  cas.  Étant  donnés  l’hypoténuse  a et  un  angle  aigu  B, 
trouver  l’angle  C et  les  deux  côtés  b et  c. 

On  a d’abord  C = 90°  — B.  Puis,  on  détermine  b et  c au  moyen 
du  théorème  I , lequel  donne 

4 = asinB,  c — acos  B. 

Il  est  bien  entendu  que  les  calculs  se  feront  par  logarithmes. 

70.  Second  cas.  Etant  donnés  le  côté  b de  l'angle  droit  et  l'angle 
aigu  B,  trouver  C,  a , c. 

On  a encore  G = 90° — B.  Le  théorème  I donne  a par  la  relation 

b = a sin  B,  d’où  a = -Â—  ; 

sin  B’ 

et  le  théorème  II  donne  c au  moyen  de  celle-ci , 
c — b tang  C ou  c = b cot  B. 

71.  Troisième  cas.  Etant  donnés  l'hypoténuse  a et  un  côté  b, 
trouver  l’autre  côté  c et  les  angles  B et  C. 

Par  la  propriété  du  triangle  rectangle , on  a c-  — a!  — 4%  d’où 

c = \J{a-{-b)  (a  — b) , expression  qui  est  très-facile  à calculer  par 
logarithmes. 

On  trouvera  B par  la  relation  b = a sin  B (63) , d’où  sin  B = -j 
et  enfin  on  aura  C = 90°  — B. 

Si  on  commence  par  chercher  les  angles,  on  peut  encore  déter- 
miner le  côté  c par  la  relation  c — a sin  G. 

72.  Quatrième  cas.  Étant  donnés  les  deux  côtés  b et  c de  l’angle 
droit,  trouver  l’hypoténuse  a et  les  angles  B et  C. 

On  calcule  d’abord  B par  la  relation  b = c tang  B (théor.  II) , et 
on  a ensuite  G = 90°  — B.  L’hypoténuse  a s’obtient  par  la  relation 
b — a sin  B (théor.  I). 

On  pourrait  trouver  a directement  par  la  formule  a = y b*  + c*. 
Mais  comme  le  binôme  b'  + c*  ne  se  décompose  pas  en  facteurs , 
elle  est  peu  commode  pour  le  calcul  logarithmique,  et  il  vaut 
mieux  déterminer  d’abord  l’angle  B,  et  s’en  servir  ensuite  pour 
avoir  a. 
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Résolution  des  triangles  rectilignes  quelconques. 


73.  Premier  cas.  Etant  donnés  un  côté  a et  deux  angles  d'un 
triangle , trouver  les  trois  autres  parties. 

En  retranchant  de  180°  la  somme  des  deux  angles  connus,  on  a 
le  troisième.  Puis  on  trouve  les  deux  côtés  b et  c par  le  théor.  III, 
au  moyen  des  proportions 

b sin  13  c sin  G 

a sin  A’  a sin  A' 


74.  Deixikme  cas.  Etant  donnés  deux  côtés  a et  b,  avec  l'angle  A 
opposé  à l’un  d’eux,  trouver  le  troisième  côté  c et  les  deux  autres 
angles  B et  C. 

Le  plus  simple  est  de  chercher  d’abord  l’angle  B,  opposé  au 

, . . sin  B b 

côté  b,  par  la  proportion  - — - = - . 
r r sin  A a 

Les  angles  A et  B étant  connus , on  a G = 180°  — (A  -|-  B)  ; et 

c sin  C 

alors  le  côte  c se  trouve  en  posant  - = - — - . 

a sm  A 

75.  Cette  solution  exige  quelques  développements.  La  première 
proportion  détermine  d’abord  sin  B,  savoir  : 


sin  B 


b sin  A 


et  les  tables  font  ensuite  trouver  pour  B un  angle  aigu.  Mais  le 
môme  sinus  répond  aussi  à l’angle  supplémentaire,  qui  est  obtus; 
donc,  en  nommant  M l’angle  des  tables,  on  aura  pour  B les  deux 
valeurs  B = M,  B =180°  — M,  ce  qui  semble  indiquer  deux 
triangles,  et  donne  lieu  aux  remarques  suivantes. 

1°  Quand  l’angle  connu  A est  obtus  ou  droit  (fig.  16) , les  deux 
autres  angles  doivent  être  aigus;  donc  on  prendra  seulement 
B = M.  Et  encore  faut-il,  pour  que  le  triangle  soit  possible,  qu’on 
ait  a > b.  Cette  condition  est  d’ailleurs  suffisante. 

2°  Quand  on  donne  A aigu  et  «>  b (fig.  17),  on  doit  avoir 
A > B,  et  il  faut  encore  rejeter  la  valeur  B =180°  — M.  Alors  le 
triangle  est  toujours  possible. 

3°  Mais  quand  on  donne  A aigu  et  a < b,  on  prendra  indiffé- 
remment B=M  ou  B=180° — M.  Et  en  effet,  soit  (fig.  18)  l’angle 
aigu  BAC=A  et  AC— b : le  cercle  décrit  du  centre  C avec  le  rayon 
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u pourra  dans  certains  cas  couper  AB  en  deux  points  B et  B';  et 
alors  on  aura  deux  triangles  ACB,  ACB',  qui  seront  construits  avec 
les  données,  et  dans  lesquels  les  angles  ABC,  AB'C,  sont  supplé- 
mentaires. La  condition  pour  qu’il  y ait  deux  solutions  est  que  le 
côté  a,  qui  est  supposé  < b,  soit  plus  grand  que  la  perpendicu- 
laire CD  abaissée  sur  AB.  Si  le  côté  a est  égal  à CD,  le  cercle  est 
tangent  à AB,  et  les  deux  solutions  se  réduisent  au  seul  triangle 
rectangle  ACD.  Enfin,  si  le  côté  a est  moindre  que  CD,  il  n’y  a 
plus  de  triangle  possible;  or,  je  vais  faire  voir  que  cette  impossi- 
bilité est  indiquée  par  la  valeur  même  de  sin  B. 

Le  triangle  rectangle  ACD  donne  CD  — b sin  A.  Mais  par  hypo- 
thèse a est  moindre  que  CD;  donc  on  a 

...  ,,  , b sin  A 

a < b sin  A d ou  > 1. 

a 

Ainsi  la  valeur  de  sin  B est  plus  grande  que  l’unité  : or,  il  n’y  a point 
de  sinus  plus  grand  que  l’unité;  donc  le  triangle  est  impossible. 

76.  Nous  avons  prescrit  de  chercher  le  côté  c après  l’angle  B. 
Cependant  on  peut  avoir  c immédiatement  au  moyen  des  données 
a,  b,  A.:  car,  par  le  théorème  IV,  on  a' 

a1  = b*  -f-  c5  — 2ôccosA, 
ou  c* — 2ôccosA.c  = a* — b1, 

équation  du  second  degré,  de  laquelle  on  tire 

c = b cos  A ± y/a’  — ô*  -f-  ô*  cos*  A 
= 6 cos  A ± ya* — b 1 sin*  A. 

Le  côté  d’un  triangle  devant  toujours  être  une  quantité  réelle  et 
positive,  il  y aurait  à examiner  quelles  relations  entre  a,  b,  A,  peu- 
vent amener  pour  c une  ou  deux  valeurs  de  celte  espèce;  mais  je 
ne  m’arrêterai  pas  à cette  discussion. 

Les  valeurs  précédentes  de  c étant  peu  commodes  pour  le  calcul 
logarithmique  ne  sont  d’aucun  usage  en  trigonométrie.  Néan- 
moins, comme  on  en  rencontre  souvent  de  semblables,  je  vais 
montrer  l’espèce  de  transformation  que  les  astronomes  leur  fe- 
raient subir  pour  en  faciliter  l’emploi. 

Mettons  d’abord  ces  valeurs  sous  la  forme 


c — b cos  A 


±a\JX 


b*  sin*  A 


k 
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Comme  nous  les  supposons  réelles,  la  quantité  ^ S‘“  - est  moindre 

que  1 , et  on  peut  la  regarder  comme  le  sinus  d’un  angle  ? qu’on 
déterminera  en  posant 


isin  A 

sin  9 — 

a 


..  / «sin?  i /,  b sin* A 

Alors  on  a b = .■  V / 1 — — — ; — - = cos?,  et  par  suite 

smA  V «* 

_ a (sin  ? cos  A ± sin  A cos  ?) a sin  (<p±  A) 


sin  A sin  A ’ 


valeurs  faciles  à calculer  par  logarithmes. 

Cette  solution,  au  reste,  rentre  exactement  dans  la  première; 
car  l’angle  auxiliaire  ? n’est  autre  que  l’angle  B. 

77.  Troisième  cas.  Etant  donnés  dans  an  triangle  les  deux  côtés 
a et  b avec  l’angle  compris  C,  trouvère , A,  B. 

cl  sin  A 

Par  le  théorème  III , on  a - — - . Cette  proportion  renferme 

b sm  B * r 

deux  inconnues  A et  B ; mais  on  en  tire  d’abord 

a -{-  b sin  A-}- sin  B 
a — b sin  A — sin  B ’ 


et,  d’un  autre  côté,  on  sait  (40)  que  le  2'  rapport  ci-dessus  est  égal 
au  rapport  de  tang  \ (A  + B)  à tang  ‘ (A  — B)  : donc  on  a 
m a + b _ tang  \ (A  + B) 

^ a — b tang  ^ (A  — B)  ’ 

Cette  proportion  mérite  d’être  remarquée  : elle  prouve  que  dans 
un  triangle  la  somme  de  deux  côtés  est  à leur  différence  comme  la 
tangente  de  la  demi-somme  des  angles  opposés  à ces  côtés  est  à la  tan- 
gente de  leur  demi-différence. 

On  a A + B = 180°  — C,  donc  i (A  -f-  B)  = 90°  — JC;  donc  les 
trois  premiers  termes  de  la  proportion  ci-dessus  sont  connus,  et 
on  pourra  en  déduire  la  valeur  de  £ (A  — B).  Quand  on  connaît  la 
demi-somme  et  la  demi-différence  des  angles  A et  B,  chacun  d’eux 
est  connu  : car  on  a évidemment 

A = Ml5  + ^ et  B = 

2 ~ 2 2 2 
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A et  B étant  trouvés,  on  peut  obtenir  le  côté  c par  lu  proportion 

[2]  £ — sinC 

a sinA' 

78.  Cette  proportion  demande  qu’on  cherche  trois  nouveaux 
logarithmes,  savoir  : ceux  de  a,  sin  A,  sinC.  Dans  le  procédé  sui- 
vant il  y en  a un  de  moins  à calculer. 

n . , sin  A sin  B sinC 

Puisqu  on  a = — - — = on  doit  avoir  aussi 

a b • c 


sin  A -f  sin  B a+b  „ . (a  4- 4)  sinC 

SJ'1  G c smA  + sinB 

Par  des  formules  connues  (n”*  29  (et  39),  on  a sin  A -(-sin  B = 
2 sin  \ (A-(-B)cos  \ (A — B),  sin  C= 2 sin  J Ccos  \ C;  et,  d’un  autre 
côté , sin  J (A  -J-  B)  = sin  (90°  — | C)  = cos  à C.  Substituons  ces  va- 
leurs dans  c,  et  il  vient,  réductions  laites, 

(31  c = + à)  sin  « C 

J cos  1 (A  — B)  * 

Cette  formule  contenant  a + b dont  le  logarithme  est  déjà  connu , 
il  y a réellement  un  logarithme  de  moins  à chercher  que  dans  la 
proportion  [2]. 

79.  La  détermination  de  c n’est  venue  qu’après  celle  de  A et  de  B. 
Pour  avoir  c directement,  on  se  sert  du  théor.  IV,  lequel  donne 

c — sja?  -(-  ôs  — 2 ab  cos  C. 

Mais  comme  les  logarithmes  ne  peuvent  s’appliquer  à cette  for- 
mule, il  faut  recourir  à un  angle  auxiliaire.  Parmi  les  différentes 
transformations  que  cette  formule  peut  subir,  je  choisis  la  plus 
remarquable. 

On  a cosJ  J C + sin’ J C = t et  cos‘  J C — sin*  £ C = cosC  (31); 
par  conséquent 

c = v^(a4  + ^(cos1  ’ C -f  sin*  { C)  — 2 ab  (cos*  -J-  C — sin*  \ C) 

= 'J (a  + 4)*  sin*  \ C + (a  — ô)*c08*{  C 

— (a  + b)  sin  * C \ A + ~ cot*  > C . 

' ^ ‘ ’ V (a + 4)* 

Puisque  une  tangente  peut  avoir  tous  les  états  de  grandeur,  on  fera 

(a  — b)  cot  -i-  C 
tang  <p  = - — -i  8 . 

a b 


= (a  -(-  b)  sin 


X — I 

i c 


tang  <p  = 
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Alors  le  dernier  radical  devient 


V I + tang*  <p  = 


sin*  <p  _ i 
cos’ç  COS?  ’ 


et  par  conséquent  on  a 

(a  + b)  sin  J-  C 

COS'f 


Ainsi , on  trouvera  successivement  l’angle  auxiliaire  ^ et  le  côté  c 
au  moyen  de  deux  formules  faciles  à calculer  par  les  tables. 

Getle  solution  ne  diffère  de  la  précédente  qu’en  apparence  : 
car  tang  i (A  -|-  B)  étant  égale  à cot  JC,  la  valeur  de  tang  ? est 
identique  à celle  de  tang  J (A  — B)  déduite  de  l’équation  [4],  et 
par  suite  la  dernière  valeur  de  c se  trouve  aussi  identique  à la  for- 
mule [3]. 

80.  Dans  les  applications , il  arrive  souvent  que  les  côtés  sont 
connus  par  leurs  logarithmes.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi  de  a 
et  b,  que  d’ailleurs  C soit  donné,  et  que  A et  B soient  les  seules 
quantités  dont  on  ait  besoin.  Alors,  pour  déterminer  |(A — B)  au 
moyen  de  la  proportion  [1],  il  faudrait  préalablement  chercher  a 
et  b dans  les  tables  : mais  on  peut  éviter  cette  recherche  par  l’em- 
ploi d’un  angle  auxiliaire. 

En  effet,  soit  ^ un  angle  trouvé  en  posant  tang  <}/=-.  Par  la 
formule  [2]  du  n°  34,  on  a 


tang  (45°—*)  = 


tang  45°  — tang 
\ tang  45°  tang 


1 — tang  + 

1 + tang<V’ 


donc,  en  remplaçant  tang  ^ par  sa  valeur,  on  aura 
tang  (43°  — = 

D’autre  part,  la  proportion  [1],  déjà  citée,  donne 

tang  ’ (A  — B)  = tang  J (A  + B)  ; 

donc 

tang  J (A  — B)  = tang  (43"  — tang  j (AfB), 

et  puisque  est  connu  on  trouvera  facilement  J (A  — B).  Par  ce 
procédé  on  a deux  logarithmes  de  moins  à calculer  que  si  l’on  eut 
déterminé  les  côtés  a et  b. 
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81.  Quatrième  cas.  Etant  donnés  les  trois  côtés  a,  b,  c,  trouver 
les  angles  A,  B,  C. 

Par  le  théorème  IV,  on  a a1  = b1  c’  — 2 bc  cos  A ; donc 


cos  A 


Ibc 


On  détermine  semblablement  B et  C.  Mais  il  faut  chercher  une 
autre  formule  plus  commode  pour  les  logarithmes. 

Le  n°  31  donne  la  formule  2 sin2  J-  A = 1 — cos  A,  et,  en  y sub- 
stituant la  valeur  de  cos  A , il  vient  successivement 

a*  a1  — 4*  — c1  -f-  %c 


2 sin*  l A = 1 


donc 


2 bc  2 bc 

a2  — (A  — cf [a  -f-  b — c)  [a  — b -f-  c). 

„ _ _ ; 


sin  i A 


2 bc 


* /(a  + b — c)  (a  — b + c) 


-V 


ibc 


Pour  simplifier  cette  formule,  on  fait  le  périmètre  a -f-  b-\-  e=2s. 
Par  suite , on  a a -f  b — c = 2s  — 2c  = 2 (s  — c),  et  a — b -f-  c — 
2s — 2 b =2(s  — b);  donc 

si„!A  = V/li±£l. 


De  là  on  tire  cette  règle  : Du  demi-péi'im'etre  retranchez  alternati- 
vement chacun  des  côtés  qui  comprennent  l’angle  cherché  ; divisez  le 
produit  des  deux  restes  par  celui  des  deux  côtés  ; puis  extrayez  la 
racine  carrée  du  quotient  : vous  aurez  ainsi  le  sinus  de  la  moitié  de 
l’angle  cherché. 

Quoique  l’angle  ‘ A soit  déterminé  par  son  sinus,  il  n’en  résulte 
aucune  ambiguïté,  parce  que  A étant  un  angle  d’un  triangle  on  doit 
avoir  A < 180°  et  1 A < 90". 

82.  On  peut  se  procurer  avec  une  égale  facilité  des  formules 
qui  déterminent  cos} A et  tang  * A.  En  remarquant  (31)  que 
2 cos*  -J  A = 1 cos  A,  des  transformations  toutes  semblables  aux 
précédentes  conduisent  à 

A 

Puis,  en  divisant  sin  } A par  cos}  A,  on  a cette  autre  formule 


tang 


=v: 


(s  — b)(s  — c) 
s(s  — a) 
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Chacune  des  trois  formules  exigeant  qu’on  cherche  quatre  loga- 
rithmes , aucune  d’elles  ne  mérite  d'être  préférée  aux  deux  autres 
quand  on  ne  veut  déterminer  qu’un  seul  angle  du  triangle.  Mais 
quand  on  doit  en  calculer  deux,  il  vaut  mieux  faire  usage  de  la 
dernière  : car  il  suffira  de  chercher  les  logarithmes  des  quatre 
quantités  s,  s — a,  s — 4,  s — c,  tandis  qu’il  en  faudrait  chercher 
deux  de  plus  en  se  servant  des  deux  premières  formules. 

83.  On  sait  qu’il  n’est  pas  toujours  possible  de  former  un  triangle 
avec  trois  côtés  pris  à volonté  : or,  je  vais  montrer  que  cette  im- 
possibilité est  indiquée  par  le  calcul  même.  Supposons  qu’on  fasse 
usage  de  la  formule 

sinu  = v/£^î). 

Quand  le  triangle  est  possible,  elle  doit  donner  pour  sin  { A une 
valeur  réelle  moindre  que  1 : mais,  s’il  est  impossible,  je  dis  qu’on 
aura  une  valeur  ou  imaginaire  ou  plus  grande  que  1 . Pour  que  l’im- 
possibilité ait  lieu,  il  faut  qu’un  côté  soit  plus  grand  que  la  somme 
des  deux  autres  : voyons  quels  résultats  donne  alors  la  formule. 

1 ° Soit  b > a 4-  c : on  aura  24  > a +4  c:  donc  24  > 2s  ; donc 
x — 4<0.  Mais  d’ailleurs  on  a évidemment  « + 4>c;  donc 
n-\-b-\-c  ou  2s > 2c;  donc  s — c > 0.  Ainsi  la  valeur  de  sin  J-  A 
est  imaginaire. 

2*  Soit  c > a + 4 ; on  conclura  s — c < 0 et  s — 4 > 0,  c’est-à- 
dire  que  sin  ’ A est  imaginaire. 

3°  Soit  a > 4 -|-  c : on  aura  a -j-  4 -j-  c ou  2s  > 24  -)-  2c  : donc 
s > 4 -j-  c,  donc  s — 4 > c,  s — c > 4,  et  (s — 4)  (s — c)  > 4c;  par 
conséquent  la  valeur  de  sin  1 A serait  plus  grande  que  1 , ce  qui  ne 
peut  convenir  à aucun  angle. 

Application  à des  exemples. 

M.  Les  grandes  opérations  trigonométriqucs  exigent  l’emploi 
de  divers  instruments  qu’il  n’entre  pas  dans  mon  sujet  de  décrire. 
Les  indications  suivantes  suffiront  pour  comprendre  les  exemples 
que  je  proposerai. 

Pour  tracer  une  ligne  droite  sur  le  terrain,  on  emploie  des  pi- 
quets ou  jalons  que  l’on  plante  de  distance  en  distance,  de  manière 
que,  l’œil  étant  placé  au-dessus  du  premier,  tous  les  autres  parais- 
sent confondus  en  un  seul. 
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On  trace  un  angle  sur  le  papier  au  moyen  du  rapporteur;  c’est 
un  demi-cercle  divisé  en  degrés. 

Il  existe  un  grand  nombre  d’instruments  employés  pour  mesurer 
les  angles,  soit  sur  le  terrain , soit  dans  l’espace  : le  graphomèlre, 
la  boussole,  le  cercle  répétiteur,  etc.  En  général,  ils  sont  formés 
d’un  cercle,  ou  secteur  de  cercle,  sur  lequel  on  marque  un  rayon 
fixe  qui  sert  d’origine  aux  subdivisions,  tandis  qu’un  second 
rayon,  mobile  autour  de  son  centre,  peut  prendre  la  direction 
qu’on  veut.  Le  plan  du  cercle  peut  lui-même  tourner  autour  de 
son  centre.  Quand  on  a besoin  de  connaître  l’angle  compris  par 
les  droites  qui  vont  d'un  point  donné  à deux  autres,  il  n’y  a qu’à 
placer  le  centre  de  l’instrument  au  premier  point  et  à diriger  les 
deux  rayons  vers  les  deux  autres  points  : alors  on  lira  sur  la  cir- 
conférence le  nombre  de  degrés  interceptés  entre  les  rayons,  et 
ce  sera  l’angle  cherché. 

Je  vais  maintenant  passer  aux  exemples.  Tous  les  calculs  sont 
effectués  par  le  procédé  que  j’ai  développé  n°  61. 

85.  Exemple  I (fig.  19).  bans  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A, 
on  donne  a = 1780”, 395,  B = 59°  37’ 42";  et  l'on  pi'opose  de  trou- 
ver G,  b,  c (69). 

En  retranchant  B de  90°,  on  a l’angle  G = 90°  — 59°  37’  42”  = 
30°  22’  18".  Il  reste  à trouver  b et  c. 


Calcul  du  côté  b. 

Calcul  du  côté  c. 

b=a  sin  B. 

e = a cos  B. 

L.sin  59°37'42".  . . . • 

9,9358919 

L.cos59»37’42" 9,7038132 

L.  1785,395  

3,2517343 

L.  1785,395  3,2517343 

L.b 

b = !540",374. 

3,1870202 

L.  c 2,9555475 

0=902", 708. 

86.  Exemple  U (fig.  20).  Dans  un  triangle  ABC,  on  donne 
a = 2597“, 843,  b = 3084”, 327,  A = 56°  12’  47";  et  l’on  veut 
trouvet'  B,  C,  c (74). 


Calcul  de  l’angle  U. 

sin  B b 

sin  A a ' 

L,  sin  56°  12’ 47" 9,0196592 

L. 3084,327  3,4891004 

L'.  2597 ,845  0,5853808 

L.  sin  B 9,9942004 


Il  y a deux  solutions: 

Dans  la  première  B = 80°  39'  43" 

Dans  la  seconde  B=99»20'17’ 
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Première  solution  : B = 80°39'43’'. 

Deuxième  solution  : B = 99«20'  11". 

Calcul  de  l’angle  C. 

Calcul  de  l’angle  C. 

C = 180»—  A — B. 
180» 

A = 5C°l2'41" 

B = 80»  39' 4 3" 

C = 180»  — A — B. 
180» 

A = 56»  I2'47" 

B = 99»  20'  11" 

C = 43»  1'30'' 

C = 24»  26' 56"  . 

Calcul  du  côté  c 

Calcul  du  côté  c. 

e sin  C 
o “ sin  A " 

L.  2591 ,845  3,414G132 

L.sin  43»7'30" 9,8341912 

L'. sin  56°  12'41" 0,0803408 

c sin  C 

a sin  A 

L. 2597,845  3,4146132 

L.  sin  24»  26’ 56"  . . . . 9,6168159 
L'.  sin  56»  12' 41" 0,0803108 

L.e  3,3291512 

c = 2136“, 737. 

L.  c 3,1118299 

e = 1293”, 689. 

87.  Exemple  III  (fig.  20).  On  propose  de  retrouver  sur  le  terrain 
un  point  G , dont  on  a mesuré  les  distances  a et  b à deux  points 
connus  A et  B. 

Si  le  triangle  ABC  n'a  qu’une  très-petite  étendue,  on  pourra 
décrire  deux  arcs  de  cercle,  des  points  A et  B comme  centres, 
avec  les  distances  données  pour  rayons.  Mais  celte  opération  est 
impraticable  quand  les  distances  sont  considérables.  Alors  on 
commencera  par  mesurer  la  distance  AB;  et  par  suite  on  con- 
naîtra les  trois  côtés  du  triangle  ABC,  de  sorte  qu’il  sera  facile  de 
calculer  l’angle  A (81).  La  direction  du  côté  AC  est  ainsi  déter- 
minée, il  ne  reste  plus  qu’à  s’avancer,  dans  cette  direction,  jusqu’à 
la  distance  donnée  AC  = b. 

Soient  les  données  a=9459“,31,  6 = 8032“, 29,  c =8242", 58.  On  aura 
2s  = 25134,18,  s=  13801,09,  s — 6 = 4834,80,  s — c=  4624,51. 


L.(s-b) 

L.  (s  e) 

L’.ft  

L'.c  

....  3,6843785 

....  3,6650657 

....  6,0951606 

....  6,0839368 

2L.  sin  ; A 

....  19,5285416 

L.sin  JA 

....  9,1612708 

J A = 35»31’47" 

A = 71®  3' 34". 
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88.  Exemple  IV  ( fig.  21  ).  Trouver  la  hauteur  AB  d’un  édifice 
dont  le  pied  est  accessible. 

Sur  le  terrain,  supposé  de  niveau,  on  mesure  une  base  BC,  à 
partir  du  pied  de  l’édifice.  Ensuite  on  place  en  C le  pied  de  l’in- 
strument avec  lequel  on  mesure  l’angle  EDA,  formé  par  DA  avec 
l’horizontale  DE  parallèle  à CB.  Alors,  dans  le  triangle  rectan- 
gle AED,  on  connaît  le  côté  DE  et  l’angle  D ; donc  on  peut  cal- 
culer AE  (70).  En  ajoutant  CD  à AE,  on  aura  la  hauteur  de- 
mandée AB. 

Soit  CD  = 1”,  10,  DE  = 0I“,28,  D = 4l°3t'25".  On  aura 

AE=CI,28Xtang'U°3l'25". 


L.  tang41031'25" 9,9471090 

L.  fi  1,28 1,7873188 

L.  AE  1,7344878 


AE=54m,2GI,  AB  = 55",3G1. 

Quand  le  pied  de  l’édifice  est  inaccessible,  ou  quand  AB  est 
l’élévation  d’une  colline  au-dessus  du  sol  environnant  (fig.  22),  le 
pied  de  cette  perpendiculaire  est  inconnu  : alors  on  ne  peut  plus 
mesurer  la  distance  BC.  Maie  on  peut  encore  mesurer  l’angle  ADE  ; 
car,  sans  voir  la  ligne  AB,  il  est  possible  d’amener  le  plan  du 
cercle,  avec  lequel  on  mesure  les  angles,  à passer  par  la  verti- 
cale AB.  En  outre,  on  déterminera  la  distance  AD  comme  il  sera 
expliqué  dans  l’exemple  suivant;  donc  on  connaîtra  l’hypoté- 
nuse AD  et  l’angle  D,  et  par  suite  on  pourra  trouver  AE  (69). 

89.  Exemple  V (fig.  23).  Trouver  la  distance  d’un  point  À,  ou 
Ton  est  placé,  « un  point  éloigné  P,  qui  est  inaccessible,  mais  qu’on 
peut  apercevoir. 

On  mesure  d’abord  une  base  AB,  ainsi  que  les  angles  PAB,  PBA; 
et  alors  on  peut  déterminer  AP  (73). 

Prenons  pour  données  : AB  = 247",49,  A=G2°4I,  B = 59°42'.  On  en 

déduit  l’angle  P = 57°37';  et  alors  on  calcule  AP  comme  il  suit  : 

AP sinB 

AB  sinP  ’ 

L.  AB 2,3935577 

L.sinB 9,9362098 

L’ sin  P 0,0734087 

L.  AP 2,4031762 

Distance  cherchée  AP  — 253”, 032. 
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90.  Exemple  VI  (fig.  2-i).  Trouver  la  distance  PQ  de  deux  points 
inaccessibles , mais  visibles. 

On  mesure  une  base  AB,  et  les  angles  BAP,  BAQ,  ABP,  ABQ; 
puis  on  détermine  comme  ci-dessus  le  côté  AP  du  triangle  ABP, 
et  le  côté  AQ  du  triangle  ABQ.  D’ailleurs  l’angle  PAQ  est  connu; 
car,  si  les  quatre  points  A,  B,  P,  Q,  sont  dans  un  même  plan,  on 
a PAQ  = BAP  — BAQ;  et,  dans  tous  les  cas,  on  peut  trouver  cet 
angle  en  le  mesurant  directement.  Ainsi,  on  connaîtra,  dans  le 
triangle  PAQ,  deux  côtés  et  l’angle  compris  ; il  sera  donc  facile 
d’avoir  le  côté  PQ  (77). 


Soient  les  données  : AB  = 345“, 29,  BAP=69°26,  BAQ  = 44°3l  , 

PAQ=25°41',  ABP  = 48°  15',  ABQ=  102"  14'. 

De  là  on  conclut  immédiatement  APB=62°19’,  AQB  = 33°15';  puis  on 
elTectue  le  calcul  comme  dans  le  tableau  suivant  : 


1“  Calcul  de  AP. 

AP sin  ABP 

ÂB  — gin  APB 

L.  AB 2,5381840 

L.  sin  ABP 9,8727122 

L'.  sin  APB 0,0527973 

L.  AP  2,4637535 

AP  = 290», 907. 

2"  Calcul  de  AQ. 

AQ sin  ABQ 

AB  ~ sin  AQB' 

I..AB 2,5381840 

L.  sin  ABQ 9,9900247 

L'.  Bin  AQB 0,260987 1 

L.  AQ  2,7891958 

AQ  = G15“,454. 


3°  Calcul  des  angles  P et  Q. 

Soit  AQ  = p,  AP  = q , APQ  = P, 
AQP=Q. 

On  trouvera  p + q = 90C.36l,  p — q 
= 324,547,  J(P  + Q)=17»9'30”; 
puis,  on  posera 

P + g __  tang  HP  ~t~  Q) 
p — q“tangi(P—  Q)' 

L.  tang  i ( P + Q).  . . . 10,6421427 


L.  (p  — q) 2,5112776 

I/.  (p  + q) 7,0426988 

L.  tang  ‘(P  — Q)  10,1961191 


i (P  — Q)=  57'31'6";  par  suite 
P=I34°40'36"  et  Q=19»38'2i'' 
4“  Calcul  de  PQ. 

PQ  _ sin  PAQ 
q ~ sinQ 

L.  q 2,4637535 

L.  sin  PAQ 9,6368859 

L'.  sin  Q 0,4735196 

I..PQ  2,5741590 

PQ  = 375“,llO. 


91.  Autre  solution.  (Jn  n’a  obtenu  les  distances  AP  et  AQ  qu’en 
passant  par  leurs  logarithmes;  c’est  donc  ici  le  cas  d’employer 
l’angle  auxiliaire  ^ dont  il  est  parlé  n°  80.  Alors,  après  avoir 
trouvé  L.  AP  et  L.  AQ,  on  cherche  les  angles  P et  Q comme  il  suit  : 
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Calcul  de  6. 

Calcul  de  P et  Q. 

4P 

tanB  + = ÏQ 

!..  AP 

L*.  AQ 

2,4631535 

7,2108042 

tang  5 (P - Q)  = j *“■*<* + Q> 
w j X tang  (4  5®  — <j/) 

L.  tang  J (P  + Q).  . . . 10,6421427 
L.  tang  (45»-  ip) . . . 9,5539790 

L.  tang<J. 

ip=25°  I7'55" 

15»  — 6=  19»  42'  5''. 

9,6715571 

L.  tang  -)  (P  — Q)  10,1901217 

* (P  — Q)  = 57«3I'6". 

Le  reste  s’achève  comme  plus  haut. 

92.  Exemple  VII  (fig.  25).  Trois  points  remarquables  A,  B,  C, 
sont  situés  sur  un  terrain  uni;  et  l’on  veut  y retrouver  le  point  M, 
d’où  les  distances  AB  et  AC  ont  été  vues  sous  des  angles  connus. 

D’après  l’énoncé  les  angles  AMB  et  AMC  sont  connus.  Décrivez 
donc  sur  AB  un  segment  capable  de  l’angle  AMB,  et  sur  AC  un 
segmeut  capable  de  AMC  : les  arcs  se  couperont  en  A et  en  M;  et 
le  point  M sera  le  point  demandé.  Mais  cette  construction  étant 
impraticable  sur  le  terrain , on  va  déterminer  par  le  calcul  l’angle 
BAM  et  la  distance  AM.  La  méthode  suivante,  dans  laquelle  on 
cherche  d’abord  les  angles  ABM  et  ACM,  m’a  paru  la  plus  simple. 

Je  ferai  les  données  AB  = a,  AC  —b,  BAC  = A,  AMB  = a, 
AMC  = p ; et  les  inconnues  ABM  = x,  ACM  = y. 

Dans  le  quadrilatère  ABMC  on  a 

x + y = 360°  — (A  -(-  a + P) : 

ainsi  la  somme  des  angles  x et  y est  connue.  Cherchons  leur  dif- 
férence. Les  triangles  ABM  et  ACM  donnent 

AM  sinx  AM 


sin  a 


sin  y 
sin?' 


En  égalant  les  valeurs  de  AM,  tirées  de  ces  deux  proportions,  on  a 
asinx b sin  y 6 sin  a sinx 


sin  a 
a sin  ? _ 


sin?  ’ 


ou 


a sin  ? sin  y 


Posons  a'  — ■'  7 : la  quantité  a'  sera  facile  à calculer  par  loga- 

sina 

rithmes.  Par  suite  on  aura 


b sinx  ,,  , b-\-  a'  sin  x 4-  sin  y 

- = , d OU  t ;=- ! : “ j 

a sin  y b — a sinx — sm  y 

donc  (40) 

b + a'_tang’(x-fy) 
b — a'  tang{(x — y)' 
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Puisque  la  somme  x -j-  y est  connue,  on  aura  la  différence  x — y 
au  moyen  de  la  dernière  égalité,  et  ensuite  on  trouvera  facile- 
ment x et  y.  Alors  on  aura  l’angle  BAM  = 180°  — (a  -f-  x),  et  la 
distance  AM  sera  donnée  par  l’une  des  proportions  [I]. 

Relations  entre  les  angles  et  les  côtés  tl’un  triangle  sphérique. 


93.  Formite  fondamentale.  Les  parties  d’un  triangle  sphé- 
rique tracé  sur  une  sphère  donnée,  sont  connues  lorsqu’on  sait 
le  nombre  de  degrés  que  contient  chacune  d’elles.  La  solution 
des  questions  relatives  aux  triangles  sphériques  dépend  donc  des 
relations  qui  existent  entre  ces  nombres  de  degrés,  c’est-à-dire 
entre  les  nombres  trigonométriques  correspondants,  sinus,  cosi- 
nus, etc.  En  conséquence,  je  vais  établir  d’abord  la  formule  qui 
lie  un  angle  quelconque  avec  les  trois  côtés,  et  je  montrerai  en- 
suite comment  on  en  en  déduit  la  solution  de  tous  les  cas  que  peu- 
vent présenter  les  triangles  sphériques.  Les  angles  seront  toujours 
désignés  par  A,  B,  C ; et  les  côtés  opposés,  par  a,  A,  c. 

Soit  O (fig.  26)  le  centre  de  la  sphère  sur  laquelle  est  situé  le 
triangle  ABC  : je  mène  les  rayons  OA,  OB,  OC;  j’élève  sur  OA  les 
perpendiculaires  AD  et  AE,  l’une  dans  le  plan  OAB,  l’autre  dans 
le  plan  OAC,  ef  je  suppose  qu’elles  rencontrent  en  D et  E les  rayons 
OB  et  OC  prolongés.  L’angle  DAE  est  égal  à l’angle  A du  triangle 
sphérique;  et,  en  prenant  OA  pour  unité,  on  aura  AD  = tangc, 
OD  = séc  c,  AE  = tang  b,  OE  = séc  b. 

Cela  posé,  les  triangles  DAE,  DOE,  donnent  (66) 

ÂÜ*  -f  AE*  — 2AD.AE.cos  A = DE’, 

ÔDS  + ÜË1  — 20D.0E.  cos  « = DË\ 

De  la  2*  égalité  retranchons  la  i",  remarquons  que  OD2  — ADS 
= OE*  — AE*  = 1,  remplaçons  les  lignes  par  leurs  désignations 
trigonométriques,  et  divisons  par  2.  il  vient 


\ — séc  b séc  c cos  o -f-  tang  b tang  c cos  A = 0 : 

I ci  n h 

mais  séc  b ■. 
donc  on  a 


1 . sin  b \ 

— r , tang  b = -,  secc  = , tange  : 

cos  A cos  A cosc 


t 


cos  a 


cos  A cos c 


sin  b sine  cos  A 
cos  A cos  c 


= 0. 


sin  c 
cos  c’ 
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En  chassant  le  dénominateur,  et  transposant  cos  a dans  le  pre- 
mier membre , il  vient 

[1]  cos  a = cos  b cosc  -f~  sin  ^ sin  c cos  A. 

Telle  est  la  formule  fondamentale  de  la  trigonométrie  sphérique. 

9i.  Dans  la  figure  les  côtés  b et  c sont  moindres  que  90°, 
mais  il  est  facile  de  voir  que  la  formule  [i]  est  générale.  Sup- 
posons que  l’un  de  ces  côtés  surpasse  90°,  et  que  ce  soit,  par 
exemple,  b ou  AG  (fig.  27)  : j’achève  les  demi-circonférences 
CAC',  CBC',  et  je  forme  ainsi  le  triangle  ABC',  dont  les  côtés 
a'  et  b',  ou  BC'  et  AC',  sont  suppléments  de  a et  b,  et  dont 
l’angle  BAC'  est  supplément  de  A.  Puisque  les  côtés  b'  et  c 
sont  moindres  que  90°,  la  formule  [1]  s’applique  au  triangle  ABC', 
et  donne 

cos  a'  — cos  b'  cos  c -j-  sin  b'  sin  c cos  BAC'. 

Or,  a'  = 1 80°  — a,b'  — i 80°  — b,  BAC'  = 180°  — A:  en  substituant 
ces  valeurs,  et  changeant  les  signes  des  deux  membres,  on  retrouve 
la  formule  [1]  ; donc  elle  convient  au  cas  où  l’on  a b > 90°. 

Supposons  que  les  deux  côtés  b et  c surpassent  90°  (fig.  28)  : 
je  prolonge  les  côtés  AB  et  AC  jusqu’à  leur  intersection  A’,  et  je 
forme  le  triangle  BCA',  dans  lequel  l’angle  A'  est  égal  à A,  et  les 
côtés  b'  et  c'  égaux  aux  suppléments  de  b et  c.  La  formule  [1], 
étant  appliquée  à ce  triangle , devra  avoir  lieu  en  y remplaçant , 
b et  c par  180°  — b et  180°  — c : or,  ces  substitutions  n’y  produi- 
sent aucun  changement. 

Enfin , on  peut  vérifier  aussi  la  formule  dans  le  cas  où  l’on  a 
b = 90°  et  c = 90°,  ensemble  ou  isolément.  Mais  comme  elle  con- 
vient à des  valeurs  aussi  voisines  qu’on  voudra  de  90°,  il  est  évi- 
dent qu’elle  doit  encore  subsister  dans  ces  cas  particuliers. 

Supposons  que  l’angle  A soit  droit  : alors  cos  A = 0,  et  la  for- 
mule générale  devient  cos  a — cos  b cosc,  c’est-à-dire  que  dans 
un  triangle  sphérique  rectangle , le  cosinus  de  l hypoténuse  est  égal 
au  produit  des  cosinus  des  deux  côtés  de  l’angle  droit. 

95.  On  peut  appliquer  la  formule  [1]  à chacun  des  côtés  du 
triangle,  et  on  aura  ainsi  trois  équations , au  moyen  desquels  on 
pourra  toujours  déterminer  trois  parties  quelconques  de  ce  trian- 
gle , quand  les  trois  autres  seront  connues.  Mais  pour  la  pratique 
il  est  nécessaire  d’avoir  séparément  les  diverses  relations  qui 
existent  entre  quatre  parties  du  triangle , prises  de  toutes  les  ma- 
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nières  possibles.  11  n’y  a on  tout  que  quatre  combinaisons  dis- 
tinctes que  nous  allons  parcourir  successivement.. 

96.  1°  /klation  entre  les  trois  côtés  et  un  anyle.  C’est  l’équa- 
tion [1]  déjà  trouvée,  laquelle  en  produit  trois  par  la  permutation 
des  lettres , savoir  : 

[1]  cos  a = cos  b cos  c -j-  sin  b sin  c cos  A , 

[2]  cos  b = cos  a cos  c -|-  sin  a sin  c cos  B , 

[3]  cos  c = cos  a cos  b -(-  sin  a sin  b cos  C. 

Pour  calculer  A,  par  exemple,  au  moyen  des  trois  côtés,  on  se 

sert  de  la  première  équation.  On  en  tire  d’abord 

cos  a — cos  b cos  c 

COS  A = : — — : , 

sin  u sin  c 

puis , avec  cette  valeur,  on  en  trouve  d’autres  mieux  appropriées 
aux  logarithmes , en  cherchant  sin  \ A , cos  J À,  tang  A , comme 
on  l’a  fait  pour  les  triangles  rectilignes.  Prenons  donc  (31)  la  for- 
mule 2 sin’  J A = 1 — cos  A , et  inettons-y  la  valeur  de  cos  A : on 
trouve 

„ . . . . cos  b cos  c -4-  sin  b sin  c — cosa  cos(é — c)  — cosa 

2 sin*  A = 4— = — — . 

sin  b sin  c sniAsinc 

Dans  la  formule  connue  cos  q — cos/>=2sin,,(/)-f-ÿ)sinl(/> — y), 

faisons  />  = a et  q — b — c : il  vient  cos  (6  — c)  — cos  a — 

2sin  | (a.-)- b — c) sin  ‘ [a  — b-\-c)‘,  donc 

/sin  ) («  b — c)  sin  J (a  — b -f  c) 


sin  i A 


=N/2 


sin  b sin  c 

En  prenant  (31)  la  formule  2 cos  j A = 1 -f  cos  A , on  trouve- 
rait par  un  calcul  semblable  la  valeur  de  cos  J A, 

, k t /sin  j-(a  -(-  b-\-c)  sin)  [b-\-c — n)# 

COS  "j  A — \f 


sin  b sin  c 

puis,  avec  sin  j A et  cos  J A , on  obtiendra  tang  ‘ A. 

Posons  a-(-ô4-c  = 2$,  on  aura  a,-\-b  — c = 2(< — c), 
a — 6 + c = 2 (s  — b),  b-\-c  — a = 2 (s  — a);  et  alors  les  trois 
formules  s’écriront  ainsi  : 

/sin  (» — b)  sin  (s  — c) 
sin  b sin  c 


sin  [ 


A = V/’ 

cos  ■ A = \ /sinssin  {s~a) 

* V sin  A sine  ’ 

y/s’n  (* — s'n  (s  — c ) 


tang  J A 


sin  s sin  (s  — à) 
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Au  moyen  d’un  simple  changement  de  lettres , on  obtient  des 
formules  analogues  pour  J B et  J C. 

On  démontre  en  géométrie  que  la  somme  des  trois  côtés  d’un 
triangle  sphérique  est  moindre  qu’une  circonférence  de  grand 
cercle.  En  nommant  8 la  différence,  on  aura  s = 180“ — J 3, 
s — « = 180°  — (a -J-  } 3),  etc.  ; et,  comme  le  sinus  d’un  arc  est  le 
même  que  celui  de  son  supplément , on  pourra  encore  écrire  les 
formules  précédentes  comme  il  suit  : 


sin  \ A = 
cos  * A = 
tang  i A = 


V 

V 

V 


sin  (b  * ô)  sin  (c  -j-  | S) 
sin  b sine 
sin  { 8 sin  [a  + 1 8) 
sin  b sin  c 

sin  (6  -f-  -J- 8)  sin  (c-f-  £6) 
sin  J 8 sin  («  -f- } 8) 


9 


97.  2°  Relation  entre  deux  côtés  et  les  deux  angles  ojij/osés.  Pour 
avoir  celle  qui  répond  à la  combinaison  a,  b , A,  B,  il  faut  éli- 
miner c entre  [1]  et  [2].  Le  moyen  qui  se  présente  d’abord , c’est 
d’en  tirer  les  valeurs  de  sine  et  cosc,  puis  de  les  substituer  dans 
l’équation  sin*  c -f  cos*  c = t ; mais  le  calcul  suivant,  analogue  à 
celui  du  n”  68,  est  plus  simple. 

L’équation  [1]  donne  d’abord 


cos  A = 


cos  a — cos  b cos  t 


Par  suite,  on  a 

sin’  A = 1 — cos*  A = 1 — 


sin  b sin  c 

(cos  a — cos  b cos  c)1 


sin’  b sin*  c 

(1  — cos’  b)  ( 1 — cos*  c)  — (cos  a — cos  b cos  c)* 
sin!  b sin*  c 

i — cos’  a — cos*  b — cos*  c -f-  2cos  a cos  b cos  c 
sin’  b sin’  c 


donc 


sin  A y'I  — cos*  a — cos’  b — cos*  c + 2cos  a cos  b cos  c 


sin  a 


sin  a sin  b sin  c 


11  n’y  ici  aucune  ambiguïté  dans  le  signe  du  radical,  attendu 
que  les  angles  et  les  côtés  étant  moindres  que  180“,  leurs  sinus 
sont  positifs.  Comme  le  second  membre  demeure  constant  quand 
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on  change  A et  a en  B et  b,  et  vice  versa,  ou  bien  en  C et  c,  et  vice 
versa,  on  en  conclut 

sinA  sinB sinC 

L i sin  a sin  b sin  c5 

donc,  dans  un  triangle  sphérique  ,•  les  sinus  des  angles  sont  entre 
eux  comme  les  sinus  des  côtés  opposés. 

98.  3°  flelation  entre  deux  côtés , l’angle  qu'ils  comprennent , et 
l’angle  opposé  à l’un  d’eux.  Considérons  la  combinaison  a,  b,  A,  C. 
Éliminons  d’abord  cos  c entre  [1]  et  [3] , il  vient 

cos  a = cosa  cos*  b -f-  cos  b sin  a sin  b cos  C -j-  sin  b sin  c cos  A. 

En  transposant  cos  a cos*  b,  observant  que  cos  a — cos  a cos*  b = 

cos  a sin!  b,  et  divisant  tout  par  sin  b sin  a,  on  trouve 

cos  a sin  b , _ , sin  c cos  A 

: — cos  b cos  C -4 : . 

sm  a sm  a 

Mais  par  suite  on  a,  pour  la  relation  cherchée, 

sma  sin  A 

cot  a sin  b — cos  b cos  C -f  sin  C cot  A. 

On  peut  y faire  différentes  permutations  entre  les  lettres,  et  on 
obtient  en  tout  six  équations,  savoir  : 


[5] 

cota 

sin  b = 

cos  b cos 

C 

+ 

sin 

C cot  A , 

[G] 

coté 

sin  a = 

cos  a cos 

C 

+ 

sin 

C cot  B, 

[7] 

cota 

sin  e = 

cos  c cos 

B 

+ 

sin 

B cot  A, 

[8] 

cot  c 

sin  a = 

cos  a cos 

B 

+ 

sin 

B cote, 

[9] 

cot  b 

sine  = 

cos  c cos 

A 

+ 

sin 

A cot  B, 

[10] 

cote 

sin  b = 

cos  b cos 

A 

sin 

A cotC. 

99.  4“  Relation  entre  un  côté  et  les  trois  angles.  C’est  la  der- 
nière qui  reste  à chercher.  Éliminons  b et  c entre  les  équations 
[1],  [2},  [3].  A cet  effet,  mettons  d’abord  dans  la  l”  valeur  le 
cos  c , tirée  de  la  3*  : il  vient , comme  ci-dessus , 

cos  «sin  b . „ , sine  cos  A 

: = cos  b cos  C -4-  - — : ; 

sin  a sin  a 

et  cette  relation,  au  moyen  des  égalités 

sin  b _ sin  B sin  c sin  C 

sin  a sin  A sinu  sin  A’ 

se  change  facilement  en  celle-ci  : 

cos  a sin  B = cos  b sin  A cos  C -f-  cos  A sin  C. 
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En  effectuant  les  mômes  calculs  sur  l’éq.  [2],  ou  mieux,  en  chan- 
geant, dans  la  dernière,  a et  A en  b et  B,  et  vice  versa , on  a 

cosé  sin  A = cosa  sinB  cosC  -f-  cosB  sinC. 

Il  n’y  a donc  plus  qu’à  éliminer  cos  b entre  les  deux  équations 
précédentes.  On  trouve  ainsi , après  toutes  réductions , la  relation 
cherchée  entre  A,  B,  C et  a,  laquelle,  étant  appliquée  aux  trois 
angles  successivement,  donne  les  trois  équations 

fil]  cosA=  — cos  B cos  C + sin  B sin  C cos  a, 

[12]  cosB  = — cosA  cosC  -f  sinA  sinCcosô, 

[13]  cosC  = — cosAcosB  -f- sinA  sinB cosc. 

Il  sera  facile  d’exprimer  sin] a,  cosja,  tang [ a en  fonction  des 
angles  A,  B,  C.  De  la  formule  [11],  on  tire  d’abord 

cos  A 4-  cos  B cos  C 

co  s a = 4-=- .-7, ; 

sin  B sin  C 

puis,  avec  cette  valeur,  par  des  calculs  semblables  à ceux  du 
n°  96,  on  trouvera  les  formules  cherchées.  En  posant  A -f-  B -f  C 
= 180°  -j-  e,  ces  formules  sont 


sin]  a = 


cos^a  = 
tang]  a = 


y/ 

y/ 

v/ 


sin  Je  sin  (A — Je) 
sin  B sin  G ’ 

sin  (B  — Je)  sin  (C  — J e) 
sin  B sin  C 

sin  Je  sin  (A  — Je) 
sin  (B  — Je)  sin  (G  — Je) 


7 


La  quantité  s est  ce  qu’on  nomme  en  géométrie  l’excès  sphérique. 

100.  L’analogie  des  équations  [11],  [12],  [13]  avec  la  formule 
fondamentale  [I]  est  frappante  et  conduit  à une  conséquence 
remarquable.  Imaginons  un  triangle  sphérique  A'  B'  G'  dont  les 
côtés  a',  b',  c',  soient  les  suppléments  des  angles  A,  B,  C : en 
vertu  de  la  formule  [1],  on  aura 

cos  a'  = cos  b'  cos  d -[-  sin  b'  sin  d cos  A'  ; 
or  sin  a' = sin  A,  cosa'  = — cos  A,  sin  b'  — sin  B,  etc.;  donc 


— cos  A = cos  B cos  C + sinB  sinC  cos  A'. 


On  tirerait  de  là,  pour  cos  A',  une  valeur  égale  et  de  signe  con- 
traire à celle  que  donne  [11]  pour  cos  a;  donc  a = 180°  — A'. 

5 
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Semblablement,  b = 180" — B'  et  e — 180° — C'.  Donc,  un  triangle 
sphérique  étant  donné , si  l’on  en  forme  un  second  dont  les  côtés 
soient  suppléments  des  angles  du  [premier,  réciproquement  les  côtés 
du  premier  seront  les  suppléments  des  angles  du  second. 

Par  cette  raison,  les  deux  triangles  sont  dits  supplémentaires. 
On  a vu  en  géométrie  que  chacun  d’eux  peut  être  décrit  en  prenant 
pour  pôles  les  trois  sommets  de  l’autre;  et  c’est  d’après  cette  pro- 
priété que  chacun  des  deux  triangles  est  dit  le  polaire  de  l’autre. 

Par  le  triangle  polaire  les  formules  trouvées  plus  haut  pour  }a 
peuvent  sur-le-champ  se  déduire  de  celles  qui  sont  connues 
pour  { A (96).  En  effet,  on  peut  appliquer  ces  formules  au  triangle 
polaire  lui-même,  et  pour  cela  il  faudra  y remplacer  les  angles 
par  les  suppléments  des  côtés,  et  les  côtés  par  les  suppléments 
des  angles.  On  retombe  ainsi  sur  les  valeurs  de  sinja,  cos  {a, 
tang  J a. 

101.  Proportion  des  quatre  tangentes.  Je  vais  encore  démontrer 
quelques  formules  dont  les  astronomes  font  un  fréquent  usage. 

La  proportion  des  sinus  établie  au  n°  97  donne 

smB  sina 

On  en  tire  d’abord 


sin  A + sin  B sin  a -f-  sin  b 

sinA  — sin  B sina  — sin  6' 


Dans  celle-ci , on  peut  remplacer  chaque  rapport  par  un  rapport 
de  tangentes  (40),  et  il  vient 

tang^(A-fB)  _ tang; (a + 6)  ; 
tang|(A  — B)  tangua  — b)’ 

telle  est  la  proportion  dites  des  quatre  tangentes. 

102.  Proportion  des  quatre  cosinus.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire 
lui-même  la  figure.)  Du  sommet  G d’un  triangle  quelconque, 
abaissez  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  côté  AB  ; dé- 
signez par  p cet  arc,  et  par  a et  $ les  segments  adjacents  aux 
côtés  a et  b.  Les  deux  triangles  rectangles  donneront  (94) 
cos  a = cos  p cos  a,  cos  b — cos  p cos  p;  et  de  là  on  tire  la  pro- 
portion des  quatre  cosinus , savoir  : - 

cos  a cos  a 

cos  b cos  ^ ‘ 

103.  Formules  de  Deiambre.  Elles  gardent  le  nom  du  savant 
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astronome  qui  a les  a publiées  le  premier  : ces  formules  sont 

cosJ(a — b) 


sin  J (A  -{-  B)  = cos  J C 
sinJ(A — B)  = cos  JC 
cosJ(A-fB)  = sin  JC 
cos J(A  — B)  = sin  JC 


cos  Je 

sin  J (a  — b) 
sinje  ’ 
cosJ(«-j-6) 
cosjc  3 
sin  J(a  + b) 
sin  Je 


On  les  trouve  facilement  en  cherchant  à exprimer,  en  fonction 
des  côtés  a,  b,  c,  les  sin  et  les  cos  des  angles  J (A  + B),  J (A  — B). 

Par  exemple,  cherchons  sin  J (A  -f  B).  On  a d’abord  sin  J (A  -f-  B) 
= sin  J A cos  J B -f-  sin  JB  cos  J A,  Remplaçons  dans  le  2e  membre 
les  sin  et  les  cos  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  côtés  : il  vient 


sin  J (A -f  B)  = 


sin«  sine 
_ sin  (s  — é)  + (sin(s- 
sine 


■c)  ^/sinssin(s — b) 

\/' 

V sin  b sine 
■a)  t /sin  s sin  (s  — c) 


sin  (s  — b ) sin  (s  ■ 

sin  b sine  V sin  a sine 
sin  (s  — a)  sin  (s  — c)  t /sin  s sin  (s — a) 


S/1 


sin  a sin  b 


Le  dernier  radical  est  égal  à cos  J C.  Le  numérateur  sin  (s  — b) 
+ sin  (s  — a)  est  une  somme  qui  peut  être  remplacée  par  un  pro- 
duit (39),  et  le  dénominateur  sine  est  égal  à 2 sin  je  cosjc.  En 
conséquence  on  aura 

, , s— .a-4-s  — b s — a — s 4- b 

. . , . . , 2sin j- cos — ■ — 

sin  (s  — 6)  -f-  sin  (s  — a) 2 2 

sine  2sin  Je  cosjc 

_ sinj(2s — a — 6)cosJ(a — b) 
sin  J e cos -J  e 


Rappelons  que  2s  = a -{-  b -f-  c;  par  suite  2s  — a — b—c,  et  la 

fraction  précédente  se  réduit  à S 8 . Donc  enfin 

cos  Je 


sin  J (A  -j-  IJ)  = cos  J C 


cos  J(a — b) 
cos  Je 


C’est  la  lre  des  quatre  formules  de  Rklambrk  : les  trois  autres  se 
trouvent  par  des  calculs  semblables. 
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On  pourrait  croire  qu’en  appliquant  ces  formules  au  triangle 
polaire  on  arriverait  à des  formules  nouvelles;  mais  il  n’en  est 
point  ainsi.  Par  exemple,  dans  la  4'%  remplaçons  A,  B,  G par 
les  suppléments  des  côtés  et  vice  versa,  elle  devient  sin  \(a  -f-  b) 

= sin -l  e ?°S : et  celle-ci,  sous  une  forme  un  peu  dif- 
1 sin|C  ’ ’ p 

férente,  n’est  autre  que  la  4e.  Réciproquement,  la  4e  ramènerait 

à la  4re.  Quant  à la  2*,  elle  ne  fera  que  se  reproduire  elle-même, 

avec  un  léger  changement  de  forme  ; et  il  en  sera  de  même  de 

la  3'. 

104.  Analogies  de  Nf.per.  Ces  analogies  ou  proportions  revien- 
nent aux  formules  suivantes  : 


tang  J ( A -j-  B)  = cotJC 
tang  J (A  — B)  = cot  l G 
tang  J (a  + b)  = tang  l c 
tang  J (a  — b)  = tang  J c 


cos  [(a  — b) 
cosJ(a-(-  b)* 
sin  J (a — b) 
sin  £ (a  + 0)’ 
cos  J (A — B) 
cos’(A-f-B)’ 
sin  \ (A— B) 
sinJ(A-fB)* 


Pour  les  démontrer  directement , on  ferait  reparaître  les  calculs 
qui  ont  été  faits  pour  les  formules  de  Delambre.  Il  sera  donc  plus 
simple  de  les  en  déduire  immédiatement. 

Si  on  remonte  à ces  formules  et  qu’on  divise  sin  J (A  + B)  par 
cos  J (A-J-B),  et  sin$(A  — B)  par  cos  J (A  — B),  on  obtient  sur-le- 
champ  les  deux  premières  analogies.  De  même  aussi,  en  divisant 
la  4'  formule  de  Delambre  par  la  3',  et  la  2e  par  la  1'*,  on  obtient 
les  deux  dernières  analogies,  lesquelles  d’ailleurs  peuvent  se  con- 
clure des  deux  premières  au  moyen  du  triangle  polaire. 

Les  analogies  de  Néper  servent  à simplifier  quelques  cas  de  la 
résolution  des  triangles  sphériques.  On  emploie  les  deux  premières 
quand  on  connaît  deux  côtés  et  l’angle  compris;  les  deux  der- 
nières , quand  on  connaît  un  côté  avec  les  deux  angles  qui  lui  sont 
adjacents. 

105.  Relations  entre  les  parties  d’un  triangle  sphérique  rec- 
tangle. Pour  avoir  les  formules  qui  conviennent  au  cas  particulier 
du  triangle  rectangle,  il  suffira  de  faire  A = 90°  dans  celles  des 
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relations,  trouvées  précédemment,  qui  contiennent  cet  angle.  De 
cette  manière , on  trouve  : 


M 

cos«  = cos  A cose, 

n°  96 

[à] 

sin  b — sin  a sin  B, 

sine 

= sin  a sin  C, 

n°  97 

M 

tang  A = tanga  cos  C, 

tange 

= tanga  cos  B, 

n°  98 

[rf] 

tang  A = sine  tangB, 

tange 

= sin  A tangC, 

ibid. 

M 

cosB=  sinC  cos  A, 

cosC 

= sinB  cose. 

n°  99 

1/1 

cosa  = cotBcotC, 

ibid. 

En  tout  sis  formules  distinctes  également  commodes  pour  le 
calcul  logarithmique.  La  première  donne  une  relation  entre  l'hy- 
poténuse et  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  ; la  deuxième , entre 
l’hypoténuse , un  côté  et  l'angle  opposé  ; la  troisième,  entre  l'hy- 
poténuse, un  côté  et  l’angle  adjacent;  la  quatrième,  entre  les  deux 
côtés  et  à l'angle  opposé  à l’un  deux;  la  cinquième,  entre  un  côté 
et  les  deux  angles  obliques  ; enfin , la  sixième , entre  l’hypoténuse 
et  les  angles  obliques.  Ainsi , deux  quelconques  des  cinq  parties 
étant  connues,  on  a une  formule  pour  déterminer  telle  autre 
partie  qu’on  voudra. 

106.  Certaines  propriétés  des  triangles  rectangles  doivent  être 
remarquées  ici. 

1°  La  formule  [a]  exige  que  cos  a ait  le  signe  du  produit  cos  A cos  c : 
or,  pour  cela,  il  faut  que  les  trois  cosinus  soient  positifs,  ou 
qu’un  seul  le  soit.  Donc,  dans  un  triangle  sphérique  rectangle, 
les  trois  côtés  sont  moindres  que  90°;  ou  bien  deux  des  côtés  sont 
plus  grands  que  90°,  et  le  troisième  est  moindre. 

2*  Les  formules  [d]  montrent  que  tang  b a le  même  signe  que 
tangB,  et  tang  c le  même  signe  que  tangC.  Donc  chaque  côté  de 
l’angle  droit  est  de  même  espèce  que  l’angle  opposé  : c’est-à-dire 
que  l’angle  et  le  côté  sont  tous  deux  moindres  que  90°  ou  tous  deux 
plus  grands. 

Résolution  des  triangles  sphériques  rectangles. 

107.  Un  triangle  sphérique  peut  être  bi-rectangle  et  même  tri- 
rectangle,  c’est-à-dire  que  deux  de  ses  angles  peuvent  être  droits, 
et  même  tous  les  trois.  Dans  le  dernier  cas , les  trois  côtés  sont 
des  quadrants.  Dans  l’autre,  les  côtés  opposés  aux  deux  angles 
droits  sont  aussi  des  quadrants  ; et  le  troisième  angle , ayant  pour 
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mesure  le  troisième  côté , doit  être  exprimé  par  le  même  nombre 
de  degrés  que  ce  côté.  Ainsi , ces  deux  cas  ne  donnant  lieu  à au- 
cune question,  je  parlerai  seulement  du  triangle  sphérique  qui  ne 
renferme  qu’un  angle  droit.  Pour  le  déterminer,  il  sutlit  de  con- 
naître deux  des  cinq  autres  parties,  ce  qui  fera  six  cas  à considérer. 

108.  Ier  cas.  Etant  donnés  l’hypoténuse  a et  un  côté  b,  trouver 
c,  B,  C. 

Il  faut  recourir  aux  relations  [a],  [4],  [c],  lesquelles  donnent 


co  s c — 


cos  a 
cos  b’ 


sinB  = 


s in  h 
sina  ’ 


cos  G = 


tang  4 
tanga  * 


Comme  il  s’agit  ici  d’arcs  et  d’angles  qui  ne  peuvent  surpasser 
180°,  et  comme  dans  cette  limite,  il  n’y  a qu’un  seul  arc  qui  ré- 
ponde à un  cosinus  donné , il  s’ensuit  que  c et  C sont  déterminés 
sans  aucune  ambiguïté.  Quand  à l’angle  B,  comme  il  est  connu 
par  son  sinus , il  semble  qu’on  puisse  le  prendre  indifféremment 
aigu  ou  obtus;  mais,  d’après  les  remarques  du  n“  106,  il  doit  être 
de  même  espèce  que  le  côté  donné  b. 

109.  IIe  cas.  Étant  donnés  les  deux  côtés  b et  c de  F angle  droit , 
trouver  l’hypoténuse  a et  les  angles  B,  C. 

Par  les  relations  [a]  et  [rf]  on  a 

, . _ tang  4 . „ tange 

cosa  = cos4  cosc,  tang B = ■ . ■ - , tang G = - . , 

sine  sm4 


et  il  est  clair  qu’il  n’y  a ici  aucune  ambiguïté. 

110.  III*  cas.  Étant  donnés  l’hypoténuse  a et  un  angle  oblique  B, 
trouver  b,  c,  C. 

Des  relations  [6],  [c],  [/],  tirez 

sin4  = sina  sinB,  tang  c = tanga  cos  B,  cote  = cosa  tang  B. 


c et  G seront  déterminés  sans  ambiguïté,  et  le  côté  b devra  être 
de  même  espèce  que  B [106]. 

111.  IVe  cas.  Étant  donnés  le  côté  b de  l’angle  droit,  ainsi  que 
l’angle  opposé  B,  trouver  a,  c , G. 

Au  moyen  des  relations  [4],  [</],  [e],  on  a 


sina  = 


sin  4 
sinB’ 


sine  = 


tang  4 
tangB’ 


sinC 


co  s B 
cos  4‘ 


U y a ici  ambiguïté  à cause  des  sinus,  et  il  est  facile  de  voir  qu’elle 
doit  véritablement  exister.  En  effet,  si  le  triangle  BAG  (fig.  29), 
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rectangle  en  A,  satisfait  à la  question,  prolongez  CA  et  BC  jusqu’à 
leur  intersection  D,  puis  prenez  DA'  — B A et  DC’  = BC,  les 
triangles  BAC,  DA'C',  seront  égaux  dans  toutes  leurs  parties; 
donc  l’angle  A'  est  droit,  et  C'A'  = CA  = b.  Ainsi  le  triangle  BA'C' 
est  rectangle  et  contient  aussi  les  deux  parties  données  B et  b.  On 
peut  donc  prendre  à volonté  a < 90°  ou  a > 90°  ; mais  quand 
le  choix  sera  fait,  l’espèce  de  c sera  donnée  par  la  relation 
cosu  = cos  A cosc,  et  cette  espèce  sera  aussi  celle  de  C. 

Il  n’y  a plus  qu’un  seul  triangle , lequel  est  bi-rectangle,  quand 
b = B.  Il  n’y  en  a plus  si  l’on  a sinô  > sinB. 

112.  Ve  cas.  Etant  donnés  un  côté  b de  l’angle  droit  avec  l’angle 
adjacent  C,  trouver  a,  c,  B. 

Des  relations  [c],  [</],  [e],  on  tire 

tang  a — ~~^c  , tangc  = sinAtangC,  cosB  = cosAsinC. 

Par  là  on  connaîtra  a,  c.  B,  sans  aucune  ambiguïté. 

113.  VIe  cas.  Étant  donnés  les 
trouver  a , b,  c. 

Les  équations  [/]  et  [e]  donnent 

cosa  = cotB  cote,  cos  A — - 

sinC  sinB 

Ces  valeurs  ne  laissent  aucune  ambiguïté  ; et  si  le  triangle  est  im- 
possible , elles  en  avertiront. 

114.  Remarqce.  Plusieurs  cas  se  ramènent  au  triangle  rectangle. 

1°  Si  dans  un  triangle  sphérique  on  donne  trois  parties , parmi 

lesquelles  il  y ait  un  côté  égal  à 90°,  l’angle  correspondant,  dans 
le  triangle  polaire,  sera  droit.  De  plus,  on  connaîtra  deux  des  cinq 
autres  éléments  de  ce  triangle;  donc  on  pourra  le  résoudre  par  ce 
qui  a été  dit  plus  haut;  or  il  est  évident  que  la  résolution  de  ce 
triangle  fera  trouver  le  premier. 

2”  Quand  un  triangle  est  isoscèle,  les  deux  côtés  égaux  ne  sont 
comptés  que  pour  un  seul  élément,  les  angles  qui  leur  sont  oppo- 
sés, aussi  pour  un  seul,  et  alors  il  suffît  de  deux  éléments  pour 
déterminer  le  triangle.  Or,  en  menant  un  arc  de  grand  cercle  du 
sommet  au  milieu  de  la  base , on  le  décompose  en  deux  triangles 
rectangles,  égaux  dans  toutes  leurs  parties,  et  dans  chacun  desquels 
on  connaîtra  deux  éléments,  outre  l’angle  droit;  donc  les  triangles 
isoscèles  peuvent  se  résoudre  par  les  triangles  rectangles. 


deux  angles  obliques  B et  C, 


cos  B cosC 
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3°  Soit  un  triangle  sphérique  ABC  (fig.  30)  dans  lequel  on  a 
a -{-  b — 180°.  En  prolongeant  a et  c jusqu’à  leur  intersection  D, 
on  aura  a -j-  CD  = 180°;  donc  CD  = b.  Or  chaque  élément  connu 
du  triangle  ABC  en  fait  connaître  un  dans  le  triangle  isoscèle  ACD, 
et  vice  versa;  donc  la  résolution  d’un  triangle  dans  lequel  la 
somme  de  deux  côtés  est  égale  à 180°  revient  à celle  d’un  triangle 
isoscèle,  et  par  suite  à celle  d’un  triangle  rectangle. 

4"  La  même  chose  peut  se  dire  d’un  triangle  sphérique  dans 
lequel  deux  angles  sont  suppléments  l’un  de  l’autre;  car  on  ne 
peut  pas  avoir  o+A=180°  sans  avoir  en  même  temps  A-f-B=180°, 
et  vice  versa.  En  effet,  dans  le  triangle  isoscèle  ACD,  l’angle 
CAD  = D = B : or  CAD -|- CAB  = 180°;  donc  aussi,  dans  le 
triangle  ABC,  on  doit  avoir  A -f  B = 180°. 


Résolution  des  triangles  sphériques  quelconques. 


115.  1"  cas.  Étant  donnés  les  trots  côtés  a,  b,  c,  trouver  les 
angles  A,  B,  C. 

L’équation  [1]  du  n°  96  donne 


co  s A = 


co  s a — co  s b co  s c 
sin  b sin  c 


mais  comme  le  calcul  logarithmique  ne  s’applique  point  à cette 
expression,  on  se  sert  des  formules  qui  ont  été  données,  dans  le 
numéro  cité,  pour  sin{A,  cos{A,  tangjA,  et  que  nous  rappe- 
lons ici , savoir  : 


sin  JA 


-v/2 


sin  (s  — b)  sin  (s — c) 


sin  b sine 


cos 


/sin  s si 
1 V sin! 


sin  (s  — a 


b sine 


, /sin  (s  — 6)  sin  (s - 

tangJA  = \ / — L . , . 

V sin  s sin  (s  — a 


— g) 

) ‘ 


11“  cas.  Etant  donnés  deux  côtés  a,  b,  avec  l’angle  A opposé  à 
l’un  d’eux,  trouver  c,  B,  C. 

On  obtient  d’abord  l’angle  B,  opposé  à b,  par  la  proportion 


sin  B sin  A 

sin  b sin  a ’ 


d’où 


. „ sinA  sinô 

sin  B = • — : 

sin  a 
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Ensuite,  le  mieux  sera  de  déterminer  c et  G par  les  analogies 

de  Neper  (104),  lesquelles  donnent 

. ..  sin  J (A  + B) 

tang£c= tangua  — b)- 


cot  ’ C = tang  t ( A — B) 


sin}(A — B)’ 
sinJ(a  + 6) 


sin^(a  — b)' 

L’élément  B étant  déterminé  par  son  sinus,  cet  angle  peut  être 
aigu  ou  obtus.  Cependant,  pour  certaines  valeurs  des  données 
a,  b,  A,  il  n’existe  qu’un  seul  triangle.  Nous  reviendrons  dans  un 
article  à part  (1 1 7)  sur  cette  discussion , analogue  à celle  qui  a 
été  faite  sur  le  second  cas  des  triangles  rectilignes  (75). 

On  peut  aussi  trouver  C directement  par  l’équation  [5]  n°  98, 

cot  A sin  C -(-  cos  b cot  G = cot  « sin  6. 

A cet  effet,  déterminons  d’abord  un  angle  auxiliaire  o en  posant 
cot  A = cos  b cot  y , d'où 

cote: 


cotA 


cosô5 

puis,  dans  l’équation  [5]  substituons  la  valeur  cot  A = cos  b cot<p  = 
cos  6 costp 


sin  o 


-.  Cette  équation  devient  cosô  (sinCcos<B-f-cosCsin<p)  = 


cota  sin  b sin  <?,  et  alors  on  en  tire  facilement 

tangbsinif 

sin  (C  + <?)  = — -s 

' T tanga 

donc  on  connaîtra  C + <?•  Soit  C + <?  = m,  on  aura  G = m — o. 

Après  avoir  trouvé  C,  on  obtient  le  côté  c par  la  proportion  des 
sinus.  Mais  si  on  veut  calculer  c directement , il  faut  recourir  à 
l'équation  [1]  du  n°  96, 

cos  b cos  c -|-  cos  A sin  b sin  c = cos  a. 

On  réduit,  comme  plus  haut,  le  premier  membre  à un  seul  terme, 
au  moyen  d’un  angle  auxiliaire  <s,  en  posant  cosAsinô=cosôcottp, 
d’où 

cot<?  = cosAtangô. 

Par  suite,  l’équation  devient  cos  b (sin  ocosc  + cos<p  sine)  = 
cos  a sin  o , ou 

cos  a sin  <p # 


sin(c  <j>)  = • 


cos  b 


donc , après  avoir  calculé  a , on  aura  facilement  c. 
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III*  cas.  Étant  donnés  deux  côtés  a et  b , avec  l’angle  compris  C, 
trouver  A,  B,  c. 

Les  formules  [5]  et  [6]  du  n°  98  donnent,  pour  A et  B , 

cota  si n b — cos 6 cosC 
cotA  = 


cotB  = 


sinC 

cot  b sin  a — cos  a cos  C 
sinC 


En  employant  des  angles  auxiliaires,  il  est  facile  de  réduire  cha- 
que numérateur  à un  monôme.  Mais  il  est  plus  simple  de  recourir 
aux  analogies  de  Nefer  (104). 


tang  1 (A  + B)  = cot  } C 


cos-}- (a  — b) 
cos}  (a  + b)’ 


tang  } (A — B)  cot}  G 


sin}  (a  — b) 
sin } (a  -}-  b)  ’ 


Elles  font  connaître  } (A  + B)  et } (A  — B),  et  par  suite  A et  B. 

Une  fois  ces  angles  trouvés , on  obtient  c par  la  proportion  des 
sinus.  Mais  si  on  veut  avoir  c directement,  on  prendra  (96)  la 
formule 

cosc  = cos  a cos  b -f-  sin  a sin  b cosC , 


dans  laquelle  on  fera  sin  b cos  G = 
il  viendra,  sans  aucune  ambiguïté, 


cos  b cos  tp 
sin  © 


= cosôcot<p.  Alors 


, _ cos/>sin(a -4- o) 

cot  <p  = tango  cos  C,  cosc  = . 

116.  IV'  cas.  Étant  donnés  deux  angles  A et  B avec  le  côté  adja- 
cent c,  trouver  a,  b,  C. 

On  peut  trouver  a et  b par  les  formules  [7]  et  [9]  du  n°  98, 


cota  = 
cot  b = 


cot  A sin  B + cos  B cosc 
sin  c * 

cot  B sin  A + cos  A cos  c _ 
sine 


et  mieux  encore  par  les  analogies  de  Neper, 

cos}  (A  — B) 


tang  } (a  + b)  = tang } c 


cos}(A  + B)’ 


tang|,(a  — 6)  = tang  }c 


sin } (A  — B) 
sin}  (A -H  B)* 


Digiiized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE. 


75 


Ensuite  on  a C par  la  proportion  des  sinus.  Si  on  veut  avoir  G 
directement,  on  prendra  (99)  la  formule  [13] 

cos  C = sin  A sin  B cos  c — cos  A cos  B , 
on  posera  sin  B cosc  = cos  B cot  <p , et  il  viendra 

cosB  sin  (A — <?) 


cot  <p  = tang  B cos  e,  cos  C : 


sin<p 


Ce  cas  est  analogue  au  troisième,  et  n’offre  aucune  ambiguïté. 

V®  cas.  Etant  donnés  deux  angles  A et  B avec  le  côté  a opposé  à 
l’un  d'eux,  trouver  b,  c,  C. 

Ce  cas  est  tout  à fait  analogue  au  second  : il  se  traite  de  môme 

et  présente  les  mômes  ambiguïtés. 

_ . , sin  b sin  B 

On  déduit  b de  la  proportion  - — = - — -,  et  on  trouve  c et  C 

sin  a sin  A 

par  les  formules  déjà  employées  pour  le  II®  cas, 

t sinjf(A  4-  B) 


tangue  = tang  * ( a — b) 


sin}  (A  — B)  ’ 


„„  . „,sin}(a  + i) 

cot  ] C = tang }(A— B - — =- — —r, . 

Dsv  ;sin’(a  — b) 

Le  côté  c s’obtient  aussi  par  l’équation  [7]  n°  98, 

cot  a sin  c — cos  B cos  c = cot  A sin  B , 

dans  laquelle  on  fait  cota  = cos  B cot  <?  ; et  parla  il  vient 

cota  . , . tangBsin® 

cot <p  = — -,  sine  — <f  ) = —? 2 — r-L. 
cosB  tangA 

Enfin,  on  peut  aussi  connaître  C par  la  proportion  des  sinus  , 
ou  bien  (99)  au  moyen  de  l’équation 

cos  a sin  B sinC  — cos  B cosC  = cos  A. 


On  réduit  d’abord  le  premier  membre  à un  monôme,  en  posant 
cos  a sin  B = cos  B cot  tp  ; et  il  en  résulte 

_ . . cos  A sin® 

cot<p  = cosatangB,  sin(C  — cp)= — — . 

Ces  valeurs  déterminent  <p,  C — Par  su*^e  l’angle  C. 

VI®  cas.  Étant  donnés  les  trois  angles  A , B,  C,  trouver  les  trois 
côtés  a,  b,  c. 

Ce  cas  se  résout  par  des  calculs  semblables  à ceux  du  premier. 
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Par  exemple,  pour  avoir  a,  on  se  servira  des  formules  placées  à 
la  fin  du  n"  99 , 


sin  \ a = 
co  s J a — 
tang’«= 


sJ 

v/ 


sin  J s sin  (A  — J e) 
sin  li  sin  C ’ 
sin(B — ie)sin(G — J 
sin  B sin  C 
sin  |e  sin  (A — Je) 
sin(B — J E)sin(C  — J 


«) 


£)‘ 


Il  est  à remarquer  que  les  trois  derniers  cas  ont  une  grande 
analogie  avec  les  trois  premiers  : c’est  qu’en  effet  ils  peuvent  s’y 
ramener  par  les  propriétés  du  triangle  polaire  (100). 


Sur  les  cas  douteux  des  triangles  sphériques. 

117.  Les  seuls  cas  dans  lesquels  il  y ait  incertitude  sur  l’espèce 
des  éléments  inconnus  sont  le  II'  et  le  V*.  Je  me  propose,  dans 
cet  article,  de  rechercher  à quels  symptômes  on  peut  reconnaître 
qu’il  doit  y avoir  deux  solutions  ou  une  seule , ou  même  que  le 
triangle  est  impossible  : c’est  ce  qu’on  appelle  la  discussion  des 
cas  douteux.  Dans  cette  vue,  je  vais  établir  d’abord  plusieurs  pro- 
positions sur  lesquelles  je  m’appuierai. 

Considérons  sur  une  sphère  un  demi -cercle  DCD'  (fig.  31) 
perpendiculaire  à un  cercle  entier  DIID',  prenons  CD  < 90°,  et 
menons  des  arcs  de  grand  cercle  CB,  CB',  CH,...  du  point  C aux 
différents  points  de  la  circonférence  DHD'.  Prolongeons  CD  d’une 
quantité  égale  CD,  et  joignons  C'B.  Les  triangles  CDB,  C'DB  ont 
un  angle  droit  compris  entre  côtés  égaux;  donc  CB  = C'B.  Or  on 
a CDC'  < CB  BC'  ; donc  CD  < CB.  Donc  1°  l’arc  CD  est  le  plus 
petit  qu’on  puisse  mener  du  point  C à la  circonférence  DHD';  ef  par 
suite  CD'  est  le  plus  grand. 

Soit  DB'  = DB  : les  triangles  CDB,  CDB'  ont  aussi  un  angle  droit 
compris  entre  côtés  égaux;  donc  CB'  = CB.  Donc  2°  les  arcs  obli- 
ques également  éloignés  de  CD  ou  de  CD',  sont  égaux. 

Enfin  soit  DH  > DB  : menons  CH  et  prolongeons  CB  jusqu’à  sa 
rencontre  I avec  C'H.  Puisque  l’arc  CC'  est  moindre  qu’un  demi- 
cercle,  il  doit  être  rencontré  par  le  prolongement  de  CB,  au  delà 
du  point  C',  ce  qui  exige  que  l’intersection  I se  fasse  en  H et  C. 
On  a donc  C'B<.CI-}-IB,  et  par  suite  C'B-f-BCcCI-j-lC.  Mais  on 


•w 
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a IC  < IH-f  HC , et  par  suite  C'I  -{-  IC  < C'H  -f-  HC;  donc  à plus 
forte  raison , C'B  ~f  BC  < C'H  + HC.  Or  C'B  = BC  et  C'H  = HC  ; 
donc  on  a BC  < HC.  Donc  3°  les  arcs  obliques  sont  d’autant  plus 
grands  qu’ils  s’écartent  davantage  de  CD,  ou  qu’ils  se  rapprochent 
davantage  de  CD'. 

1 1 8.  Maintenant  supposons  qu’on  veuille  construire  un  triangle 
sphérique  avec  deux  côtés  donnés  a,  b,  et  l’angle  A opposé  à a. 

D’abord  je  remarquerai  que  certains  cas  d’impossibilité  sont  in- 
diqués par  le  calcul  mémo.  Faites  (fig.  32  et  33)  l’angle  CAB  = A 
et  AC  = 6,  prolongez  AC  et  AB  jusqu’à  leur  intersection  E,  puis 
abaissez  CD  perpendiculaire  sur  AE. 

L’arc  CD  doit  être  de  même  espèce  que  A (106);  donc , si  A est 
aigu,  CD  est  la  plus  courte  distance  du  point  C à la  demi-circonfé- 
rence AE;  et  c’est  la  plus  grande  si  A est  obtus  (117). 

Dans  la  première  hypothèse  le  triangle  sera  impossible  si  l’on  a 
n<CD,ce  qui  donne  sina<sinCD;  et  dans  la  seconde  il  sera  impos- 
sible si  l’on  a a>CD,  ce  qui  donne  encore  sin  a < sinCD.  Or,  dans 
le  triangle  rectangle  ACD,  on  a sin  CD  = sin  b sin  A;  donc  dans  les 
deux  hypothèses,  on  aurait  sin  a < sin  b sin  A.  D’un  autre  côté, 
quand  on  cherche  l’angle  B du  triangle  ACB,  on  a 

sinB  siné  „ . . _ sinisinA 

- — - = - — d où  sin  B = — : ; 

sin  A sma  sin  a 

donc  cette  valeur  de  sin  B serait  > 1 , ce  qui  indique  une  impossi- 
bilité évidente. 

Si  l’on  donnait  a = CD  ; il  n’y  aurait  que  le  seul  triangle  rec- 
tangle ACD  qui  fût  possible;  et  c’est  ce  qu’indique  encore  la  va- 
leur de  sin  B,  laquelle  devient  sinB  = l.  Il  est  sous-entendu  que 
l’angle  A n’est  pas  égal  à 90°. 

i 19.  Laissant  donc  ces  cas  de  côté,  examinons  les  différentes 
relations  de  grandeur  que  peuvent  présenter  les  données  a,  b,  A. 

Soit  A < 90°  et  b < 90°  (fig.  32).  Puisque  A et  b sont  < 90°, 
AD  est  aussi  <90°  (106);  donc  AD  <DE.  Cela  posé,  si  l’on  a 
en  outre  a < b,  il  est  clair  qu’on  peut  placer  entre  CA  et  CD  un 
• arc  CB  = a,  et  que  de  l’autre  côté,  entre  CD  et  CE,  on  peut  en 
placer  un  autre  CB'  = CB  = a : c’est-à-dire  qu’il  existe  deux  trian- 
gles ACB  et  ACB',  construits  avec  les  mêmes  données  a,  b,  A. 
Lorsque  a = b,  le  triangle  ACB  disparaît,  et  il  ne  reste  que  ACB'. 
Quand  on  a a + b = 180°  ou  a -f  b > 180%  le  point  B'  vient  en  E 
ou  passe  au  delà,  et  alors  il  n’y  a plus  de  triangle. 
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On  discute  de  la  même  manière  les  autres  hypothèses.  Les  ré- 
sultats sont  tous  compris  dans  le  tableau  suivant.  Le  signe  > veut 
dire  égal  à ou  plus  grand  que  ; <£  signifie  égal  à ou  moindre  que. 


A<  90 


|a<è  deux  solutions. 
a 5*  b une  solution, 
a-\-b  ^>180°  aucune. 

< 180°  deux  solutions. 
a-\-b  3>  180°  une  solution, 
a > b aucune, 

f a<6  deux  solutions. 

(,  a>i  aucune. 


à moins  qu’on  n'ait 
a+6>l80“- 

à moins  qu'on  n’ait 
n>6. 


A >90° 


A=90° 


a-j-é>  180"  deux  solutions. 


b < 90"  ' a-\-b  <£  180°  une  solution , 

à moine  qu’on  n’ait 

( a<è  aucune. 

°<fc  b. 

r a>b  deux  solutions. 

b >90"'  «-<6  une  solution, 

à moins  qu’on  n'ait 

(a+^<t  180°  aucune. 

o+6  <};  180”. 

^ «>é  deux  solutions. 

\ «<£  b aucune. 

1 a>b  une  solution , 

à moins  qu'on  n’ait 

b < 90° < « <L  b aucune. 

o+6  >180“. 

(rt-j-é  5-180°  aucune. 

i a <6  une  solution, 

à moins  qu’on  n’ait 

b > 90°  l aucune. 

o+6<  180”. 

180°  aucune. 

( a — 90°  infinité  de  solutions. 

^ ( a<  ou  > 90°  aucune. 

120.  La  propriété  du  triangle  polaire  permet  d’appliquer  ces 
résultats  au  triangle  dans  lequel  on  connaît  les  éléments  A,  B,  a, 
ce  qui  est  le  Ve  cas.  Seulement  il  faut  avoir  soinde  changer  par- 
tout a,  b,  A en  A, B,  a,  le  signe  > en  < et  le  signe  <en  >. 

Lorsque  les  données  tombent  dans  l’un  des  cas  où  l’on  ne  doit 
avoir  qu’une  seule  solution , le  calcul  ne  laisse  pas  que  d’en  indi- 
quer deux.  Mais,  pour  discerner  celle  qui  doit  être  conservée, 
il  suffira  d’observer  que  les  plus  grands  angles  doivent  être  oppo- 
sés aux  plus  grands  côtés,  et  réciproquement. 

Supposons  que  les  données  soient  A=112°,  «=102°,  è=106’. 
Dans  le  tableau  précédent,  parmi  les  cas  qui  correspondent  à 
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A > 90°,  je  considère  ceux  où  l’on  a b > 90%  et  parmi  ceux-ci  je 
remarque  celui  où  l’on  a a<S.  J’observe  en  outre  qu’on  a 
a-j-ô  = 208°;  donc  a-\-b>  180°.  Alors  je  conclus,  d'après  le 
tableau,  qu’il  n’y  a qu’une  solution  : et,  puisque  b est  > a , 
l’angle  B est  > A,  donc  B est  obtus. 


Surface  du  triangle  sphérique. 


121.  La  surface  d’un  triangle  sphérique  est  égale  à l’excès  de 
la  somme  de  ses  trois  angles  sur  deux  angles  droits.  Cet  excès 
qu’on  nomme  aussi  excès  sphériqae , peut  se  trouver,  au  moyen 
des  côtés,  par  des  formules  très-simples  que  je  vais  faire  connaître. 
Je  désignerai,  comme  au  n°  99,  cet  excès  par  s.  On  aura 

sin  je  = sin [\ (A  + B + C)  — 90°]  = — cos J (A  + B + C)  : 

c’est  donc  cos  j)(A  + B C)  qu’il  faut  chercher. 

On  a d’abord  cos  J (A  + B)  = cos  J A cos  JB — sin  JA  sin  J B; 
puis,  en  changeant  B en  B -j-  G , on  trouve  facilement 


cos  ^ ( A -f-  B + C)  = cos  | A cos  -)  B cos  J-  C — cos  J A sin  J B sin  J C 
— cos  J B sin -J  A sinfC  — cos  1 C sin  !,  A sin  JB. 


Maintenant  je  vais  remplacer  les  sin  et  cos  par  leurs  valeurs  en 
fonction  des  côtés  (96). 

En  considérant  d’abord  le  1er  terme,  qui  contient  trois  cosinus, 
on  aura 

cos  à A cos  J B cos  J C = 


sin  s sin(s  — a)  sin  s sin(s  — b)  sin  s sin  (s  — c) 
sin  b sine  sin  a sine  sin  a sin  b 


sinsysins  sin(s  — a)  sin(s  — b)  sin  (s  — c) 
sin  a sinô  sine 


Le  radical  qui  se  trouve  dans  ce  dernier  membre  va  encore  se 
produire  : je  le  désignerai  par  R,  et  j’écrirai  simplement 


cos  J A cos  J B cos  J C : 


Rsins 


sin  a sin  b sine' 
En  considérant  le  2*  terme,  on  trouve 
cos  J A sin  J B sin  J G = 


sin  s sin  (s — a)  sin  (s — a ) sin  (s — c)  sin  (s — a)  sin  (s — b) 
sinôsinc  sinasine  sinasinô 
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cos  J A sin  JB  sin  JC 


R sin  (s — a) 
sin  a sin  b sin  c ’ 


Par  un  simple  changement  de  lettres , on  trouvera  des  valeurs 
analogues  pour  les  deux  autres  termes , savoir  : 


cos  J B sin  J A sin  J C = 


cos  JC  sin  {A  sin  JB 


R sin  (s  — b) 
sin  a sin  b sin  c ’ 
R sin  (s  — c) 
sin  a sin  b sin  c ' 


Au  moyen  de  ces  transformations , il  viendra 


cosJ(A  + B-f-C) 


R [sin  s — sin  (s — a)  — sin  (s — b) — sin  (s — c)] 
sin  a sin  b sine 


Dans  cette  valeur  le  multiplicateur  de  R peut  se  réduire  à un 
terme  unique,  et  voici  comment. 

Les  deux  premiers  termes  étant  une  différence  du  sinus,  on  se 
servira  de  la  formule  sin/i  — sin  q = 2 sin  J [p — q)  cos  J [p  + ÿ), 
et  l'on  aura  sins  — sin(s  — a)  = 2sin JacosJ(ô-f-c). 

Pour  les  deux  autres,  on  emploie  la  formule  sin  p + sin  q = 
2sinJ(p-|-ç)cosJ(/? — ?)>  et  il  vient  sin  (s  — ô)  + sin(s — c)  = 
2 sin  J o cos  J {b  — c). 

Par  suite,  on  voit  que  le  multiplicateur  de  R sera  égal  à 
2 sin  Ja  [(cos  J (ô  + c) — cos  J [b  — c)] , et  d’ailleurs  il  est  facile 
de  voir  que  cette  dernière  expression  elle-même  se  réduit  à 
— 4sin  J a sin  J b sin  Je. 

Quant  au  dénominateur,  on  remarquera  que  sin  a sin  b sin  c — 
8 sin  J a cos  J a sin  J b cos  J b sin  J c cos  J c. 

En  conséquence,  après  toutes  réductions,  et  en  rétablissant  le 
radical  désigné  par  R , on  aura  cos  J (A  -f-  B C)  ; puis , en  chan- 
geant le  signe  du  résultat,  on  aura  la  formule  cherchée, 


. , s sin(s — a)  sin  (s — b)  sin  (s — e) 

s 2cos  Jacos  [b  cos  Je 

Si,  au  lieu  de  sin  Je,  on  cherche  cos  Je,  on  obtiendra  la  for- 
mule suivante 

, \ 4-  cos  a + cos  b cos  e 

cos  Je  = — ! ! 1 

4 cos  Jacos  J b cos  Je 

laquelle  est  peu  commode  pour  les  calculs  logarithmiques.  Les 
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transformations  qui  y conduisent  sont  assez  compliquées,  et  je 
crois  inutile  de  m’y  arrêter. 

Enfin,  je  placerai  encore  ici,  sans  développer  les  calculs,  des 
formules  très-élégantes  dues  à Simon  Lhuiluer.  Au  moyen  de 
cos  Je,  on  cherche  sin  J,  cos Js,  tang  Je,  et  l’on  obtient  les  for- 
mules dont  il  s’agit  : 


in’E  = \/: 

osJs  = y^ 


sin  j s sin  j (s  — a)  sin  J (s  — b)  sin  {(s  — c) 


cos  J a cos  j b cos  J c 


cos  | s cos  J (s  — a)  cos  J-  (s  — b)  cos  j [s — c) 


cos  Ja  cos Jô  cos Je 


tangje  =y/tang  J s tang  J (s  — a)  tang  J (s  — 6)  tang  J (s — e) . 


Application  de  la  trigonométrie  sphérique. 


122.  Exemple  I (fig.  34).  Réduire  un  angle  à l’horizon. 

Soit  BAC  un  angle  situé  dans  un  plan  incliné,  et  AD  la  verticale 
qui  passe  au  sommet  A.  Menez  à volonté  le  plan  horizontal  MN 
qui  rencontre  les  lignes  AB,  AC,  AD,  en  E,  F,  G : l’angle  EGF  est 
la  projection  horizontale  de  l’angle  BAC , ou , en  d’autres  termes, 
c’est  l’angle  BAC  réduit  à l’ horizon.  C’est  cet  angle  EGF  qu’il  s’agit 
de  calculer,  en  supposant  connus  les  angles  BAC,  BAD,  CAD,  qu’on 
mesure  avec  l’instrument. 

La  solution  graphique  serait  aisée  : car  la  ligne  AG  étant  arbi- 
traire, on  aurait  les  données  suffisantes  pour  construire  d’abord 
les  triangles  rectangles  EAG  et  FAG,  puis  le  triangle  EAF,  puis 
enfin  le  triangle  EGF. 

Le  calcul  de  l’angle  EGF  est  également  facile.  Si  l’on  décrit 
une  sphère  du  centre  A avec  un  rayon  quelconque,  les  droites 
AB,  AC,  AD,  déterminent  un  triangle  sphérique  BCD,  dont  les 
côtés  sont  connus  en  degrés  au  moyen  des  angles  donnés,  et  dont 
l’angle  BDC  n’est  autre  que  l’angle  cherché  EGF.  C’est  donc  par 
le  premier  cas  des  triangles  sphériques  quelconques  que  la  ques- 
tion sera  résolue  (115),  c’est-à-dire  qu’on  prendra  la  formule 


sinJA: 


v/ 


sin  (s  — b)  sin  (s  — c) 


sin  b sine  ’ 

et  qu’on  y fera  a — BAC , b — BAD,  c = CAD,  s = J [a  -J-  b -j-  c). 

6 
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Soient  a = 47*45'39",  é=69°49'19",  c = 80u17'36r.  On 
aura  2s  = 197°52'34",  s = 98°  36'  17",  s — b =29“  6'  58’, 
s — c — 18°  38' 41",  et  on  fera  le  calcul  suivant  : 


L.  sin(s  — b) 

. . . . 9,0871652 

L.  sin(s  — c) 

. . . . 9,5047412 

L'.  s in  b 

. . . . 0,0275078 

L'.  Bill  c 

. . . . 0,0002623 

2L.  gin}  A 

. . . . 19,2250065  ' 

L.  sin  I A 

. . . . 9,6128332 

I A = 24"  I2'27",y 

A=  48"  24'  86". 

123.  Exemple  II  (fig.  35).  Étant  données  les  latitudes  et  les  longi- 
tudes de  deux  points  du  globe , trouver  la  distance  de  ces  deux  points. 

Soient  A et  B les  deux  points.  Supposons  que  QR  soit  l’équa- 
teur, G le  pôle  boréal,  et  CED,  CFD,  les  méridiens  des  points  A 
et  B.  Enlin,  supposons  encore  que  les  longitudes  se  comptent  à 
partir  du  point  F dans  le  sens  PEF. 

La  différence  des  longitudes,  PF — PE,  est  égale  à l’arc  EF  ou  à 
l’angle  C compris  entre  les  deux  méridiens;  et  les  arcs  AC,  BC, 
sont  les  compléments  des  latitudes  données  AE,  BF.  Ainsi,  dans 
le  triangle  sphérique  ABC,  on  connaît  l’angle  C avec  les  côtés  qui 
le  comprennent,  et  il  s'agit  de  calculer  le  côté  AC  : or,  d’après  le 
IIP  cas,  p.  74,  AB  ou  c est  déterminé  par  les  formules 

. . , „ cosôsin(a  + ç) 

cott?  = tango  cosC,  cosc  = r-* — —LL. 

■ v smtp 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  demande  la  distance  de  Brest  à 
Cayenne.  Dans  l 'Annuaire  du  bureau  des  longitudes,  pour  1828,  on 
trouve 

Long,  de  Brest  = 6" 49’,  Lat.  — 48°23'14"; 

Long,  de  Cayenne  = 54° 35’,  Lat.  = 4°56'15". 

Les  deux  longitudes  sont  occidentales,  et  comptées  à partir  du 
méridien  de  Paris  ; les  deux  latitudes  sont  boréales. 

En  conséquence  de  ces  données,  on  trouvera  d’abord 

C = 54°  35'  — 6°  49'  = 47°  46', 
a = 90°  — 48”  23'  1 4"  = 41°  36' 46", 
b = 90”  • — 4°  56'  1 5"  = 85°  3' 45". 
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Après  quoi  l’on  cherche  c comme  il  suit  : 


Calcul  de  l’auxiliaire  ?. 

Calcul  du  côté  c 

. 

L.  cos  C 

. 9,8274671 

L.  cos  b 

8,9348468 

L.  tang  b 

. 11,0635386 

L.  sin  (a  + ?) 

9,8773621 

L.  cota 

. 10,8910057 

L'.sincp 

0,8945642 

?=  7“  19' 26" 

L.  

9,7067731 

fl  + ç = 48°  56'  12". 

c — 59“  23'  54",  38. 

Ainsi , l’arc  qui  mesure  la  distance  entre  Brest  et  Cayenne  est 
de  59°  23' 34", 38.  Pour  l’évaluer  en  myriamètres , il  faut  se  rap- 
peler que  le  quart  du  méridien  terrestre  vaut  10  000  000  mètres, 
ou  1000  myriamètres.  Alors  on  fera  la  proportion 
x _ 59°  23' 34",  38. 

1000  — 90°  ’ 

et,  en  réduisant  les  arcs  en  secondes,  on  trouvera  la  distance 


213834,38X1000 
324  000 


65mir,983. 


Cette  dernière  évaluation  eût  été  plus  facile,  si  l’arc  c eût  été 
exprimé  en  degrés  centésimaux.  Par  exemple,  soit  dans  cette  divi- 
sion un  arc  de  37°45’69"  : en  le  rapportant  au  quadrant  il  sera  ex- 
primé par  0,374569,  et  en  multipliant  ce  nombre  par  la  valeur  du 
quadrant  en  myriamètres  on  trouve  sur-le-champ,  par  le  simple 
déplacement  de  la  virgule,  374mi,r,f>69. 

Je  ne  présenterai  point  ici  un  plus  grand  nombre  d’exemples  : 
les  applications  de  la  trigonométrie  doivent  être  étudiées  dans  les 
ouvrages  qui  leur  sont  spécialement  consacrés. 


CHAPITRE  III. 

DE  QUELQUES  FORMULES  QUI  SERVENT  DANS  LES  MATHÉMATIQUES 
ÉLEVÉES.  DÉVELOPPEMENT  DU  SINUS  ET  DU  COSINUS  EN  SÉRIES. 
RESOLUTION  DE  L’ÉQUATION  BINOME  ET  DE  L’ÉQUATION  DU 
3*  DEGRÉ. 

Formule  de  Moivbe.  Sens  multiple  qu’on  y doit  remarquer. 

124.  Cette  formule,  à laquelle  on  attache  le  nom  du  géomètre 
français  qui  l’a  découverte,  est  la  suivante  : 

[Aj  (cosœ  -j-  ^ — 1 sin<p)n  = cosn<p4-v/ — i sinn<p. 
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Elle  exprime  que,  pour  élever  le  binôme  cos<p-f-y/ — isin<p  à 
une  puissance  quelconque,  il  suffit  de  multiplier  l’arc  <p  par  l’ex- 
posant de  cette  puissance.  On  peut  y mettre  indifféremment  + ou 
— devant  y : car  cela  revient  à changer  <p  en  — ©. 

Le  cas  où  l’exposant  est  entier  positif  est  le  seul  dont  j’aurai 
besoin  dans  la  suite  : c’est  celui  que  je  vais  considérer  d’abord. 
Par  la  multiplication  on  trouve 

(cos  <p  -(-  \J  — 1 sin  <p)  (cos  ^ + \/ — 1 sin  <|<)  = 
cos  ta  cos^  — sin©  sin  ^ -f-  y/ — i (sin©  cos  -(-  cos  ©sin  •]>). 

Or,  d'aptes  les  formules  connues  [28],  la  partie  réelle  de  ce  pro- 
dnit  est  égale  à cos(©  -f-  ■}),  et  la  partie  imaginaire  est  égale  à 
y—  1 sin (<?  + <}');  donc 

(cos  © sin  <j>)  (cos  ^ -f-  y/ — 1 sin  <j»)  = 

cos  (©  -f-  ty)  -f-  y/ — t sin  (<p  -j-  <}'}• 

C’est-à-dire  qu’en  multipliant  entre  elles  deux  expressions  de  la 
forme  cos  'f  -f-  y’ — 1 sin  ©,  on  obtient  encore  une  expression  sem- 
blable, dans  laquelle  les  deux  arcs  sont  ajoutés  entre  eux.  Pour 
multiplier  le  produit  par  un  nouveau  facteur  de  même  forme,  il 
suffira  donc  d’ajouter  encore  le  nouvel  arc  aux  deux  autres , et 
ainsi  de  suite,  quel  que  soit  le  nombre  des  (facteurs.  Donc',  si  l’on 
suppose  qu’il  y ait  n facteurs,  tous  égaux  à cos<?  -}-  \J — 1 sin©,  il 
viendra 

[I]  (cos © -(-  y/—  1 sin  <j>)n  = cosn-f  -(-  y/ — 1 sinn®. 

Considérons  le  cas  où  l’exposant  est  fractionnaire.  En  rempla- 
çant © par  la  formule  [1]  donne 


Puis,  en  extrayant  la  racine  n*”®,  et  mettant  un  exposant  fraction- 
naire au  lieu  d’un  radical , la  formule  [A]  se  trouvera  démontrée 

pour  l’exposant  ^ ; car  on  aura 

i 

[2]  (cos©  -f  y/ — 1 sin©)  =008^  + ^ — 4sin~. 
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En  général,  l’expression  An  signifie  qu’on  doit  faire  la  puis- 
sance m de  A , et  extraire  ensuite  la  racine  n*™  du  résultat.  En 
conséquence,  si  j’élève  cos <p  — f—  y 1 — 1 sin «p  à la  puissance  m par 
la  formule  [1],  et  si  ensuite  j’extrais  la  racine  n1*"*  par  la  formule  [2], 
il  viendra 

m 

[3]  (cos  f + sj — 1 sin <p)  =cos  — + s/—  \ sin--.  , 

n n 

C’est  la  formule  [A]  dans  laquelle  n est  changé  en  une  fraction  po- 
sitive quelconque  — . 

Enfin , quand  l’exposant  est  négatif,  on  observe  que 

(cosn<p  -\-  \! — 4 sin  n o)  (cosmp  — \] — 1 sin  n?)  = 
cos’n<p  -j-  sin*n<p  = 1; 

et  de  là  on  tire 

.j  

F=r = c0SritP  — ^ — 1 sinnç, 

cosnç  + y/ — Isinniy 

ou , ce  qui  est  la  même  chose , 

[4]  (cos <p si — 1 sino)-B  = cos( — ns) -)-  \j — 1 sin( — na). 

Ainsi  la  formule  [A]  est  vraie , quand  on  prend  pour  n un  nombre 
quelconque  positif  ou  négatif. 

J’ai  laissé  de  côté  les  exposants  irrationnels,  attendu  qu’ils 
n’offrent  aucun  sens,  à moins  qu’on  ne  les  remplace  par  des 
nombres  commensurables , qui  d’ailleurs  peuvent  en  différer  aussi 
peu  qu’on  voudra.  Et  quant  aux  exposants  imaginaires,  ils  ne  sont 
en  eux-mêmes  susceptibles  d’aucune  interprétation. 

123.  La  formule  [A],  qui  est  si  simple  et  si  élégante,  a un  dé- 
faut bien  grave,  quand  l’exposant  est  une  fraction.  En  effet,  le  pre- 
mier membre,  étant  alors  équivalent  à un  radical,  doit  avoir  plu- 
sieurs valeurs,  etcependantle  second  membre  n’en  présente  qu’une 
seule.  Les  explications  qui  suivent  ont  pour  objet  de  corriger  cette 
imperfection. 

Revenons  à la  formule  [2],  dans  laquelle  n est  un  nombre  entier 
positif.  D’après  les  principes  de  l’algèbre,  le  premier  membre,  qui 

équivaut  à y cos  «p  -j-  y--  \ sino,  doit  alors  avoir  n valeurs  diffé» 
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rentes;  et,  pour  que  le  second  les  donne  toutes,  je  vais  montrer 
qu’il  suffit  d’y  remplacer  <p  par  tous  les  arcs  qui  ont  même  sinus 
et  même  cosinus  que  » lui-même. 

L’expression  générale  de  ces  arcs  est  cp  + kC , G désignant  la 
circonférence  entière,  et  k un  nombre  entier  quelconque  positif  ou 
négatif.  En  mettant  <p  + kG  au  lieu  de  <p , le  second  membre  de  la 


formule  [2]  devient 

loi  ^ gin 

i j « 


? + . 

n * 


et,  dans  cet  état,  je  dis  qu’il  a précisément  les  mêmes  valeurs  que 
le  premier  membre. 

D’abord,  puisque  n est  entier,  il  est  clair,  en  vertu  de  la  for- 
mule [1],  qu’en  élevant  ce  second  membre  à la  puissance  n,  on 
retombe  sur  cos«p  + — t sin<p. 

En  second  lieu,  si  on  y fait  successivement  /t=0,  k=\,  k= 2,... 
k=n — 1,  on  obtient  n valeurs  différentes.  En  effet,  soient  deux 
quelconques  de  ces  valeurs , 


,î±^+*/=ïsin?±^  et  cosï±^+v/^Tsini±^, 

« 1 T 11  Y) 


dans  lesquelles  ? et  p sont  des  nombres  entiers  < n.  Pour  qu’elles 
fussent  égales,  il  faudrait  qu’il  y eût  séparément  égalité  entre  les 
parties  réelles , et  égalité  entre  les  parties  imaginaires  ; donc  la  dif- 

férence  des  deux  arcs  y et 2 devrait  être  égale  à une  ou 

n n 

(ol  — 8)C 

plusieurs  circonférences  : or  cette  différence  - — — est  moindre 

que  G,  attendu  que  a et  p sont  < n. 

En  troisième  lieu , si  on  prend  pour  k d’autres  nombres  que 
0, 1,  2, ...  n — 1,  on  ne  trouvera  point  de  nouvelles  valeurs.  En 
effet,  tous  les  autres  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs,  peuvent 
se  représenter  par  la  formule  «y  + n',  y étant  un  nombre  entier 
quelconque  positif  ou  négatif,  et  n'  un  nombre  entier  positif  < n : 
Or,  en  faisant  A = ny  + n',  l’expression  [5]  devient 

coS(,c+î±î£)  +/=T<a^+î±üî), 

ou  bien,  en  supprimant  les  circonférences  inutiles, 
cos  î-i )/—  1 sm  ; 
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et  comme  n'  est  un  nombre  positif  < »,  cette  valeur  est  comprise 
parmi  celles  qu’on  a obtenues  en  posant  k=  Ô,  1,  2,  . . . n — 1. 

Ainsi,  le  second  membre  de  la  formule  [2]  acquerra  toute 
la  généralité  qu’il  doit  avoir,  si  l’on  a soin  d’y  prendre,  pour 
l’arc  <p,  non-seulement  cet  arc  <p  lui-môme,  mais  encore  les  arcs 
f + C,  <p  -f-  2C, ? + (n  — 1)  G. 

La  formule  [3]  doit  aussi  être  interprétée  d’une  manière  ana- 
logue. On  l’a  trouvée  en  élevant  cos<p-f-  ^ — t sino  à la  puis- 
sance m,  et  en  extrayant  la  racine  néme  du  résultat.  Or  la  for- 
mule [1],  relative  au  cas  de  l’exposant  entier  positif,  donne 
d’abord  (coso  -f-  \/ — 1 sin<p)m  = cosm<p  -(-y/ — 1 siimtp;  et  ensuite 
pour  la  racine  n*™*,  la  formule  [2|  donne 

m 

(cos  y + v/ — 1 sin  ©)  " = cos  — + J — 1 Sin  ^ . 

n n 


Mais  pour  que  le  second  membre  ait  la  même  extension  que  le 
premier,  il  faut,  d'après  ce  qu’on  vient  d’expliquer,  y mettre 
wns  -J-  AG  au  lieu  de  witp,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  y rem- 
placer wu p successivement  par  wap,  wap  -f-  C , wnp  2C, 

wj^-j-  (n — 1)C. 

C’est  pour  plus  de  concision  et  d’élégance  qu’on  laisse  — dans 


le  2*  membre  de  la  formule  [3]  : car  l’exactitude  exigerait  qu’on  y 

mit  m * — . Par  là  on  voit  qu’il  faut  bien  se  garder  de  réduire  — 

n n 


à sa  plus  simple  expression.  D’ailleurs  cette  réduction  n’est  pas 
plus  permise  dans  le  t"  membre;  car  on  ne  doit  point  y consi- 
dérer l’exposant  comme  une  fraction , mais  bien  comme  une  nota- 
tion dans  laquelle  le  numérateur  m désigne  une  puissance  qu’on 
doit  former  d’abord , et  le  dénominateur  n,  une  racine  qu’on  doit 
extraire  ensuite. 

Quelques  explications  sont  encore  nécessaires  quand  on  veut  em- 
ployer la  formule  [3]  pour  extraire  la  racine  nim‘  de  l’expression 
cos  <p  + \J — t sin  © , et  élever  ensuite  cette  racine  à la  puissance  m. 


lïi 

Si  la  fraction  — est  irréductible , on  peut  se  servir  immédiate- 
n 

ment  de  la  formule  [3]  : car,  lorsque  les  nombres  ni  et  n sont  pre- 

r n/—  \m  ni ™ 

miers  entre  eux , l’algèbre  démontre  que  (,  y / = V A*  = A*  • 
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Mais  si  la  fraction  — est  réductible,  et  que  sa  plus  simple  expres- 
sion soit  - , on  démontre  que  ( \/Â  ) = \J Ap  = A’  ; donc  pour 
faire  usage  de  la  formule  [3] , il  faut  préalablement  y réduire  la 

fraction  — à ses  moindres  termes , et  l’écrire  ainsi 
n 

(cos  tp  -f-  \J — 1 sin  cf)’  = cos  ^ -f-  \J — 1 sin  — . 

ïïl 

Si  on  laissait  subsister  — dans  la  formule,  le  premier  membre 

serait  équivalent  à un  radical  du  degré  n,  lequel  aurait  n valeurs 
différentes,  tandis  qu’il  ne  doit  y en  avoir  qu’un  nombre  égal  à q. 
Il  est  d’ailleurs  inutile  d’avertir  qu’on  doit,  ainsi  qu’il  a été  dit 
plus  haut,  sous-entendre  le  terme  + AC  à la  suite  de  p®. 

126.  Quand  les  nombres  m et  n sont  premiers  entre  eux,  j’ai  dit 

qu’on  avait  ( y A ) =\J  A"  : cela  revient  à dire  que  l’extrac- 
tion de  la  racine  et  l’élévation  à la  puissance  peuvent  s’effec- 
tueur  dans  l’ordre  qu’on  voudra.  Extrayons  d’abord  la  racine  n*"* 
de  cos  <p  + s/— -T  sin  <p  par  la  formule  [2]  ; puis  faisons  la  puis- 
sance m par  la  formule  [1]  : il  vient 

I » . \m  • mis  m® 

iycos'f-fv — isinpj  — cos  — — - j-  y — lsin— ; 


et  alors  il  faut  concevoir  que  <p  est  remplacé  dans  le  second  membre 
par  p + AC.  Si,  au  contraire,  on  commence  par  faire  la  puissance  m 
au  moyen  de  la  formule  [1],  et  qu’ensuite  on  applique  la  formule  (2J 
pour  extraire  la  racine  n*"®,  il  viendra 

\/ (cosca  -f-  ^ — 1 sin  o)m  = cos  — -f-  v/-l  sin  — ; 

n n 

et  alors  c’est  mtp  qu’il  faut  remplacer  par  m®  -j-  AC.  De  là  il  résulte 
comme  conséquence  nécessaire  que  les  deux  expressions 

»i(<p+AC)  , — - . m(tp-j-AC) 

n n 

m®  4-  AC  , / . m®  4-  AC 

OOS— — \-  v — 1 sin— J— ! , 

n ' n 
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dans  lesquelles  k est  un  nombre  entier  quelconque , doivent  être 
parfaitement  équivalentes,  toutes  les  fois  que  m et  n seront  des 
nombres  premiers  entre  eux.  C'est  au  reste  ce  qu'on  reconnaîtrait 

directement  en  posant  successivement  k= t,  2,  3, (n  — 1, 

et  en  montrant  que  si  on  divise  m,  2 m,  3 m, (n — l)wi  par  n, 

tous  les  restes  sont  différents  entre  eux. 

127.  Ce  qui  précède  montre  quelles  précautions  on  doit  prendre 
en  employant  la  formule  de  Moivrk.  Ordinairement , quand  l’ex- 
posant y est  un  nombre  fractionnaire—,  on  suppose,  pour  plus 

de  simplicité , m et  n premiers  entre  eux  ; mais  dans  ce  cas  même 
il  ne  faut  jamais  négliger  d'y  regarder  ® ou  wz®  comme  devant 
être  augmentés  des  différents  multiples  de  la  circonférence.  Cette 
attention  est  surtout  nécessaire  dans  la  théorie  connue  sous  le  nom 
de  sections  angulaires.  «Pour  y avoir  manqué,  dit  M.  Poiksot, 
quelques  auteurs  n’ont  pas  prévenu  certaines  difficultés  qu’on  a 
trouvées  dans  cette  branche  d’analyse,  et  ceux  qui  les  ont  rencon- 
trées ne  les  ont  pas  toujours  résolues.  » 


Formules  pour  exprimer  sinn?  et  cos  no,  (sin?)n  et  (cos?)". 


128.  Reprenons  (12-1)  la  formule  de  Moivhe 

(1]  cos  n®  -f-  y/ — 1 sinn<?=(cos<p-f  y/ — 1 sin?)*, 

dans  laquelle  je  supposerai  n entier  et  positif.  Changeons -y  9 
en  — ? , il  vient 

(2]  cosno — y/ — 1 sinno  = (cos? — sj — 1 sin?)". 

En  ajoutant  cette  égalité  à la  précédente,  et  ensuite  en  la  retran- 
chant, on  trouve  ces  valeurs. 

(cos  9 + ^=1  sin  ?)n  -f  (cos  <p  — v— ï sin  ?)n 

(3]  cos  n®  = 1 — x y 


[1]  sinn?: 


(cos?  -f-y^ — 1 sin?)” — (cos?  — v — 1 sin  <?)n 

2yCT 


129.  On  peut  effectuer  les  puissances  par  la  formule  du  binôme; 
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et  alors,  on  supprimant  les  termes  qui  se  détruisent,  on  obtient 
5]  cosntp  = (cos©)" — a (cos<f>)n"*(sin!p)i 


+ 


1.2 

n(n  — 1 ) (n  — 2)  (n  — 3) 


[6]  sinnœ==-(cos©)""1sin© 

1 

+ 


1 .2.3.4 

n(n  — l)(n  — 2) 


1.2.3 

n{n — 1 ) (n — 2)  (n — 3)  (»  — 4) 


(cos  «p)"_4(sin  «p)* — etc, 
(cos  (sin©)* 


1.2. 3. 4.5 


(cosy)*_‘  {sin<p)s — etc. 


Ces  formules  expriment  le  sinus  et  le  cosinus  du  multiple  n?,  en 
fonction  de  ceux  de  l’arc  simple.  La  loi  des  termes  y est  évidente; 
et,  comme  la  formule  du  binôme  de  laquelle  elles  dérivent,  elles 
doivent  se  prolonger  jusqu’à  ce  qu’on  trouve  un  terme  nul. 

On  peut  encore  parvenir  à ces  formules  au  moyen  de  la  seule 
équation  [I].  En  effet,  le  développement  du  second  membre  con- 
tiendra une  partie  réelle  et  une  partie  affectée  de  l’imaginaire  — 1 ; 
et,  pour  que  l’équation  subsiste,  il  faut  que  dans  les  deux  membres, 
les  parties  réelles  soient  égales  entre  elles,  et  les  parties  imaginaires 
égales  entre  elles,  ce  qui  ramène  aux  deux  formules. 

130.  Dans  les  applications  élevées  des  mathématiques,  on  a 
souvent  besoin  d’exprimer  (siny)"  et  (cos<p)n  en  fonction  du 
sinus  et  du  cosinus  des  arcs  multiples.  Voici  comment  on  y 
parvient  lorsque  n est  entier  positif,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire. 
Posons 

costp  -f-  \j — 1 sin<?  = « , cos<?  — \/ — isin<p  = t>. 


On  aura  2cos(f  = « + ui  2 \j — 1 sin?  = m — »;  donc 

2n(cos<p)"  = [u  + «)“,  ( 2/ — l)"(sin<p)"  = (u  — v)n, 
ou  bien,  en  développant  les  puissances  (a-|-t>)"  et  [u — u)", 

[7]  2" (cos ©)"  = u"  + ^ tt-‘ v + n[U  ~i-  a-* + etc. 

[8]  (2  \[— - 1 )"(sin  <$>)"  = a" — ^ «n~1«+  n'n.  a*”1  o* — etc. 

1 1.2 

Pour  le  moment,  ne  considérons  que  la  formule  [7],  et  suppo- 
sons d’abord  que  n soit  un  nombre  impair  2m-f-l.  Par  ce  qui  a été 
dit  en  algèbre,  on  sait  que  les  termes  également  éloignés  des  exfre- 
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mes  ont  des  coefficients  égaux , et  que  le  nombre  des  termes  de  la 
formule  est  2 m -f-  2.  A l’aide  de  ces  remarques,  il  est  facile  d’aper- 
cevoir qu’en  prenant  la  deuxième  moitié  des  termes  dans  un  ordre 
inverse,  et,  en  l’écrivant  au-dessous  de  la  première,  on  aura 


_ , , . n nln  — i\n  — 2)...(m+2)  , 

2 (COSçY*  = M -f-  - U1  U...-) —r : — — - tt“-V 

1 1.2..., 


.m 


. n _ . . nin  — 1)(» — 2)...fm  + 2) 

+ ü"  + 7 MO  ...  + — 7-7-r - 

1 \ • 2» • O •<■••••••  »Yïl 


ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose, 
2n(cos<p)B=(tt,,+t;’,)-|-  j uü(u"-*-(-t;n"!)4 


n[n — 1) 

1.2 


. n{n — 1 ) (n — 2)...(m4-2)  , , , 

+ ' 1.1.3 ...1  ' 


Mais  la  formule  de  Moivre  donne  en  général 

m*  + u‘  = (cos  ç -j-  y/^T  sin  <p)*-f  (cos  <f  — y/ — 1 sin  tf )‘ 

= cosA-tp  -f-  y/ — 1 siiU?  -j-cosÀ*»  — y/ — 1 sin  fop = 2 cos  ky  ; 

et,  d’un  autre  côté,  les  puissances  du  produit  uv  sont  égales  à 1, 
car  on  a 


uv  = (cos  c?  + y — 1 sin  <f  ) (cos  <p — y/ — 1 sin  »)  = cos’?  + sinVp^:  I . 


En  conséquence  de  ces  remarques,  l’expression  de  2"(cos<p)B  se 
simplifiera;  et,  en  divisant  tous  les  termes  par  2,  il  viendra 

fl  T)  ' Tl 1 ] 

[9]  2B~,(cos  <?)"==  cosncp  -f-  - cos(n  — 2)<p  + ■ ' ■ cos(n  — 4)<p 

\ J • jL 


1.2.3 m 


Supposons  en  second  lieu  que  n soit  un  nombre  pair  2m.  La 
formule  [7]  aura  2m  -f- 1 termes;  et  si  l’on  décompose  le  terme  du 
milieu  en  deux  autres,  chacun  égal  à la  moitié  de  ce  terme,  on 
trouvera,  par  des  réductions  semblables  aux  précédentes, 

fl  Ti[ïl  — 1 ) 

[10]  2B_1(cos«p)B  = cosn<p  + - cos(n — 2)<p  -| — ; } cos(« — 4)<? 

, , n(n  — 4)(« — 2)...(m-f-l) 

+ * 1.2.3 ....m  ' 
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Maintenant  considérons  la  formule  [8].  Les  termes  sont  affectés 
alternativement  des  signes  -f-  et  — , de  sorte  que  si  n est  un 
nombre  impair  2m-f-  1 , les  termes  également  éloignés  des  extrêmes 
auront  des  coefficients  égaux,  mais  des  signes  contraires.  Par  suite, 
en  raisonnant  comme  pour  la  formule  [7],  il  est  facile  de  voir  qu'on 
aura 


(Sy' — l)!m+,(sintf),”H'1  *=(«" — v ") — ^ uv[un  i — un~,}  + 

«(n — 1)  n{n — l)(n — 2)...(m-j-2) 

— «¥«*■* — un_‘ ± — — ! — u"vm(u — n). 

1.2  ' 1.2.3 m ' 1 


Pour  opérer  les  réductions,  on  observera  encore  que  uv  = 1 , et 
qu’en  général  w‘  — 1>‘  = 2 \j — 1 sinfop.  En  conséquence  les  deux 
membres  seront  divisibles  par  2 y — 1 , et  il  restera 


[Il  l(2  y/ — l)!’"(sincp)îra'1=sinn<p — ^sin(n — 2)<p-f  —7-^ — sin(n — 4)<p 

n(n — l)(n — 2}...(m-(-2) 


1.2.3 m 


SIM  (p. 


Lorsque  n est  un  nombre  pair  2m,  les  termes  également  éloi- 
gnés des  extrémités,  dans  la  formule  [8],  ont  des  coefficients  égaux 
et  de  même  signe;  et  en  raisonnant  ici  comme  dans  le  cas  ana- 
logue de  la  formule  [7],  on  trouve  facilement 

[12]  [(2  y/ — 1 ),m(sin  's)!m=cos  n<p — j cos  (n — 2)^+ 7-~ — cos(n — 4)<p 

n(n— lXw— 2)...(m-H) 

* 1.2.3 m * 


Les  formules  [9],  [10] , [11],  [12],  sont  celles  que  je  voulais  éta- 
blir : elles  servent  à convertir  les  puissances  d’un  cosinus  ou  d’un 
sinus  en  une  suite  de  termes  dont  chacun  contient , au  premier 
degré  seulement,  le  sinus  ou  le  cosinus  d’un  arc  multiple. 

On  ne  peut  pas  manquer  d’observer  que  dans  les  deux  dernières 
formules  l’imaginaire  \J — 1 étant  élevé  à une  puissance  paire, 
devra  donner  un  facteur  réel  égal  à -j-  1 ou  — 1 , selon  que  m sera 
pair  ou  impair.  On  doit  remarquer  aussi , pour  la  commodité  du 
calcul,  qu’en  suivant  la  loi  indiquée  par  les  premiers  termes,  on 
doit  s’arrêter  dès  qu’en  en  trouve  un  qui  renferme  un  arc  négatif, 
en  ayant  soin  de  ne  prendre  que  la  moitié  du  dernier  quand  il 
renferme  l'arc  zéro. 
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Développement  du  sinus  et  du  cosinus  des  séries. 


131.  Voici  comment  Euler  déduit,  des  formules  [5]  et  [fi]  du 
n*  128,  les  séries  qui  expriment  le  sinus  et  le  cosinus  en  fonction 
de  l’arç.  On  peut , sans  que  n cesse  d’être  entier,  disposer  de  © 
de  manière  que  n<f  soit  égal  à un  arc  quelconque  x.  Posons 

x 

donc  n©  = x,  on  aura  n = -,  et  par  suite  les  formules  pourront 
s’écrire  ainsi  : 


x(x  — <p)  ,n-,/sin©\* 

4x-  ?)(j-2<p)(s  — 3?)  (coS(?)n_t  |sin©\  » 
x , .n  l/sintf\  x(x — <p)(x — 2©) 


[1]  COSX  = (cos©)"  — 


+ 


[2]  sinx=  - (cos  (p)"-1  j 

+ 


1.2.3 

x[x — <p)(x — 2©)(x — 3©)(x — 4<p) 


? / 
(cos©) 


etc. 


-(=)' 


1.2.3. 4. 5 


. . „/sin©\! 

(costp)"-5  J 


-etc. 


Concevons  que  <p  diminue  jusqu’à  zéro,  le  nombre  n devra 
augmenter  jusqu’à  l’infini  : alors  les  formules  ci-dessus  ne  conser- 
veront aucune  trace  de  © et  de  n,  et  elles  ne  contiendront  plus 
que  le  seul  arc  x.  C’est  en  effet  ce  qui  doit  arriver  à des  formules 
dont  l’objet  est  d’exprimer  le  sinus  et  le  cosinus  d'un  arc  en  fonc- 
tion de  cet  arc.  Quand  <p  devient  zéro,  on  a cos©  = l,  et  aussi 

1 (31).  Admettons  que  les  puissances  de  cos©  et  de  — — 

soient  aussi  alors  toutes  égales  à l’unité,  quelque  grands  que  soient 
les  exposants  : les  formules  ci-dessus  deviennent 


f3] 

[4] 


i x*  i 

cosx=l-  — + 

X* 

sinx  = x-  — + 


XV  Xe 

Ï72.3.4-  1.2. 3. 4.5.0 
x5  x’ 

1.2. 3.4.3  1.2. 3. 4.3.6. 7 


+ etc. 
-f  etc. 


Comme  le  nombre  n est  devenu  infini,  il  s’ensuit  que  ces  séries  ne 
doivent  point  s’arrêter.  Mais  elles  n’en  sont  pas  moins  propres  à 
donner  des  valeurs  très-approchées  du  sinus  et  du  cosinus , sur- 
tout quand  l’arc  x est  nne  petite  fraction  ; et  ce  cas  est  le  seul 
dans  lequel  les  géomètres  en  fassent  usage  '. 


’ Ces  deux  séries  sont  de  la  nature  de  celles  qu’on  nomme,  convergentes.  Pour 
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432.  Au  premier  coup  d’œil,  il  semble  évident,  ainsi  que  je  l’ai 

admis,  que  toutes  les  puissances  de  costp  et  doivent  donner 

l’unité,  quand  on  fait  décroître  o jusqu’à  zéro.  Mais  en  y regar- 
dant de  plus  près , on  aperçoit  une  difliculté  qu’il  faut  résoudre. 
Pour  être  mieux  compris , je  reprends  les  choses  de  plus  loin. 

Soit  l'expression  u*  dans  laquelle  « et  r sont  des  variables  tout 
à fait  indépendantes  l’une  de  l’autre.  Si  l’on  prend  pour  v un 
nombre  positif  constant,  et  qu’on  fasse  augmenter  u de  0 à 1,  la 
quantité  «r  augmentera  elle-même  depuis  0 jusqu’à  1.  Si  c’est  u 
qui  demeure  constant,  mais  <4,  et  qu’on  donne  à u de  très- 
grandes  valeurs , la  quantité  uT  sera  très-petite , et  sa  limite , cor- 
respondante à v = -}-oo,  sera  zéro.  Or,  maintenant  concevons 
que  u croisse  de  0 à 1 en  même  temps  que  v augmente  jusqu’à 
-j-  c*>.  Tant  qu’il  n’existe  aucune  relation  entre  w et  v,  on  peut 
toujours  imaginer  entre  ces  variables  une  liaison  telle  que  la  limite 
de  uv,  correspondante  aux  valeurs  u = 4 et  v = 4-  , soit  ou  0, 

ou  1,  ou  toute  autre  grandeur  comprise  entre  0 et  4 : c’est-à-dire 
qu’il  y a alors  une  véritable  indétermination. 

Mais  il  en  est  autrement  lorsque  les  variables  « et  u ne  sont 
point  indépendantes.  Imaginons , par  exemple , qu’elles  soient  des 
fonctions  d’une  même  variable  t,  et  que  ce  soit  la  variation  de  t 
qui  fasse  croître  u jusqu’à  et  v jusqu’à  -|-  co.  Il  faut  alors 
examiner  comment  se  balance  l’augmentation  que  tend  à pro- 
duire, dans  l’expression  u",  l’accroissement  de  u,  avec  la  diminu- 
tion que  tend  à produire  l’accroissement  de  u;  ou  au  moins  faut- 
il  reconnaître  , d’après  la  composition  de  u et  v en  fonction  de  t , 
vers  quelle  limite  tend  l’expression  u*.  C’est  précisément  une  dif- 
ficulté de  ce  genre  qui  se  présente  dans  le  passage  des  formules  [4] 
et  [2]  aux  séries  [3]  et  [4]. 

Ici  les  deux  variables  sont  <p  et  n;  elles  sont  liées  entre  elles  par 

passer  d'un  terme  au  suivant,  on  mnltlplic  constamment  ce  terme  par  x*,  tandis 
qu’on  le  divise  par  deux  nombres  entiers  qui  vont  toujours  en  augmentant  (je 
fais  en  ce  moment  abstraction  du  signe)  : on  est  donc  assuré  qu’il  y aura  dans 
chaque  suite  un  terme  à partir  duquel  tous  les  autres  seront  indéfiniment  dé- 
croissants. D'un  autre  côté,  les  termes  étant  alternativement  positifs  et  négatifs, 
il  est  facile  de  voir  qu’en  arrêtant  les  séries  à l’un  quelconque  des  termes  décrois- 
sants, l’erreur  que  l’on  commettra  sera  moindre  que  le  terme  suivant  ; par  con- 
séquent cette  erreur  peut  être  rendue  aussi  petite  qu’on  voudra.  De  plus  amples 
détails  sur  ce  sujet  appartiennent  à l’algèbre. 
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la  relation  >if  = x,  laquelle  exige  que  le  produit  n<p  reste  constam- 
ment égal  à un  arc  donné  x,  qui  peut  être  quelconque.  Or,  les  for- 
mules [t]  et  [2]  contiennent  les  expressions  (cos<p)",  (cos 
dans  lesquelles  on  doit  faire  en  même  temps  © = 0etn  = -)-cio; 
donc  il  n'est  pas  évident  que  les  limites  de  ces  expressions  soient 
l’unité.  D’un  autre  côté,  les  mêmes  séries  contiennent  aussi  les 
puissances  croissantes  du  rapport  de  sin  <p  à <p,  et,  lorsque  n est 
infini,  les  séries  ont  une  infinité  de  termes;  par  conséquent  les  expo- 
sants de  ce  rapport,  dans  les  termes  des  deux  séries,  peuvent  aug- 
menter jusqu’à  l’infini , et  la  même  difficulté  se  reproduit  encore. 
Les  explications  suivantes  me  paraissent  à l’abri  de  toute  objection. 

Revenons  aux  formules  [1]  et  [2],  et , pour  abréger,  posons 


le  terme  général  de  chacune  de  ces  formules  pourra  s’écrire  ainsi 

-H- ? __  ïWï  _ /x  [m  — 4)y\ 

~ 1 \8  V \3  3/ \m  m J ’ 


m étant  un  nombre  pair  pour  la  formule  [I],  et  un  nombre  impair 
pour  la  formule  [2].  Faisons  ? = 0,  et  nommons  M ce  que  devient 
alors  F : ce  terme  générai  deviendra 


15] 


Ma;" 


\ .2.3.. 


.m 


Ainsi  c’est  M qu’il  faut  déterminer.  Or,  en  supposant  moindre 
que  le  quadrant,  ce  qui  est  permis  puisqu’on  doit  faire  <p  = 0,  on 
aura  ? < tang  <p,  et  par  conséquent 


ou , en  réduisant , 


F > (cos  <p)\ 


Mais  cos-f  = y't  — sin’tp;  donc  cos<p  > y/l  — <pl,  et  par1  suite 


F>v/(1  — «pT- 

En  développant  la  puissance  2n,  et  en  se  rappelant  que  m ( = x, 
il  vient 


...  . 2/j  , , 2«(2n — 1) 

(i— ? ) =l—  y?  H — '? 


2«(2n — -1  ) (2n — 2) 

ÏT2T3 


tp6  -f-  etc. 


2a  2a.'  /2a:  o\  2.r  /2a  m\  /2a  2<p\  , 

='-t»+t(t-‘2)î -Tb -y  +clc' 
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Pour  arriver  à l’hypothèse  © = 0,  on  peut  commencer  par  sup- 
poser <p  extrêmement  petit.  Alors  il  est  clair  que  les  termes  de  cette 
suite  iront  en  décroissant;  et  comme  ils  sont  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs,  si  on  se  borne  aux  deux  premiers,  on  aura  un 
résultat  trop  faible;  donc  (1  — <p’),n>  1 — 2<px,  et  à fortiori 

F > v^l  — 2©x. 

Si  on  fait  <p  = 0,  ce  radical  se  réduit  à 1 , et  F devient  la  limite  M ; 
donc  M ne  peut  pas  être  < 1 . D’ailleurs,  la  fonction  F étant  le  pro- 
duit de  deux  facteurs  qui  ne  peuvent  pas  être  > 1,  la  limite  M ne 
peut  pas  non  plus  devenir  > 1 ; donc  M = 1 . Donc  enfin  le  terme 
général  [5],  des  séries  qui  expriment  cosx  et  sinx,  sera 

xm 

± . 

1.2.3 m 

En  faisant  m = 0, 2, 4 , ou  bien  m = l,3, 5 et  ayant 

soin  d’alterner  les  signes,  on  obtient  tous  les  termes  des  séries  |3| 
et  [4],  lesquelles  se  trouvent  ainsi  rigoureusement  démontrées. 

Résolution  des  équations  binômes  par  les  tables.  Théorème  de  Côtes. 

133.  Soit  une  équation  binôme  y*  = ± A : si  on  nomme  a 
l’une  quelconque  des  racines  niimt*  de  A,  et  qu’on  fasse  y = nx , 
l’équation  binôme  devient  xn  = ± 1 . 

Considérons  d’abord  le  premier  cas 

[1]  x"  = + l. 

En  posant  x*  = cos©  + y' — 1 sin  <p , la  formule  de  Moivre  donne 
x"  = cos  no  — Isinncp;  par  conséquent  toutes  les  valeurs 
de  tp  déterminées  par  l’égalité 

cosnip  -(-  \j — 1 sin  «tp  = -f-  1 , 

donneront  des  valeurs  de  x qui  seront  racines  de  l’équation  [1], 
Dans  l’usage  qu’on  fait  ici  de  la  formule  de  Moivre  , il  suffit  qu’elle 
ait  été  démontrée  pour  les  exposants  entiers  positifs. 

Pour  satisfaire  à cette  dernière  égalité,  il  faut  que  la  partie 
imaginaire  y — 1 sinn©  s’évanouisse;  d’oii  l’on  conclut  que  n<p  doit 
être  un  multiple  de  la  demi-circonférence.  Ensuite  il  faut  qu’on 
ait  cos  n©  = 1 , et  cela  exige  que  no  soit  un  multiple  pair  de  In 
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demi-circonférence  ; donc  en  désignant  par  H la  demi-circonfé- 
rence, et  par  2 k un  nombre  pair  quelconque,  on  devra  avoir 


ai  u » • 2/cH 

n<p  = 2AH  , d ou  ? = , 


et  par  suite 


2AH  - 
X = COS 1“  y- 


- . 2AH 

1 sin . 

n 


En  mettant  partout  — devant  y/ — 1 le  raisonnement  eût  été  le 
même  : ainsi  on  aura  des  racines  de  l’équation  x*  = 1 en  prenant 
toutes  les  valeurs  de  x comprises  dans  l’expression 


H 


x — cos 


2&H 


V=T 


sin 


2AH 


L’équation  [1]  a n racines,  et  l’on  sait  que  toutes  ces  racines 
sont  inégales.  Or,  dans  la  formule  ci-dessus,  on  peut  donner  à k 
toutes  les  valeurs  entières  possibles,  positives  et  négatives;  et  je 
vais  montrer  que  de  cette  manière  on  obtient  n valeurs  différentes 
pour  x,  et  qu’on  n’en  obtient  pas  davantage  : ces  n valeurs  seront 
donc  les  n racines  de  l’équation  [1], 

D’abord  il  est  mutile  de  donner  à k des  valeurs  négatives  : car, 
en  mettant  — k au  lieu  de  k,  les  deux  valeurs  de  la  formule  [a]  ne 
font  que  se  changer  l’une  dans  l’autre. 

En  second  lieu,  il  est  inutile  aussi  de  prendre  i = «ou>n, 
car  on  peut  ôter  de  k le  plus  grand  multiple  de  n qui  y soit  con- 

2/tH 

tenu  : cela  revient  à retrancher  de  l’arc  une  ou  plusieurs  cir- 
conférences , ce  qui  ne  change  ni  le  cosinus  ni  le  sinus. 

Enfin,  si  on  considère,  entre  0 et  n,  des  nombres  k'  et — k' 
également  éloignés  de  ces  deux  extrêmes , les  valeurs  correspon- 
dantes de  x seront  les  mêmes.  En  effet,  soit  k = n — k',  il  vient 


2(n- 

X — co  s — — 


• A')H 


= cos 


= cos 


: \J—i  sin 


2(n  — #)H 


sm 


/ — ~r  ■ 2A/H 

y — 1 sin ; 

’ n 


et  ces  valeurs  sont  les  mêmes  que  celles  qui  répondent  h k-=k. 
Il  est  donc  inutile  de  donner  à k des  valeurs  > J n ; et  par  consé- 


Digitized  by  Google 


98 


PREM1&RB  PARTIE. 


quent,  soit  qu’on  suppose  n égal  à un  nombre  pair  2p  ou  à un 
nombre  impair  2/>  4*  4,  on  pourra  se  borner  à prendre  pour  A les 
valeurs  A = 0, 1 , 2, p. 

Il  reste  à prouver  que  de  cette  manière  la  formule  [a]  donne 
toutes  les  racines  que  comporte  l’équation  [I];  et  c’est  ce  que  je 
vais  faire. 

Si  l’équation  est  de  la  forme  x1*  — 1,  la  formule  [a]  devient 

AH  . — - . AH 

x = cos  — ± v — 1 sin  — . 

P P 

Pour  les  nombres  extrêmes  A = 0 et  k — p,  on  trouve  x = -f-4, 

et  x = — I.  Pour  les  nombres  intermédiaires  I,  2,  3, p — 1, 

l’arc  est  compris  entre  0 et  180°,  donc  le  sinus  qui  multiplie 
sl=ï  ne  devient  pas  nul  ; donc  les  valeurs  de  x sont  imaginaires. 
De  plus , parmi  ces  dernières , il  n’y  en  a aucune  qui  se  répète  : 
car,  dans  les  deux  racines  conjuguées  qui  font  partie  d’un  même 
couple,  c’est-à-dire  qui  résultent  d’une  même  valeur  de  A,  l’ima- 
ginaire \J — l a des  signes  contraires  ; et , dans  les  couples  prove- 
nant de  valeurs  différentes  de  h,  les  parties  réelles  sont  différentes, 
attendu  qu’elles  sont  les  cosinus  d’arcs  qui  vont  en  croissant  de  0 
à 480°.  En  réunissant  à ces  valeurs  imaginaires,  dont  le  nombre 
est  2 p — 2,  les  deux  valeurs  réelles  + 4 et  — 4,  on  a en  tout  2 p 
racines  pour  l’équation  xtp  — 4,  ainsi  que  cela  doit  être. 

Si  l’équation  [1]  a la  forme  xtp+l  — 4,  la  formule  [a]  devient 

2AH  , — - . 2AH 

1p  + 4 v 2p  + 4 

Dans  ce  cas , il  n’y  aura  qu’une  seule  racine  réelle  x = -f-  4 , 
laquelle  répond  à A = 0;  toutes  les  autres  sont  imaginaires,  et 
d’ailleurs  il  est  clair  que  le  nombre  total  des  racines  est  égal  à 
l’exposant  -f- 1 . 

Maintenant  considérons  l’équation 

[2]  xn  — — 4 . 

Si  on  pose 

x = cos<?±  \!—i  sin<p, 

on  aura  x*  = cos  ntp  ± \J — t sinn-p.  Ainsi  on  obtiendra  pour  x des 
racines  de  l’équation  en  déterminant  f par  la  condition 

cosnçrfc  — 4 sûn 4 : 
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donc  on  doit  avoir  séparément  sin  n<p  = 0 et  cos  n<?  = — 4 . De  là 
on  conclut  que  l'arc  doit  être  un  multiple  impair  de  H.  C'est 
pourquoi  je  fais 

«<P=(2i  + l)H,  d’où  T = — t-— > 

et  on  aura 


m 


X = cos 


On  ne  prendra  point  de  multiples  négatifs  de  H,  car  il  en  résul- 
terait les  mêmes  valeurs  de  x que  si  ces  multiples  étaient  posi- 
tifs. On  ne  prendra  pas  non  plus  k > n , ni  même  k — n:  car  en 
ôtant  de  k le  multiple  de  n qu’il  renferme,  on  diminue  l’arc 

d une  ou  plusieurs  circonférences  entières , ce  qui  ne 

change  pas  les  valeurs  [p].  Le  nombre  k = n — 4 donne 
(2«  — 4)H  ± y/—  sin  (gi  — ijg 


x = cos  • 

— H , , . ■ 

= cos zt.  y — 1 sin 


-H  H /— r ■ H 

— = cos  — zç.  y — 4 sin  — . 
n n n 


Ces  valeurs  sont  les  mêmes  qu’on  obtient  par  1’liypothèse  A-=0; 
et,  en  général,  les  valeurs  de  k également  éloignées  de  0 et  de 
n — 4 donnent  les  mêmes  valeurs  de  x.  En  effet,  si  on  pose 
k—n  — 4 — k',  il  vient 

(2n — 2&' — 4)H  , — - . (2n  — 2*'  — 4)H 

x = cos 5 — ± v — 4 sm  — 

n n 

(W- h 1)H  j—, 

= cos  — — =p  sf—  4 sin  - — — , 

n n 

résultat  qui  est  le  même  que  si  on  eût  fait  k = U.  De  là  il  suit 
qu’on  obtient  toutes  les  valeurs  de  x en  donnant  à k des  valeurs 
qui  ne  surpassent  pas  J-(n  — 4).  Donc  si  n est  un  nombre  pair  ip, 
il  faudra  faire  k = 0,  4,2 , ...p  — 4 ; et  si  n est  un  nombre  impair 
2/>  -f-  4 , on  fera  k = 0,  4 , 2,  p. 

Dans  le  cas  où  n = 2 p,  l’équation  à résoudre  est  .r"'  = — 4 , et 
les  nombres  k = 0,  4, 2,  ...  p — 4 donnent  dans  la  formule  [pj  les 
arcs  croissants 

H 3H  5H  (2p — 1)H 

2 p’  2p’  2p*  2p  * 
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lesquels  sont  tous  renfermés  entre  0 et  H ; par  conséquent  le 
sinus  d’aucun  d’eux  n’est  égal  à zéro,  et  leurs  cosinus  sont  tous 
inégaux.  Chaque  arc  donnera  donc  deux  valeurs  imaginaires  de  x, 
qui  différeront  l’une  de  l’autre  par  le  signe  de  \J — \,  et  qui  ne 
pourront  point  se  répéter.  Ainsi  x aura  2p  valeurs  différentes. 

Dans  le  cas  où  n = 2/j  -j- 1 , l’équation  est  x1**'  = — 1,  et  les 
nombres  k — 0,\,‘2.,...p,  amèneront  dans  la  formule  (fl]  les  arcs 
H 3H  (8/>  + l)H 
2/>  + î’  2/>  + l’  + i ' 

Le  dernier  étant  égal  à H donne  x = — 1 . Pour  chacun  des  autres 
arcs , x a deux  valeurs  imaginaires  ; et  il  est  facile  de  voir  que , 
parmi  toutes  ces  valeurs  il  n’y  en  aucune  qui  se  répète.  Donc  x 
aura  %p  1 valeurs. 

134.  Quand  on  connaît  les  racines  des  équations  x*  = -f-t  et 
x"  = — 1 , il  est  facile  de  former  les  diviseurs  réels  du  2*  degré 
des  binômes  x*  — 1 et  x*  + 1 . 

D'abord  la  formule  [a]  donne  pour  facteurs  du  1"  degré  du 
binôme  xn  — 1,  les  deux  expressions 


2ÀH  - . 2AH 

x — cos v — 1 sin , 

n n 

2AH  , , — 2 AH 

x — cos k ù — 1 sm ; 

n n 


et,  en  les  multipliant  entre  elles,  il  vient 


M 


, « 2*H  , , 

x*  — 2x  co  s (~  1 . 

n 


Cette  formule  renferme  tous  les  diviseurs  réels  du  2e  degré  du 
binôme  x" — 1 : pour  les  en  déduire,  il  suffit  d’y  mettre  au  lieu 
de  k les  nombres  positifs  à partir  de  0 jusqu’à  \n. 

On  trouve  semblablement,  pour  les  diviseurs  du  2e  degré  du 
binôme  xn-f- 1,  la  formule 


[?) 


x* — 2xcos 


(2£  + l)H 


+ *, 


dans  laquelle  il  faudra  remplacer  k par  les  nombres  entiers  posi- 
tifs, à partir  de  k = 0 jusqu’au  nombre  J (n  — 1). 

Comme  les  formules  [a]  et  [fi]  comprennent  les  racines  réelles 
des  éq.  x"  = 1 etxn  = — il  s’ensuit  que  les  deux  dernières  for- 
mules [a']  et  [fT]  doivent  aussi  comprendre  les  facteurs  réels  du 
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1er  degré  des  binômes  x' — 1 et  x"+ 1 • Mais  il  faut  remarquer 
qu'ils  s’y  présentent  élevés  au  carré.  Par  exemple,  si  on  sup- 
pose k—0  dans  la  formule  [a],  elle  devient  x* — 2x  -f  i ou  (x — 1)*; 
mais  on  ne  prendra  que  x — t. 

135.  Théorème  de  cotes.  Pour  établir  ce  théorème,  je  remar- 
querai que  si  on  donne  à k dans  la  formule  [a'],  toutes  les  valeurs 
k — 0,  1,  2,...  jusqu’à  n — 1,  et  qu’on  multiplie  entre  eux  tous 
les  trinômes  qui  résultent  de  ces  valeurs , il  est  clair  qu’on  aura 
un  produit  dans  lequel  tous  les  facteurs  de  x" — 1 seront  élevés 
au  carré;  et  par  conséquent  ce  produit  sera  égal  à (xn — d)1.  Pa- 
reillement, si  on  donne  à k,  dans  la  formule  [(!'] , toutes  les  va- 
leurs À:  =0,  1,  2,...  jusqu’à  n — d,  le  produit  de  tous  trinômes 
résultants  sera  égal  à (x*-f-  d)*. 

Cela  posé,  divisez  une  circonférence  quelconque  en  2n  parties 
égales , et  désignez  les  points  de  division  par  les  n°*  0, 1, 2,  3,  etc.; 
menez  à la  division  0,  prise  pour  origine,  un  rayon  que  vous  pro- 
longerez au  delà  de  cette  division,  si  cela  est  nécessaire;  sur  ce 
rayon , du  côté  de  la  division  0,  marquez  un  point  à une  distance 
quelconque  x du  centre;  puis  de  ce  point  tirez  des  droites  à toutes 
les  divisions  de  la  circonférence. 

Alors  prenez  le  rayon  du  cercle  pour  unité,  nommez  u une 
quelconque  de  ces  droites,  et  considérez  le  triangle  qu’elle  forme 
avec  celles  qui  joignent  ses  deux  extrémités  au  centre.  Si  elle 
aboutit  à une  division  de  rang  pair  désignée  par  2i , l’arc  compris 


2H  2AH 

entre  cette  division  et  l’origine  0 sera  — - x 2 k ou ; et  il  est 

2n  n 


facile  de  voir,  par  le  triangle,  qu’on  aura 


. , a 2AH  . , 

a*  = x’  — 2xcos h 1. 

n 


Mais  si  la  droite  u aboutit  à une  division  impaire  dont  l’ordre  soit 
marqué  par  2Æ  ^j-  d,  on  aura 


?<*=x’ — 2xcos 


(2*-H)H 


+ 1. 


En  mettant  dans  ces  trinômes  successivement,  au  lieu  de  k,  tous 
les  nombres  0,  d,  2 ,...n  — d,  le  premier  donnera  les  carrés  des 
droites  qui  aboutissent  aux  divisions  paires;  et  le  second  les  car- 
rés des  droites  qui  aboutissent  aux  divisions  impaires.  Or  ces  tri- 
nômes étant  les  mêmes  que  [«']  et  jfTj.  on  peut  conclure,  d’après 
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ce  qui  a été  remarqué  plus  haut,  le  théorème  suivant,  découvert 
par  Côtes  : Le  produit  de  toutes  les  droites  menées  aux  divisions 
paires  de  la  circonférence  est  égal  à la  différence  xn — 1,  et  le  pro- 
duit de  toutes  celles  qui  sont  menées  aux  divisions  impaires  est  égal 
à la  somme  x*-f- 1. 

Résolution  des  équations  dn  3*  degré  par  les  tables. 

. * , t 

136.  L’équation  du  3e  degré  se  ramène  à la  forme 

x*-\-  3 px  -J-  = 0, 

et  l’on  démontre  en  algèbre  que  les  trois  valeurs  de  x sont  ren- 
fermées dans  la  formule 

x—\f—q  + vV+f’  + \f—q— vV 

Mais  comme  les  valeurs  multiples  des  radicaux  cubiques  feraient 
prendre  neuf  valeurs  à cette  expression,  il  faut  en  outre  se  rappe- 
ler qu’en  désignant  le  premier  radical  cubique  par  a,  et  le  second 
par  b,  on  ne  devra  associer  que  les  valeurs  de  a et  de  b pour  les- 
quelles on  a ab— — p.  Par  conséquent,  on  écartera  toutes  les 
valeurs  étrangères  en  posant 

a = \j — q-\-  P5»  et  x—  a — “• 

137.  Lorsque  qi-j-pl  est  une  quantité  négative,  les  valeurs  gé- 
nérales de  x sont  compliquées  d’imaginaires,  et  comme  d’un  autre 
côté  on  démontre  en  algèbre  que,  dans  l’hypothèse  q*  -J-  p*  < 0, 
les  trois  racines  de  l’équation  sont  réelles,  il  semble  que  le  calcul 
doive  fournir  le  moyen  d’opérer  la  réduction  des  imaginaires. 
Cependant  il  n’en  est  pas  ainsi,  à moins  qu’on  n’emploie  des  séries 
infinies  ; et  cette  difficulté,  qui  a beaucoup  exercé  les  analystes, 
a fait  donner  le  nom  d 'irréductible  au  cas  dont  il  s’agit. 

La  difficulté  vient  de  ce  que  les  deux  racines  cubiques  qui  en- 
trent dans  l’expression  générale  de  x ne  peuvent  pas,  si  ce  n’est 
dans  des  cas  particuliers,  s’extraire  de  manière  que  la  partie  réelle 
soit  isolée  de  la  partie  imaginaire.  Or,  par  la  formule  de  Moivre, 
cette  séparation  s’obtient  sur-le-champ  dans  les  expressions  de  la 

forme  v/cosip-|- v/—ïsintp  : c’est  pourquoi  je  vais  ramener  les 
deux  radicaux  cubiques  à cette  forme. 
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Puisqu’on  a q'+p'<0,  p doit  être  négatif.  Je  mettrai  donc 
— p au  lieu  de  p,  et  l’équation  s’écrira  ainsi 

[f]  x%—  3px  + 25’  = 0. 

Alors  on  aura  ql—  p3<0  ou  q'<p\  les  valeurs  de  a seront 
données  par  la  formule 

a-\j—q-\-  s/q'—p*, 
et  celles  de  x par  la  formule 


x = a,-\-  - 
a 


dans  laquelle  il  faudra  mettre  les  différentes  valeurs  de  a. 
Cela  posé,  l’expression  générale  de  a donne 


et  puisqu  on  suppose  ql  <p*,  on  peut  déterminer  un  arc  «p  au 
moyen  de  l’équation 


H existe  une  infinité  d’arcs  qui  répondent  à un  cosinus  donné  ; 
mais  nous  conviendrons  ici  de  prendre  celui  qui  est  < 180°. 

Par  la  formule  de  Moivre,  on  a évidemment 


[2]  (cosj-cp  y/ — 1 sin^tp)*  = costp  \j — \ sin<p. 

Donc  aussi,  réciproquement,  on  doit  avoir 


v/cos<p  — 4 siù<p  = cos£<p  1 sini<p; 


et  par  suite  il  viendra 


^ = V^cosy  + sin  f = cos*<p  + sinj  <p. 


Vp 


cos  I f -j-  f sinf  <p 


= cosf  <p  — s/ — 4 sinf  f, 


— + — = 2cos|«p. 

VP  a 8T 


Remarquons  que  le  second  membre  de  la  formule  [2]  ne  change 
pas  lorsque  dans  cette  formule  on  ajoute  à ? autant  de  circonfé- 
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rences  qu’on  veut.  De  là  suit  qu’en  désignant  180e  par  H,  et  par  k 
un  nombre  entier  quelconque,  on  pourra  prendre  pour  x toutes 
les  valeurs  comprises  dans  la  formule 

x = 2ÿpcosi  (<p  + 2àH). 

Cependant  il  ne  faut  pas  croire  qu’il  en  résulte  pour  x plus  de 
trois  valeurs;  car,  après  avoir  fait  k = 0,  1,  2,  toutes  les  autres 
substitutions  ramèneront  aux  mêmes  résultats , et  l’on  n’aura  pas 
d’autres  valeurs  que  celles-ci  : 

x = 2 y'pcos^, 
x = Z\Jp  cos  !(<p  + 2H), 
x =s  2 \Jp  cos£(©  + 4H). 


138.  C’est  principalement  pour  vaincre  la  difficulté  propre  au 
cas  irréductible  qu’on  a recours  aux  lignes  trigonométriques; 
mais  on  peut  aussi  les  employer  dans  les  autres  cas.  Continuons 
de  prendre  p négatif,  et  en  conséquence  considérons  encore  l’é- 
quation 

[3]  x * — 3/Kr-J-2j  = 0, 

mais  supposons  q*>  p*.  Les  transformations  du  numéro  précédent 
sont  alors  impossibles,  car  cos  <p , abstraction  faite  de  son  signe, 
serait  > 1 . Voici  comment  ce  cas  doit  être  traité. 

Un  a toujours 


Mais  actuellement  on  mettra  — sous  la  forme 

\P  . 


a 

\Jp 


on  déterminera  l’arc  <p  par  l’équation 


et  alors  on  aura 


. „ VP 

sin2»=?:— • j 

? 


JL  — \ / -JL-  4-1  / ? \ - / A—1 co»  *p, 

\p  V sinas  y siu*  V sin2<f 
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En  extrayant  la  racine  carrée  on  peut  prendre  indifféremment 
— cos  2<p  ou  + cos  2<p  : on  en  verra  la  raison  tout  à l’heure. 

Remplaçons  1 — cos  2?  par  2sin*tp  et  sin  2?  par  2 sin  <f  cos  «y,  puis 
réduisons;  il  vient 
a 

SP 

Posons  encore 

tang«i  = V tango , 

et  calculons  par  cette  formule.  Si  on  désigne  par  6 et  O1 
les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité,  lesquelles 
sont,  comme  on  sait,  le  carré  l’une  de  l’autre,  les  trois  valeurs 

de  — seront 
\P 

a a a 

— =tang«l/,  — =ôtang«J>,  — = ôftang<V* 

SP  SP  SP 

Substituons  ces  valeurs  dans  x : en  observant  que  tang  4 cot  = 1 

et  que  6®  = i , il  vient 

x=  p (tang4  -f-  cot  4), 

x = fp  (0  tang  4 + 6*  cot  4) , 

- 

x—  y//?(0!tang4  + 8cot4). 

Si  on  eût  mis  dans  le  calcul  +cos2?  au  lieu  de  — cos2<y, 
tang  4*  serait  devenue  cot  4 et  vice  versa,  mais  il  n’en  serait  résulté 
aucune  nouvelle  valeur  pour  x. 

A présent  remplaçons  0 et  0*  par  leurs  valeurs , et  isolons  dans 
chaque  valeur  de  x la  partie  réelle  de  la  partie  imaginaire.  Par 
l’algèbre,  on  a 0 = 4 ( — 1 + s/ — 3),  01  = y ( — I — \J — 3)  ; si 
en  outre  on  observe  que  cot  4 + tang  4 = 2 coséc  24 , et  que 
cot  4* — tang  4 — 2 cot  24 , il  viendra,  toute  réduction  faite, 

x=  2 fp  coséc  24, 
x — — \fp  (coséc  24-  + 3 cot  24)  j 

x= — fp  (coséc  24- — \! — 3 cot  24')- 

139.  Nous  devons  aussi  considérer  le  cas  où  le  coefficient  p 
serait  positif.  Reprenons  l’équation  du  3*  degré  telle  qu’elle  était 
d’abord, 

|4]  x*  -f-  3 px -f-  2<7  = 0. 


y 2sm<?cos<p  * 
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Alors , à cause  de  ab  = — p,  on  aura 


et  d’ailleurs  on  a 


La  tangente  et  la  cotangente  peuvent  passer  par  tous  les  états  de 
grandeur  ; et  comme  le  terme  — \ peut  avoir  une  grandeur  quel- 

* * s 

conque,  je  le  remplacerai  par  une  de  ces  lignes.  Soit  posé 
cot2<p  = — 

. . V/>8 

il  viendra 

— = \ / cot2<?  -j-  ^cot*2«p  + 1 = 4 / 'Ü5°s®^ 

YP  V sir 


sin2<p 


= 7 2co£i_=^r 
V 2sm<pcosf  T 


Soit  encore  posé 

cot  4*  = \J cotf  : 

les  angles  <p  et  <J»  seront  faciles  à connaître  par  les  tables,  et  l’on 
aura  ces  trois  valeurs 

~=coU/,  ^ = Scot+, 

par  conséquent,  les  valeurs  de  a:  seront,  après  toutes  réductions 
faites 

x=  2y/pcot24», 

x = — \/]»(cot2«p  — ^—3  coséc  24»), 
x = — ^ — 3 coséc  2+)- 


Antre  moyen  de  résondré  le  3*  degré  par  la  trigonométrie. 


440.  Quand  on  connaît  une  ligne  trigonométrique  correspondant 
à un  arc  quelconque , si  l’on  veut  trouver  une  ligne  trigonométri- 
que correspondant  à un  arc  qui  soit  la  moitié,  le  tiers,  etc,,  du 
premier  arc,  on  arrive  à des  équations  dont  la  comparaison  avec 
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certaines  équations  données  peut  servir  à découvrir  directement  les 
racines  de  ces  dernières.  C’est  ce  qu’on  va  voir  pour  l’équation  du 
3e  degré. 

Reprenons  l’équation  sans  second  terme 

[1]  x*  + 3px  + 2?  = 0. 

Soit  <p  un  arc  quelconque,  si  on  regarde  cos<p  comme  donné  et 
qu’on  fasse  cos  | tp  = s , on  a trouvé  (n°  33),  pour  déterminer  z, 
l’équation 

[2]  • z*  — |z  — |cos«p  = 0; 

et  si  on  suppose  que  9 soit  l’arc  positif  moindre  que  H correspon- 
dant au  cosinus  donné,  il  est  démontré  que  les  trois  racines  de 
l’éq.  [2]  sont 

[3]  z = cosi<p,  z = cosi(21I  + <p),  z = cosf(2H  — <?)• 

Pour  rendre  l’éq.  [2]  identique  avec  [1],  il  faut  poser  deux  con- 
ditions : il  faudrait  donc  qu’il  y eût  deux  indéterminées  dans 
l’éq.  [2],  et  il  n’y  en  a qu’une  seule,  <p.  On  en  introduira  une  se- 

X 

conde  p en  faisant  x = pz,  d’où  z = - . Par  cette  transformation , 
l’éq.  [2]  devient 

[4]  x'  — |p’x — ^p*cos<p  = 0j 

et  en  multipliant  par  p les  valeurs  [3],  on  aurait  les  racines  de  cette 
dernière  équation. 

On  la  rendra  identique  avec  l’éq.  {1|,  en  posant  — ’ p*  = 3 p, 
— -[  ps  cos  <p  = 29,  d’où 

s p = 2 \j — p , cos  <p  = — - 

psf^p- 

Pour  que  l’arc  «p  soit  réel,  il  faut  d’abord  que  cos<p  le  soit,  ce 
qui  exige  que  p soit  négatif  dans  l’éq.  [1].  En  conséquence,  j'y 
change  p en  — p , par-là  elle  devient 

[SJ  x*  — 3jpx-j-2j’  = 0; 

et  les  valeurs  de  p et  coss>  sont 

P = 2 sfp,  eos<?=^ 

VP* 

Mais,  pour  que  <p  soit  réel,  il  faut  de  plus  que  cos<p,  abstraction 
faite  du  signe,  soit  < I : c’est-à-dire  qu’on  doit  avoir  9*  <p * 
ou  9*  — pi  < 0.  Alors  on  pourra  calculer  <p  par  les  tables,  et  en 
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multipliant  les  valeurs  [3]  par  p,  ou  2 >Jp , on  aura  les  racines  de 
l’équation  [5],  savoir  : 

ar  = 2 v'Fcosif, 
x = 2 s/p  cos  J (2H  -f  <p) , 
x = 2 \fjp  cos  J (2H  — <p) , 

lesquelles  sont  elles-mêmes  faciles  à calculer  par  les  tables.  On 
ramènera  sans  peine  celles  du  n°  137  à celles-ci. 

On  a supposé  tacitement  que  la  valeur  p = 2 \Jp  était  positive. 
On  peut  aussi  prendre  la  valeur  négative  p = — 2 \[p.  Alors  au 

lieu  de  cos  <f  = — ^ , on  aurait  cos  «p  = -—  ; donc  il  faudrait,  dans 

sip'  \fp* 

les  valeurs  précédentes,  changer  \fp  en  — y /T,  et  <p  en  H — <p. 
Mais  comme  une  équation  du  3e  degré  n’a  que  trois  racines,  on 
ne  trouvera  point  de  nouvelle  valeur  pour  x,  et  c’est  d’ailleurs  ce 
qu’il  sera  aisé  de  vérifier. 

Lorsqu’on  suppose  p -négatif  et  q * < p*,  l’équation  [l]  tombe 
dans  le  cas  irréductible  : ainsi  ce  cas  est  résolu  par  ce  qui  précède. 

141.  Continuons  de  prendre  p négatif,  mais  supposons  qu’on 
ait  q*  — p3  > 0 , le  signe  > n’excluant  pas  l’égalité. 

Dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  de  x trouvées  plus  haut  ne 
sont  imaginaires  que  parce  que  la  condition  qui  détermine  <p 
exige' qu’on  ait  cos^  > 1 ; il  est  donc  naturel  de  chercher  pour  x 
une  valeur  > 2 \fp,  et  pour  cela  je  posera^  x = 2 y/p  coséc^ , ou 
mieux,  afin  d’éviter  les  fractions,  x ==  2 \!p  coséc2'}<.  Il  faut  donc 
composer  à priori  une  équation  du  3e  degré  qni  admette  une 
racine  réelle  de  cette  forme,  dont  les  deux  autres  racines  soient 
imaginaires,  et  qui  puisse  facilement  se  résoudre  par  les  tables. 
Sans  rien  supposer  sur  le  multiplicateur  de  coséc2<V,  posons 


x = 2p  coséc  2<î<. 

P et  étant  deux  indéterminées.  Si  on  observe  que  2coséc2<|i 

2 sin*  -f-  cos'  <J/ 

— sin  2^  sin  ^ cos  «]< 


= tang^  -f-  cot'}',  on  aura 


x = p(tang^  -j-  cot  4*). 

Donc  x * = p*(tang*  4 cot5  4)  -f-  3p*(tang  4 + cot  4),  ou  bien,  en 

remettant  a?  à la  place  de  p(tang4  -)-  cot  4)  et  transposant, 

[6]  xs  — 3p*æ  — p'(tang*  ij > -j-  cot*  4)  = 0. 
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Les  deux  racines  cubiques  imaginaires  de  l’unité  étant  0 et  8’,  il 
est  facile  de  voir  qu’on  arrive  à la  même  éq.  [6],  en  prenant  l’une 
quelconque  des  trois  valeurs 

z = p(tang4  + cot4), 
x — p(8tang4  -f-  8*cot<J>), 
x = p(8*tang4  -}-  8cot4); 

par  conséquent,  ces  valeurs  sont  les  racines  de  l’équation  [6]. 

Maintenant  il  faut  rendre  cette  équation  identique  avec  la  pro- 
posée, z*  — 3 px -j-  2ÿ  = 0,  ce  qui  donne 


p = Vp  et  tang*4  + cot*4  = — 

vV 

Pour  trouver  4 , posons 

tang  4 = y tango  : 


on  aura  tang?  = tang*  4,  cot<p  = cot*4;  et  par  suite 


tang<p  + cot<p  = — 

VP* 


sin  <p  cosç 

1 T ! 


COS  o 


sin  tp 


sm*!?  + cos’tp  2»  . _ J p* 

— -L2 1 — X sin2ts  = _lX 

sm©cos<j>  Jpi  q 


Ainsi  les  tables  donneront  <?;  au  moyen  de  <p  on  aura  4s  puis 
enfin  on  aura  les  valeurs  de  x.  En  remplaçant  tp,  6,  6*,  par  leurs 
valeurs,  et  effectuant  les  réductions,  ils  vient,  comme  au  n°  138, 


x — 2 \Jp  coséc24  , 
x = — \fp  (coséc24  + sj — 3 cot  24-), 
x = — y/T(coséc24 — sj — 3 cot  24). 


142.  Ces  formules  ne  conviennent  qu’aux  seuls  cas  de  l’équa- 
tion x3  -f-  3 px  -(-  2ÿ  = 0,  dans  lesquels  on  a p négatif  et  qt>pi: 
car  autrement  la  valeur  de  sin  2<p  serait  ou  imaginaire  ou  > 1 . Il 
faut  donc  changer  de  moyen  quand  p est  positif. 

Alors  soit  fait  x = 2p  cot 24  ; on  aura  aussi 

. /cos*4—  sin*4\  , 

= fl ^col*-Un*+i> 

et  l’élévation  au  cube  conduit,  comme  plus  haut,  à l’équation 
[7]  x*  -f-  3p*z — p‘  (cot*  4 — tang’  4)  = 0, 
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dont  les  trois  racines  sont 


x — p (cot  ^ — tangij-), 
a?  = p(0  cot'}'  — ôHang'}'), 
x = P (e’cot'J' — 6 tang^). 


On  rendra  cette  équation  identique  avec  la  proposée  en  faisant 

g Q 

p = \jp,  cot‘<}' — tang3<}<  s=  e*  P01®  déterminer  <\>  à l’aide  des 
tables,  on  pose 

cot'l'  = y/cot<p. 

Donc  cot-f  — tang  <p  = cot’i}/  — tang^,  et  par  suite 


— 2 a _ j — q 

cot?  — tang<p  = -^,  ou  cot2ç:=-^;. 

L’arc  <p  étant  connu,  on  trouvera  <V,  et  ensuite  les  trois  valeurs 
de  x,  savoir  : 

x = 2y/pcot2'4, 

x = — sfp  (cot  24»  — y/— 3 coséc2'f)  > 
x— — y/p(cot24'  + y/— 3coséc24'). 

Les  transformations  précédentes  ne  doivent  point  s’appliquer 
au  cas  où  p est  négatif,  parce  qu’alors  cot2<p  est  imaginaire. 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

A DEUX  DIMENSIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  PROBLÈMES  DÉTERMINÉS. 


Règles  pour  mettre  un  problème  en  équation. 

143.  On  appelle  Géométrie  analytique,  ou,  en  d’autres  ternies, 
Application  de  l’Algèbre  a la  Géométrie,  cette  branche  importante 
des  mathématiques  qui  apprend  à faire  usage  de  l’algèbre  dans 
les  recherches  géométriques.  Sous  ce  point  de  vue  elle  doit  com- 
prendre la  trigonométrie , qui  forme  la  première  partie  de  ce  traité. 

Viète,  géomètre  français,  qui  donna  à l’algèbre  de  si  remar- 
quables accroissements,  est  le  premier  qui  l’ait  employée  pour 
trouver  les  parties  inconnues  d’une  figure,  en  exprimant  par  des 
équations  les  relations  qui  lient  entre  elles  toutes  les  parties  de 
cette  figure.  Descartes  non-seulement  perfectionna  les  travaux  de 
Viète,  mais  encore  il  inventa  des  méthodes  générales,  tout  à la 
fois  simples  et  fécondes,  pour  ramener  la  théorie  des  courbes  au 
calcul  algébrique  j et  ces  méthodes  sont  aux  yeux  de  la  postérité 
le  plus  beau  titre  de  gloire  de  ce  célèbre  philosophe.  Elles  n’ont 
été  appliquées  d’abord  qu’aux  courbes  planes,  c’est-à-dire  dont 
tous  les  points  sont  renfermés  dans  un  plan  ; et  plus  tard  elles  ont 
été  étendues  aux  surfaces  et  aux  lignes  quelconques.  C’est  de  là 
que  vient  la  distinction,  assez  généralement  adoptée,  de  géométrie 
analytique  « deux  ou  trois  dimensions. 
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Pour  suivre  l’ordre  le  plus  naturel , je  commencerai  par  expo- 
ser, avec  les  développements  qu’elle  a reçus  dans  Y Arithmétique 
universelle  de  Newton,  la  méthode  employée  par  Viète  pour  ré- 
soudre des  problèmes  déterminés.  Il  semble  qu’on  n’y  ait  en  vue 
que  les  questions  relatives  aux  figures  planes,  mais  il  sera  facile  de 
voir  qu’on  peut  y considérer  aussi  les  surfaces  et  les  solides. 

441.  Ces  diverses  grandeurs,  lignes,  surfaces,  ou  solides,  peu- 
vent être  rapportées  à une  unité  de  mesure  et  évaluées  en  nom- 
bres; pour  plus  de  généralité,  ces  nombres  peuvent  être  repré- 
sentés par  des  lettres;  et  dès  lors  on  conçoit  comment  les  grandeurs 
de  la  géométrie  peuvent  être  soumises  aux  calculs  de  l’arithmé- 
tique et  de  l’algèbre. 

445.  11  arrive  quelquefois  qu’une  question  de  géométrie  est  si 
facile  à mettre  en  équation,  qu’il  n’est  besoin  d’aucune  règle  pour 
y parvenir. 

Par  exemple,  s’il  s’agit  de  partager  une  droite  en  moyenne  et 
extrême  raison,  on  désignera  par  a la  ligne  donnée,  et  par  x le 
plus  grand  segment;  alors  le  plus  petit  segment  sera  a — x,  et, 
d’après  l’énoncé  du  problème,  on  posera  sur-le-champ  l’équation 

[4]  xi=a(a  — *), 

d'où  l’on  tire 

X — — ja±:  y a*  -f-  [ as. 

La  seconde  valeur  est  négative,  et  ne  saurait  convenir  à la  ques- 
tion ; car  il  est  évident  que  le  segment  cherché  ne  peut  être  qu’une 
quantité  positive.  On  n’a  donc  qu’une  solution,  savoir  : 

x = — + s/a*+*  «*• 

Quand  on  aura  évalué  en  nombre  la  ligne  donnée  au  moyen  d’une 
certaine  unité  de  longueur,  il  est  clair  qu’il  ne  restera  plus  qu’à 
exécuter  les  calculs  indiqués  dans  la  formule,  pour  connaître  le 
nombre  d’unités  contenues  dans  le  segment  cherché. 

Si  on  veut  avoir  ce  segment  par  une  construction  géomé- 
trique, la  valeur  précédente  en  indique  une  fort  simple.  Élevez 
(fig.  36),  à l’extrémité  de  la  ligne  donnée  AB,  une  perpendiculaire 
BC  égale  à la  moitié  de  AB,  et  joignez  AC.  L’hypoténuse  AC  sera 
égale  à y a*  -(-  \ a1  ; et  en  décrivant,  du  centre  C avec  le  rayon  BC, 
une  circonférence  qui  coupe  AC  en  D,  on  a évidemment 

AD  = v^a*  + ia*  — jû  : 
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donc  x = AD.  Ainsi , pour  résoudre  la  question , il  n’y  a plus  qu’à 
rapporter  AD  en  AM  sur  AB.  On  remarquera  que  cette  construc- 
tion est  précisément  celle  qui  est  connue  en  géométrie. 

La  circonférence  décrite  du  centre  G coupe  le  prolongement 
de  AC  en  D';  et  si  on  porte  AD'  en  AM'  sur  AB  prolongée,  on 
aura 

AM'  ==  AD'  = sj à1  + i a*  — ’ a : 

donc  la  seconde  valeur  de  x est  x = — AM’.  Je  reviendrai  bientôt 
sur  les  valeurs  négatives  des  inconnues , et  sur  les  constructions 
dont  les  expressions  algébriques  sont  susceptibles. 

146.  Le  problème  précédent  était  fort  simple;  mais  le  plus  sou- 
vent les  rapports  de  grandeur  et  de  situation , qui  lient  les  lignes 
entre  elles,  compliquent  les  questions  de  géométrie  à tel  point 
qu’on  a besoin  de  méthodes  et  d’artifices  particuliers  pour  former 
les  équations  d’où  dépendent  les  inconnues.  Alors,  la  première 
règle  à observer  consiste  à se  bien  pénétrer  des  relations  que  ce 
problème  établit  entre  les  ligues,  les  angles , les  surfaces , les  so- 
lides, sans  aucune  distinction  des  données  et  des  inconnues  : il 
devient  facile  ensuite  d’exprimer  ces  relations  par  des  équations; 
et  enfin  on  déduit  de  ces  équations,  quand  cela  est  possible,  les 
valeurs  des  quantités  inconnues. 

Par  exemple,  considérons  (fig.  37)  un  triangle  isoscèle  inscrit 
dans  un  cercle;  il  est  évident  qu’il  existe  entre  le  côté  BG , la  base 
CD  et  le  diamètre  AB,  une  telle  dépendance , que  deux  de  ces  trois 
lignes  étant  données,  la  troisième  en  dérive  nécessairement.  De 
là  il  suit  que  la  question  peut  être  de  chercher  le  diamètre  par  le 
moyen  du  côté  et  de  la  base,  ou  de  chercher  la  base  par  le  moyen 
du  côté  et  du  diamètre,  ou  enfin,  de  chercher  le  côté  par  le  moyen 
de  la  base  et  du  diamètre.  Mais,  quelle  que  soit  celle  de  ces  trois 
questions  qu’on  ait  à résoudre,  on  ne  mettra  d’abord  aucune  diffé- 
rence entre  les  données  et  l’inconnue , et  on  posera  l’équation  qui 
établit  la  relation  mutuelle  des  trois  quantités.  Il  n’y  aura  plus 
alors  qu’à  déduire  de  l’équation  la  valeur  de  la  ligne  qui  aura  été 
prise  pour  inconnue. 

Soit  fait  la  base  CD  = é,  le  côté  BC  = c,  le  diamètre  Al!  = d. 
Supposons  que  ce  diamètre  soit  celui  qui  divise  l’angle  CBD  en  deux 
parties  égales,  il  devra  couper  la  base  CD  perpendiculairement  en 
son  milieu  E.  Or,  d’après  un  théorème  connu , la  corde  CB  est 

8 
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moyenne  proportionnelle  entre  le  diamètre  B A et  le  segment  BE; 
donc  on  a BC*  = AB  x BE,  ou,  mettant  les  lettres  qui  représen- 
tent les  lignes , 

c*  = dxBE,  d’oii  BE=j. 

Mais  le  triangle  rectangle  CBE  donne  BC*  — BE*  = CE*;  par  suite 
il  vient 

12)  «*-£  = ***> 

équation  facile  à résoudre , quelle  que  soit  l’inconnue. 

Si  c’est  le  diamètre  qu’on  cherche,  on  tire  de  cette  équation  la 
valeur  de  d,  et  l’on  a 

, c*  „ 

« = ..  — s 

Si  c’est  la  base  qui  est  inconnue,  on  tire  de  l’équation  la  valeur 
de  b,  et  l’on  trouve 

5 _ 2c  \jd}  — c* 
d 

Enfin,  si  on  cherche  le  côté  du  triangle  isoscèle,  il  faut  résoudre 
l’équation  par  rapport  à c,  ce  qui  donnera 

Dans  chacun  de  ces  trois  cas  nous  avons  négligé  les  valeurs 
négatives,  parce  qu’elles  ne  peuvent  point  convenir  à la  question. 
Les  deux  premiers  cas  n’admettent  qu’une  seule  solution.  Le  troi- 
sième peut  en  admettre  deux  : il  est  évident  en  effet  que , quand 
on  donne  le  diamètre  AB  et  la  base  CD,  chacun  des  triangles 
ACD,  BCD,  satisfait  également  à )a  question. 

147.  Revenons  maintenant  sur  nos  pas,  et  remarquons  la  ma- 
nière dont  on  est  parvenu  à l’équation  [2].  L’inspection  de  la 
figure  a montré  sur-le-champ  que,  par  le  moyen  du  diamètre  AB 
et  du  côté  BC,  on  pouvait  calculer  d’abord  BE,  et  ensuite  la  demi- 
hase  CB;  et  ceci  a suffi  pour  former  l’équation.  De  là  résulte  la 
règle  suivante  posée  par  Newton  : 

Lorsqu'un  problème  est  proposé , il  faut  le  regarder  comme  résolu , 
el  comparer  entre  elles  toutes  les  quantités  qu'il  renferme , sans  au- 
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cime  distinction  entre  les  connues  et  les  inconnues;  examines'  ensuite 
comment  elles  dépendent  les  unes  des  autres,  afin  de  reconnaître 
quelles  sont  celles  qui,  étant  données,  pourraient  conduire  à la  dé- 
termination des  autres.  Alors  il  sera  facile  de  mettre  le  problème 
en  équation. 

148.  Toutefois,  il  importe  de  remarquer,  avec  le  même  géomè- 
tre, qu’il  n’est  pas  nécessaire  de  reconnaître  du  premier  coup  d’œil 
par  quelles  opérations  le  calcul  peut  conduire  des  premières  quan- 
tités aux  dernières  : il  suffit  de  sentir  en  général  que  les  unes  peu- 
vent se  déduire  des  autres  par  un  moyen  quelconque.  C’est  ce 
qu’on  va  développer. 

Soit  proposé  une  question  dans  laquelle  il  y ait  à considérer  le 
diamètre  AB  (tig.  38)  avec  les  trois  lignes  BC,  CD,  DA,  inscrites 
dans  le  demi-cercle.  Si  on  cherche  le  diamètre  AB  et  que  les  autres 
lignes  soient  données,  on  ne  voit  ni  calcul  ni  construction  propre 
à déterminer  cette  inconnue.  Cependant,  il  est  évident  que  ce  dia- 
mètre n’est  pas  arbitraire,  car  il  doit  être  tel  qu’on  puisse  inscrire 
dans  le  demi-cercle  les  trois  lignes  données.  C’est  pourquoi  l’on 
regardera  AB  comme  connue,  et  l’on  établira  le  calcul  comme  s’il 
l’était  véritablement.  Alors  on  remarque  qu’il  est  facile,  en  s’aidant 
de  quelques  théorèmes  de  géométrie,  de  calculer  l’une  quelconque 
des  trois  cordes,  AD  par  exemple,  au  moyen  du  diamètre  et  des 
deux  autres  cordes. 

Pour  y parvenir,  menez  la  diagonale  AC,  et  abaissez  CE  perpen- 
diculaire sur  AD  prolongée.  Puisque  l’angle  ACB  est  inscrit  dans 
un  demi-cercle,  cet  angle  est  droit.  Puisque  le  quadrilatère  ABCD 
est  inscrit  dans  un  cercle,  la  somme  des  angles  opposés  ABC,  ADC, 
est  égale  à deux  angles  droits  : or,  la  somme  des  angles  CDEet  ADC, 
est  aussi  égale  à deux  angles  droits  ; il  est  donc  facile  d’aperce- 
voir que  les  angles  ABC,  CDE,  sont  égaux,  et  que  par  conséquent 
les  triangles  rectangles  ACB,  CDE,  sont  semblables.  Cela  posé, 
pour  déterminer  AD  au  moyen  de  AB,  BC  et  CD,  voici  de  quelle 
manière  le  calcul  se  conduit. 

Faites  AB  = x,  BC  = a,  CD  = b,  AD  = c.  Le  triangle  rectangle 
ACB  donne  la  valeur  de  AC,,  au  moyen  de  AB  et  de  BC;  et  l’on  a 

AC  = \jxt — u*. 

Les  triangles  semblables  ACB,  CED,  feront  trouver  CE  et  DE.  En 

, . CE  CD  DE  CD 

effet,  ils  donnent  les  proportions  — ^ ~ ab’°U’  ce  1,1,1 
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est  la  même  chose , ^ . = - , — 

s x a 


; et  de  là  on  tire 

x 


Le  triangle  rectangle  AEC  donne  AE=  y AC* — CE*.  Par  suite, 
en  remplaçant  AC  et  CE  par  leurs  valeurs,  on  obtient 

b*  [x1 — a*) y/(ar* — a*)(x* — é*) 

x * x 

Maintenant  la  différence  AE — DE  donne  AD,  c’est-à-dire  qu’on  a 

An ^{x* — a’)  ( x * — 6’)  ab 

Pi  D — ” " “*— « 

x x 


Or  AD  doit  être  égal  à c ; donc  on  a l’équation 

y^( x * — à1)  (x* — à’)  ab  

x x * • 

laquelle  devient  successivement 

y/(x* — a’)  (x* — b1)  = ex -{-ab, 

(x* — o’)  (x* — b *)  = (ex ab)*, 
x4 — a’x’ — 6!x’-f  a,6*=  e*x’-f-  2aiex-f-  a* b*, 
x* — (a*-f-  b'-\-  c’jx1 — 2 abex  = 0, 
et  enfin,  en  divisant  par  x 
[3]  x3 — (a*  + è* c’)x — 1abc=-0. 

Ainsi , la  détermination  du  diamètre  AB  dépend  d’une  équation 
du  3*  degré,  ce  qui  donne  lieu  de  penser  que  le  problème  peut  avoir 
trois  solutions.  Nous  ne  ferons  aucune  autre  observation  : pour 
le  moment,  il  s’agit  principalement  de  montrer  de  quelle  manière 
on  ramène  les  problèmes  de  géométrie  à des  équations. 

149.  On  est  parvenu  à l’équation  [3]  en  suivant  littéralement  la 
règle  du  n°  147  ; c’est-à-dire  qu’on  a regardé  comme  connues  toutes 
les  lignes  de  la  question,  et  qu’on  a examiné  ensuite  celles  qui 
pouvaient  être  employées  à trouver  facilement  les  autres.  Mais 
souvent  il  est  difficile , et  même  impossible , de  suivre  rigoureuse- 
ment cette  marche.  En  effet,  on  est  obligé,  dans  la  plupart  des 
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cas,  de  tracer  sur  la  figure  des  lignes  auxiliaires,  qu’il  faudrait 
exprimer  d’abord  par  le  moyen  des  lignes  qu’on  regarde  comme 
connues,  et  dont  les  valeurs  devraient  entrer  ensuite  dans  les 
valeurs  des  lignes  qu’on  regarde  comme  inconnues  : or,  il  est  évi- 
dent que  ces  calculs  pourraient  devenir  extrêmement  embarras- 
sants. Pour  surmonter  ces  difficultés,  il  convient  de  modifier,  ainsi 
qu’il  suit,  la  règle  du  n"  147  : 

Après  avoir  tracé  sur  la  figure  toutes  les  lignes  connues  ou  incon- 
nues gui  se  trouvent  dans  la  question  proposée , on  mènera  les  lignes 
auxiliaires  qu'on  jugera  propres  à en  faciliter  la  solution  par  l’em- 
ploi des  théorèmes  de  la  géométrie.  Ces  lignes  auxiliaires  seront  de 
nouvelles  inconnues , que  l’on  considérera  comme  si  elles  étaient 
dans  l’énoncé  même  de  la  question.  Alors  on  posera  les  équations  qui 
lient  entre  elles  toutes  les  lignes  de  la  figure.  Quand  le  problème  est 
déterminé , on  arrivera  toujours  à un  nombre  d'équations  égal  à 
celui  des  lignes  inconnues,  et  le  problème  de  géométrie  sera  ramené  à 
la  résolution  de  ces  équations. 

150.  Le  problème  du  n°  148  peut  offrir  une  application  fort 
simple  de  cette  règle.  Ayant  tiré  les  lignes  auxiliaires  AG,  CE, 
faisons  toujours  AB  = x , BC  = a , CD  = b,  DA  = c ; considérons 
la  diagonale  AC  comme  une  nouvelle  inconnue,  et  faisons  AC =y. 
Le  triangle  rectangle  ACB  donne,  entre  x et  y,  l’équation 

x*  = a1  -j-  y *. 

Or,  les  triangles  semblables  ABC,  CED,  donnent  DE=  et  le 
triangle  obtusangle  ACD  donne,  par  un  théorème  connu, 

y*  = ô‘4-c*  + 2cx^. 

Voilà  donc  deux  équations  dans  lesquelles  se  trouvent  l’inconnue 
auxiliaire  y et  l’inconnue  principale  x.  Si  on  veut  avoir  l’équation 
qui  détermine  x par  le  moyen  des  seules  lignes  données  a,  b , c, 
il  faut  éliminer  y * entre  les  deux  équations , ce  qui  est  facile.  U 
suffit  de  substituer,  dans  la  première  équation , la  valeur  de  y 

2 abc 

donnée  par  la  seconde.  Il  vient  ainsi  x*  = a*  + 6*  -j-  c*  -| — — , 

X 

ou , en  réduisant  convenablement, 

xs  — (a1  -f-  b*  -}-  c1)  x — 2 abc  = fi  : 
c’est  l’équation  [3]  trouvée  plus  haut, 
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151.  Afin  de  présenter  encore  une  application  de  la  règle  du 
n°  149,  et  de  montrer  combien  les  solutions  d’une  même  question 
peuvent  être  variées,  plaçons  ici  une  autre  solution  du  même  pro- 
blème. Prolongez  CD  et  BA  (fig.  39)  jusqu’à  leur  intersection  F,  et 
l’on  aura  deux  triangles  BCF,  DAF,  qui  seront  semblables  : car 
l’angle  F est  commun,  et  de  plus  les  angles  ABC,  ADF  sont 
égaux,  comme  suppléments  du  même  angle  ADC.  Maintenant  il 
est  clair  que  si,  outre  les  lignes  qui  sont  dans  la  question,  la  ligne 
BF  était  encore  donnée , nous  trouverions  facilement  CF  et  DF,  et 
par  suite  l’équation  CF  — DF  = CD.  Conservant  toujours  à nos 
premières  lignes  les  noms  a,b,c,x,  faisons  de  plus  BF  = y.  Nous 
aurons  A F — y — x,  et  les  triangles  semblables  donneront 


DF c 

y a ’ 

CF  a 

y — x c’ 


d’où 

d’où 


5 


CF  = 


a[>J  — *) 
c 


Remplaçant,  dans  CF — DF=CD,  chaque  ligne  par  sa  valeur,  on  a 


<y— x) cJL  — b, 

c a 


1”  équation. 


Mais  ayant  traité  comme  connues  deux  quantités  inconnues, 
BA  et  BF,  il  faut  encore  trouver  une  autre  équation.  Pour  cela 
j’abaisse  CG  perpendiculaire  sur  BA , et  j’ai 


BG 

BC 


BC 

BÂ’ 


d’où  BG 


«* 
x ' 


Or,  le  triangle  CBF  donne  CF*  = BC*  + BF*  — 2BF  x BG  ; je  rem- 
place donc  dans  cette  égalité  les  lignes  par  leurs  valeurs,  et  il  vient 


«*(y— s)* 

c* 


= «*  + y*  — 


2e  équation. 


En  éliminant  l’inconnue  auxiliaire  y,  on  aura  l’équation  de 
laquelle  dépend  l’inconnue  principale  x.  Je  ramène  d’abord  les 
deux  équations  à celles-ci 

(a*  — c*)  y — a’  x = abc , 

(a*  — c*)  y'x  + 2a*  (c*  — xi)  y -J-  a*x3  — aVx  = 0 ; 


puis,  de  la  1"  je  tire  y = 


a* x 4- abc 


en  substituant  cette  valeur 
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dans  la  2",  je  trouve  comme  plus  haut,  après  réductions  faites, 
— (a*  + J*  + c’)  x — 2 abc  = 0. 


182.  Les  trois  solutions  que  nous  venons  de  donner  pour  le 
même  problème , ne  sont  pas  également  simples  ; et  ceci  donne 
lieu  de  remarquer  que  les  moyens  qui  se  présentent  les  premiers 
à la  pensée  conduisent  souvent  à des  calculs  laborieux , quand  on 
veut  les  mettre  en  usage.  Il  faut  alors  revenir  sur  ses  pas , et  faire 
de  nouvelles  tentatives  pour  s’ouvrir  un  chemin  plus  facile. 

153.  Le  problème  suivant  nous  offrira  de  nouvelles  remarques 
qui  ne  sont  point  sans  importance. 

Étant  donné  un  carré  OCMN  (îig.  40),  mener  une  droite,  par 
le  sommet  M,  de  telle  sorte  que  la  distance  comprise  sur  cette 
droite , entre  les  lignes  AA'  et  BB\  qui  forment  l’angle  O opposé  au 
sommet  M,  soit  égale  à une  longueur  donnée  m. 

Pour  le  moment,  ne  faites  pas  attention  aux  lignes  ponctuées  de 
la  figure  : elles  se  rapportent  au  n“  157.  Soit  MOP  une  ligne  qui 
satisfait  au  problème:  comme  l’énoncé  laisse  l’inconnue  à volonté, 
et  qu’il  suffit  qu’on  puisse  s’en  servir  pour  déterminer  facile- 
ment la  ligne  cherchée , je  prends  OP  pour  inconnue.  Je  fais 
OP  = x , OC  = MG  = a ; on  a d’ailleurs , par  l’énoncé  même , 
OP  = m.  Gela  posé,  les  triangles  semblables  OQP,  CMP,  donnent 


QO  PO  . _ _ , , QO  x ,,  , _ _ ax 

— = — ; mais  PC=x-f-a;  donc  — = — ; — , d ou  QO  = — ; — . 
MC  PC’  a x+a’  v x-f-a 

Par  suite,  le  triangle  OQP  donne  PQ*  = x'  + , a , ...  Or,  PQ  doit 

(*+<*) 

être  égal  à m-,  donc  x1  + ou,  en  réduisant; 


[4]  x*  + 2 or*  — (m*  — 2a*)  x * — 2 am’x  ■ — a’m*  = 0. 


Ainsi  la  question  dépend  d’une  équation  du  4*  degré. 

Nous  avons  supposé , dans  ce  qui  précède , la  ligne  QP  placée 
dans  l’angle  BOA'.  Or,  la  question  demande  qu’elle  soit  placée 
entre  les  droites  AA',  BB',  sans  désigner  en  particulier  aucun  des 
quatre  angles  droits.  Il  suit  de  là  qu’on  peut  remplir  les  condi- 
tions de  l’énoncé  de  quatre  manières,  ainsi  que  l’indique  la  figure. 
Les  deux  solutions  représentées  dans  les  angles  BOA',  AOB',  exis- 
tent toujours;  mais  les  deux  autres,  représentées  dans  l’angle  AOB 
n’existent  que  lorsque  la  ligne  donnée  m est  suffisamment  grande. 
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Pour  former  les  équations  qui  déterminent  les  trois  dernières 
solutions,  il  n’y  a que  de  légers  changements  à faire  aux  raison- 
nements précédents.  En  désignant  par  x l’inconnue  OP',  ou  OP", 
ou  OP'",  on  arrive  toujours  à l’équation 

— 2 «x3  — (m*  — 2ns)  x'  2 amîx  — a*m*  = 0. 


Une  observation  se  présente  ici  d’elle-méme , c’est  qu’en  chan- 
geant dans  cette  équation  a;  en  — x on  retombe  sur  l’équation  [4]  ; 
donc  celle-ci  suffit  pour  donner  toutes  les  solutions  de  la  question, 
pourvu  qu’on  ait  soin  de  porter  les  valeurs  négatives  de  x du  côté 
OA , tandis  que  la  valeur  positive  se  portera  du  côté  OA'. 

454.  L’équation  [4]  est  complète;  mais,  par  un  choix  conve- 
nable d’inconnue,  on  peut  parvenir  à une  équation  plus  simple  et 
plus  facile  à résoudre.  Soit  toujours  MQP  (tig.  40)  une  droite  qui 
satisfait  au  problème,  et  soit  H le  milieu  de  PQ  : je  prends  MH 
pour  inconnue,  et  je  fais  MH  = y.  J’aurai 

MQ  = y-~,  MP  = ÿ+^,  CP  = y/ (y+|) 

Ensuite,  à cause  de  MC  parallèle  à QO,  on  a 
CP  MP 

~ = d’où  MQ  x CP  ==  OC  X MP. 


En  remplaçant  les  lignes  par  leurs  valeurs , cette  égalité  devient 


puis,  en  élevant  au  carré  et  réduisant. 


y‘— ’(2«*+ y)  >f 


m 


ant 


0. 


x V”  ‘ O / » 1 16  2 

Cette  équation  se  résout  par  le  second  degré.  On  en  tire  d’abord 


. i i-  , 9}  jn*  - --- 

ÿ2  = a-  + -j-  ± a vV  -f  w*, 

4 

et  ensuite 


La  première  de  ces  deux  valeurs  est  toujours  réelle;  c’est  elle  qui 
donne  les  deux  lignes  MQP,  MP'Q’.  La  seconde  peut  devenir  ima- 
ginaire, et  c’est  elle  qui  donne  1rs  lignes  P"MQ",  P'"MQ"’.  Quant 


y=sjai 


+ 


m* 


: a <Ja*  - f- 


m 
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aux  valeurs  négatives  de  yy  on  n’en  tient  aucun  compte,  parce 
qu’elles  sont  inutiles. 

155.  Il  était  facile  de  prévoir  que  l’inconnue  y ne  dépendrait 
que  des  équations  du  2e  degré.  En  effet,  comme  le  point  M est 
également  éloigné  des  côtés  de  l’angle  AOB , il  est  évident  que , si 
on  connaît  la  solution  MQP,  qu’on  prenne  OP'  = OQ , et  qu’on 
tire  MP'Q',  on  aura  P'Q'  = PQ  = m ; donc  P'Q'  sera  une  autre  solu- 
tion du  problème.  Pareillement,  si  P'Q"  est  une  droite  égale  à m, 
en  prenant  OP'"  = OQ"  et  tirant  P'"MQ'"on  aura  encore  P'"Q'"  = »z. 
Il  est  évident  aussi  que , si  on  prend  les  milieux  H,  H',  H",  H'",  de 
PQ,P'Q',P"Q  ',P'"Q"’,  la  distance  MH'  sera  égale  à MH,  et  la  distance 
MH"  égale  à MH";  donc,  en  adoptant  pour  inconnue  la  distance 
du  point  M au  milieu  de  la  droite  égale  à m,  qui  doit  être  inscrite, 
on  est  certain  que  cette  inconnue  n’aura  que  deux  valeurs  diffé- 
rentes, et  ne  devra  par  conséquent  dépendre  que  du  2e  degré. 

Il  n’en  était  pas  ainsi  lorsqu’on  prenait  pour  inconnue  la  distance 
du  point  O au  point  où  la  droite  demandée  coupe  la  ligne  AA'. 
Alors  l’inconnue,  qui  était  désignée  par  x,  devait  avoir  quatre  va- 
leurs tout  à fait  différentes,  lesquelles  sont  : x = OP,  x = — OP', 
x = — OP",  x — — OP'". 

De  ce  qui  vient  d’être  dit  résulte  cette  règle  importante  que , 
pour  se  déterminer  dans  le  choix  de  l’inconnue , il  faut  examiner 
quelle  est  celle  qui  doit  avoir  le  moins  de  valeurs. 

156.  D’après  cette  règle,  s’il  arrive  que  deux  quantités  aient  une 
telle  ressemblance  de  relation  avec  les  autres  quantités  de  la  ques- 
tion, qu’en  prenant  l’une  ou  l’autre  pour  inconnue,  on  arrive  à 
des  équations  entièrement  semblables,  il  faudra  les  rejeter  toutes 
deux  également,  et  prendre  à leur  place,  pour  inconnue,  une  quan- 
tité qui  ait  une  même  relation  avec  l’une  et  l’autre;  par  exemple, 
leur  somme,  ou  leur  différence,  ou  une  moyenne  proportionnelle, 
ou  enfin  toute  autre  quantité  convenablement  choisie. 

Quelquefois  on  aperçoit  sur-le-champ  qu’une  quantité  ne  peut 
pas  avoir  une  valeur  positive  + a,  sans  en  avoir  aussi  une  néga- 
tive de  même  grandeur — a.  Cette  circonstance  peut  déterminer  à 
prendre  cette  quantité  pour  inconnue  : car  on  est  sur  que  l’équa- 
tion finale  dont  elle  dépend  aura  toutes  ses  racines  égales  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires,  et  que  par  conséquent  cette  équation 
ne  contiendra  que  des  puissances  paires  de  l’inconnue. 

Dans  certains  cas  encore,  on  reconnaît  qu’en  prenant  pour  in- 
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connue  le  rapport  de  deux  quantités,  cette  inconnue  ne  peut  pas 

1 

avoir  une  valeur  a sans  avoir  aussi  la  valeur  -.  Alors  on  est  sûr  que 

l’inconnue  sera  donnée  par  une  équation  réciproque.  Or,  on  sait 
qu’une  telle  équation  s’abaisse  k un  degré  moitié  moindre,  et  cette 
considération  peut  paraître  déterminante. 

137.  Mais,  parmi  les  inconnues  qui  au  premier  aperçu  parais- 
sent pouvoir  être  employées  avec  un  égal  avantage , il  y a encore 
un  choix  à faire,  quand  on  veut  avoir  la  solution  la  plus  simple 
possible;  et  ce  choix  est  quelquefois  tellement  difficile,  que  le 
bonheur  semble  y avoir  plus  de  part  que  la  sagacité.  La  dernière 
question  nous  servira  encore  d’exemple. 

Supposons,  comme  plus  haut  (153),  que  la  ligne  MPQ  satisfasse 
à l’énoncé,  et  élevons  sur  MP  la  perpendiculaire  PR,  qui  rencontre 
en  R le  prolongement  de  MN.  Il  est  clair  que  le  point  P est  déter- 
miné quand  on  connaît  le  point  R : car  il  suffit  alors  de  décrire 
une  demi-circonférence  sur  MR  comme  diamètre.  Sans  doute  il  ne 
vient  guère  à la  pensée  de  prendre  la  distance  NR  pour  inconnue; 
cependant  on  va  voir  qu’on  obtient,  par  ce  moyen,  un  résultat 
d’une  extrême  simplicité. 

Soit  donc  NR=z.  Je  fais  de  plus  MQ  = u,  et  j’abaisse  PS 
perpendiculaire  sur  MR.  Les  triangles  MNQ,  PRS  sont  égaux, 
car  ils  sont  rectangles,  et  on  aMN  = PS;donc  PR  = MQ  = m. 
Cela  posé,  le  triangle  rectangle  MPR  donne  les  deux  égalités 
MR*  = MP*  + PR* , MR x PS  = MP  X PR;  et  en  y remplaçant 
les  lignes  par  leurs  désignations  analytiques,  il  vient 

(z  -f  a)1  = (m  -J-  m)1  -}-  (z  + a)a  = (»»-j-u)u. 

On  a ainsi  deux  équations  entre  deux  inconnues.  Si  on  fait  passer 
le  point  P dans  les  quatre  positions  qu’il  peut  occuper,  on  verra 
que  ces  équations  subsistent  encore,  avec  cette  différence  que  z 
change  de  signe  quand  le  point  R tombe  du  côté  NR',  et  que  u en 
change  aussi  quand  Q tombe  de  l’autre  côté  du  point  M par  rap- 
port au  point  P,  lequel  doit  toujours  rester  sur  la  ligne  AA'. 

On  élimine  u en  retranchant  de  la  lr*  équation  deux  fois  la  2«, 
et  il  vient 

z1  = as  +wi!,  d’où  z — 

résultat  d’une  simplicité  inespérée,  et  qui  donne  lieu  à la  construc- 
tion suivante. 
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Perpendiculairement  à MN  prenez  MT  = m , et  tirez  NT  : on 
aura  NT  = y'a’  -(-  m1.  11  faut  donc  porter  NT  de  N en  R et  en  R' 
sur  MN  prolongée,  puis  décrire,  sur  MR  et  MR',  des  demi-circon- 
férences qui  rencontrent  la  ligne  AA'  aux  points  P,  F,  P",  P'";  et 
alors  on  obtient  les  solutions  du  problème  en  traçant  les  quatre 
droites  MQP,  MP'Q’,  P"MQ",  P"MQ ’.  Les  intersections  P"  et  P"'  dis- 
paraissent quand  on  a MR'  <2MC,  c’est-à-dire  y'as  -f- mJ — a <2a. 
De  là  on  déduit  aisément  m < 2ay2,  ou  bien  tn  <20M,  en  remar- 
quant que  la  diagonale  OM  = «y2  ; donc  la  plus  petite  ligne  qu’on 
puisse  mener  par  le  point  M,  dans  l’angle  AOB,  est  égale  au  double 
de  la  distance  OM. 

La  construction  précédente  était  connue  de  Pappus,  géomètre 
d’Alexandrie,  qui  vivait  vers  l’an  400  de  l’ère  chrétienne. 

158.  Après  les  développements  dans  lesquels  je  viens  d’entrer, 
le  lecteur  à qui  les  théorèmes  de  la  géométrie  sont  familiers  trou- 
vera peu  de  difficultés  à mettre  les  problèmes  en  équation. 

Quand  la  question  proposée  renfermera  des  angles,  il  faudra 
tirer  des  droites  entre  les  côtés  de  ces  angles,  ce  qui  formera  des 
triangles;  et  on  introduira  dans  le  calcul,  au  lieu  des  angles,  les 
côtés  des  triangles,  ou  plutôt  les  rapports  de  ces  côtés.  On  pourra 
aussi  se  servir  des  lignes  trigonométriques,  ce  qui  est  la  même  chose 
au  fond  : car  ces  lignes  sont  elles-mêmes  les  côtés , ou  plutôt  les 
rapports  des  côtés  de  certains  triangles  rectangles. 

S’il  y a des  surfaces  à considérer,  on  peut  les  remplacer  par  des 
carrés  ou  par  des  rectangles , et  les  représenter  par  des  expres- 
sions telles  que  a1  et  ab.  Si  la  question  renferme  des  solides , on 
pourra  leur  substituer  des  cubes  ou  des  parallélépipèdes  rectan- 
gles équivalents,  et  les  désigner  par  des  expressions  de  la  forme 
as,  a’i,  abc. 

Sur  les  valeurs  négatives  des  Inconnues. 

159.  Lorsqu’on  emploie  l’Algèbre  pour  traiter  une  question  de 
nombres,  on  trouve  quelquefois,  pour  les  inconnues,  des  valeurs 
négatives.  On  sait  que  ces  valeurs  ne  conviennent  point  à la  ques- 
tion, prise  avec  toutes  les  restrictions  contenues  dans  son  énoncé, 
ou  avec  celles  qu’on  y introduit  souvent  par  certaines  supposi- 
tions, faites  soit  au  commencement,  soit  dans  le  cours  du  calcul; 
et  on  sait  aussi  comment,  en  changeant  dans  les  équations  le  signe 
des  lettres  qui  représentent  les  inconnues,  on  peut  lever  ces  diffé- 
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rentes  sortes  de  restrictions.  Ces  remarques  s’appliquent  également 
aux  problèmes  de  géométrie  qu’on  résout  par  l’Algèbre  : c’est  ce 
qui  va  être  développé. 

160.  Reprenons  le  problème  du  n°  145,  dans  lequel  on  propose 
de  partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison.  Il  est  évi- 
dent que  cet  énoncé  revient  au  suivant  : Partager  une  droite  AB 
(fig.  41)  en  deux  segments  AM,  MB,  de  telle  sorte  que  le  segment  AM 
soit  moyen  proportionnel  entre  la  ligne  entière  AB  et  l’autre  seg- 
ment MB. 

En  faisant  AB  = a,  AM  = i,ona  MB  = a — #,  et  l’équation  du 
problème  est 

[1]  x*  = a(a  — x), 

de  laquelle  on  tire  les  deux  valeurs 

x — — ia±y/a!  + |a*. 

La  première  valeur  est  positive  et  moindre  que  a;  donc  elle  déter- 
mine véritablement  un  point  M situé  entre  A et  B,  ainsi  que  l’exige 
l’énoncé.  Mais  la  seconde  est  négative , et  par  cette  raison  ne  sau- 
rait convenir  à la  question. 

Changeons,  dans  l’équation,  le  signe  de  x,  elle  devient 

[2]  a;’=a(a  -)-  x); 

et  en  prenant  positivement  la  valeur  de  x , qui  tout  à l’heure  était 
négative,  on  aura  l’expression 

x=  J a -(-Va* + 1 a’. 

qui  devra  satisfaire  à l’éq.  [2].  Or,  cette  équation  est  précisément 
celle  qu’on  trouve,  si  on  cherche,  sur  le  prolongement  de  BA  au 
delà  de  A,  un  point  M',  tel  que  la  distance  AM'  soit  moyenne  pro- 
portionnelle entre  la  distance  BM'  et  la  droite  donnée  AB.  De  là 
il  suit  qu’en  portant  la  valeur  positive  de  x du  côté  AB,  à droite 
de  A,  et  la  valeur  négative  de  x,  prise  abstraction  faite  de  son 
signe,  du  côté  AX,  à gauche  de  A,  on  aura  toutes  les  solutions 
du  problème  proposé,  généralisé  ainsi  qu’il  suit  : 

Sur  une  droite  indéfinie,  qui  passe  par  deux  points  donnés  A 
et  B,  déterminer  un  point  dont  la  distance  au  point  A soit  moyenne 
proportionnelle  entre  sa  distance  à l’autre  point  B et  la  distance 
donnée  AB. 

Cet  énoncé  est  dégagé,  comme  on  voit,  de  la  restriction  qui 
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exigeait  que  le  point  demandé  fût  placé  entre  A et  B,  et  non 
ailleurs. 

161.  On  aurait  pu  proposer  d’abord  ce  dernier  énoncé.  Alors, 
considérant  le  problème  comme  résolu,  et  supposant  que  le  point 
M en  remplit  toutes  les  conditions,  nous  aurions  fait  encore  l’in- 
connue AM  = x,  et  nous  serions  arrivés  à la  même  équation  fl], 
et  aux  mêmes  valeurs  de  x.  Mais  il  est  évident  que  nous  aurions 
introduit,  dès  le  commencement,  une  restriction  étrangère  à l’é- 
noncé : car  nous  aurions  assujetti  nos  calculs  à la  supposition  que 
le  point  cherché  M fût  placé  entre  les  points  A et  B.  La  valeur 
positive  est  la  seule  qui  réponde  à cette  hypothèse;  et  la  valeur 
négative,  étant  prise  positivement  et  portée  du  côté  AX  opposé  à 
celui  où  l’on  a cherché  le  point  M,  déterminera  la  seconde  solution 
du  problème  général. 

Ainsi,  la  valeur  négative  sert  tantôt  à compléter  la  résolution 
d’un  problème,  dont  la  question  proposée  n’est  qu’un  cas  particu- 
lier, tantôt  à lever  une  restriction  introduite  pour  faire  les  raison- 
nements et  les  calculs.  Mais  ce  qu’il  faut  remarquer  dans  tous  les 
cas,  c’est  que  cette  valeur,  prise  en  grandeur  absolue,  a été  portée 
du  côté  opposé  à celui  où  devait  être  située  la  distance  cherchée. 
C’est  pourquoi  nous  établirons  le  principe  suivant  : 

Si  on  emploie  l’algèbre  pour  résoudre  un  problème  de  géométrie , 
et  qu’on  prenne  pour  inconnue  une  distance  comptée  sur  une  ligne 
donnée , « partir  d’un  point  fixe  situé  sur  cette  ligne,  les  valeurs  né- 
gatives de  l’ inconnue  devront  être  portées  dans  un  sens  opposé  à celui 
ou  l’on  a supposé  que  cette  distance  était  placée. 

Au  fond,  ce  principe  ne  diffère  pas  de  celui  qui  a déjà  été  établi 
dans  la  première  partie  (7);  et  je  dirai  aussi  qu’il  n’est  pas  du 
nombre  de  ceux  qu’on  puisse  démontrer  à priori.  On  y parvient 
par  analogie  ou  par  extension  d'idées,  et  les  applications  viennent 
ensuite  le  confirmer. 

162.  Je  vais  encore  me  servir  du  même  problème  pour  pré- 
munir le  lecteur  contre  une  erreur  grave,  dans  laquelle  on  tombe 
quelquefois. 

Je  n’ai  pas  supposé  que  le  point  cherché  pût  se  trouver  du 
côté  BY,  parce  que,  pour  un  point  quelconque  N situé  de  ce  côté, 
la  distance  AN  étant  plus  grande  que  AB  et  que  BN,  on  ne  saurait 
avoir  AN*  = AB  x BN,  ainsi  que  l’exige  la  question.  Mais  admet- 
tons pour  un  moment  que  cette  remarque  ait  échappé,  qu’on 
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veuille  déterminer  le  point  N d’après  la  condition  ÂN*= AB  XBN, 
et  qu’on  prenne  pour  inconnue  la  distance  BN.  En  faisant  BN  = x, 
on  aura  AN  = a + x,  et  l’équation  à résoudre  sera 

{a-}-x)*=ax,  ou  x’-J-or + «,=0- 

On  en  tire 


valeurs  qui  sont  imaginaires,  et  qui  indiquent  une  impossibilité. 
Mais  on  se  tromperait  grossièrement  si  on  concluait  que  l’impos- 
sibilité se  trouve  dans  la  question  môme  : car  ce  qui  a été  dit  plus 
haut  montre  le  contraire.  L’impossibilité  réside  ici,  tout  entière, 
dans  la  supposition  que  le  point  cherché  soit  placé  du  côté  BY. 
Pour  nous  en  assurer,  cherchons  s’il  existe  de  l’autre  côté  BX 
quelque  point  qui  puisse  remplir  la  condition  de  l’énoncé.  On  dé- 
signera encore  par  x la  distance  du  point  B à ce  point  inconnu; 
et  sa  distance  au  point  A sera  a — x ou  x — a,  selon  que  ce  point 
inconnu  sera  avant  ou  après  le  point  A. 

Dans  le  premier  cas,  on  aura  (a — x)s = ax,  et  dans  le  second  cas 
on  aura  (x  — a)s=ax.  Ces  deux  équations  reviennent  à celle-ci 

x* — 3ax  + a’=0; 

par  conséquent  cette  dernière  donnera  en  même  temps  le  point  M 
et  le  point  M'.  Et  en  effet,  si  on  la  résout,  on  trouve  deux  valeurs 
réelles  et  positives,  savoir  : 


On  voit  donc  que  st  on  cherche  une  distance  inconnue  du  côté 
opposé  « celui  où  elle  doit  être  placée , l’erreur  de  la  supposition 
n’est  pas  toujours  rectifiée  par  des  valeurs  négatives,  ainsi  qu’on 
pourrait  le  penser.  Cette  erreur,  en  effet,  dans  l’exemple  ci-dessus, 
n’a  été  indiquée  que  par  des  expressions  imaginaires. 

Sur  l’homogénéité. 

163.  Dans  les  calculs  de  l’Algèbre,  les  lettres  sont  regardées 
comme  exprimant  des  nombres  et  des  rapports  ; par  conséquent, 
dans  les  formules  et  dans  les  équations  auxquelles  conduisent  les 
problèmes  de  Géométrie,  les  lignes,  les  surfaces  et  les  solides  doi- 
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vent  être  considérés  comme  évalués  en  nombres.  Ainsi,  les  lettres 

a,  b , x , ayant  été  prises  pour  désigner  des  lignes,  la  formule 

x = 2 4-  - montrerait  qu’ilfaut  diviser  le  nombre  d’unités  linéaires 
a 

contenues  dans  b,  par  le  nombre  d’unités  linéaires  contenues  dans  a, 
puis  ajouter  2 au  quotient,  et  qu’alors  on  aurait  le  nombre  d’unités 
contenues  dans  la  ligne  inconnue  x. 

164.  Mais  il  y a,  sur  la  forme  des  équations  dans  lesquelles  il 
entre  des  grandeurs  géométriques,  un  principe  important,  qu’on 
pourrait  nommer  loi  d'homogénéité,  et  qu’il  faut  établir  ici.  En 
voici  l’énoncé  : Si  des  lettres  a,  b,  c,...  qui  entrent  dans  me  équa- 
tion, représentent  des  lignes,  et  qu’aucune  ligne  particulière  n’ait 
été  prise  pour  unité,  l’équation  doit  être  homogène  par  rapport  à ces 
lettres,  ou  être  la  somme  de  plusieurs  équations  homogènes  {*). 

Ce  principe  se  vérifie  sur  toutes  les  égalités  qui  sont  établies  par 
les  théorèmes  de  la  Géométrie,  et  il  est  évident  qu’il  doit  égale- 
ment avoir  lieu  pour  toutes  les  égalités  qui  se  déduisent  de  celles- 
là  par  les  calculs  algébriques.  Mais  une  démonstration  générale 
est  nécessaire,  et  j’ai  proposé  la  suivante. 

Pour  mieux  fixer  les  idées,  je  me  servirai  d’une  équation  parti- 
culière. Soit  celle-ci 

[11  a*4-  bJâc  -\-\fab — \fcd — 7 4-  — = O, 

b ac 

qui  n’est  point  homogène  par  rapport  à a,  b , c,  d.  Supposons  que 
ces  lettres  représentent  des  lignes,  et  admettons  qu’aucune  ligne 
particulière  n'ait  été  prise  pour  unité,  ou,  en  d’autres  termes,  que 
l’unité  soit  restée  indéterminée. 

Remarquons  que  dans  cette  équation  les  opérations  indiquées 
sont  toutes  des  opérations  de  calcul  : de  sorte  que  cette  équation 
ne  peut  avoir  aucun  sens,  à moins  qu’on  n’y  regarde  les  lettres  a, 

b,  c,  d,  comme  représentant  non  pas  les  lignes  elles-mêmes,  mais 
bien  les  nombres  ou  rapports  qu’on  obtiendrait  en  mesurant  les 
lignes  avec  une  unité  linéaire. 


(*)  Une  expression  ou  une  équation  est  dite  homogène  par  rapport  à certaines 
lettres,  quand  tous  les  termes  sont  de  même  degré  par  rapport  à ces  lettres. 

Ainsi  l’équation  2m; -f  3a  y^c=ba;  — — est  homogène  par  rapport  à a,  b,  c,  x; 

X 

et  le  degré  de  l’homogénéité  est  2 , parce  que  tous  les  termes  sont  du  2*  degré. 


Digitized  by  Google 


\ 28 


DEUXIÈME  PARTIE. 


C’est  en  effet  de  cette  manière  que  l’équation  doit  être  comprise; 
mais  afin  d’éviter  toute  confusion,  je  désignerai,  pour  un  moment, 
par  A,  B,  C,  D,  les  lignes  elles-mêmes,  et  je  ne  considérerai  plus 
a,  b,  c,  d,  que  comme  de  simples  rapports.  Par  hypothèse,  l’unité 
est  restée  indéterminée  : prenons-la  à volonté  et  nommons-la  X. 
Alors  les  lettres  a,  b,  c,  d,  dans  l'équation  [1],  pourront  être  regar- 
dées comme  les  rapports  des  lignes  A,  B,  C,  D,  à la  ligne  X. 

D’un  autre  côté,  il  est  évident  qu’au  lieu  de  rapporter  directe- 
ment une  ligne  P à l’unité  X,  on  peut  évaluer  d’abord  P et  X en 
nombres  au  moyen  d’une  ligne  quelconque  p,  et  qu’en  prenant 
ensuite  le  rapport  de  ces  deux  nombres,  on  aura  le  rapport 
de  P à X. 

D’après  cette  remarque,  si  nous  désignons  par  //,  c',  d',  X', 
les  nombres  qui  expriment  les  lignes  A,  B,  C,  D,  X,  rapportées  à 
une  ligne  arbitraire  p,  les  rapports  de  A,  B,  C,  D,  à X,  seront 

égaux  à y,  , , "7 , ^ ; or,  ces  rapports  sont  désignés  dans 


l’équation  [IJ  par  a,  b.  c,  d;  on  peut  donc  mettre  ces  rapports  à 
la  place  de  ces  lettres,  et  il  viendra 


dï 


a'c' 


On  peut  d’abord  écrire  cette  équation  ainsi 


È1 , füL _o- 

yi-r  x„  -r  Y y»  Y x,e  6T*  ^ a'c'X'*  > 


et  ensuite,  en  multipliant  les  deux  membres  par  X'1,  on  aura 

, — ,, 3 2X'*  d'ï* 

(4]  o,s  + b'  -f  y aW*  — y c'd'X'1  — ~ ~ = 0 , 

ou , ce  qui  est  la  même  chose , 

a'1  + b'  y'a'7-f  (ya’é'  — (/Ve/')/*  -f  ( — — =;)  X'*  = 0. 


Maintenant,  rappelons  que  l’unité  X peut  être  prise  à volonté , 
et  observons  que,  quelle  que  soit  cette  ligne,  les  rapports  a',  b', 
c\  d',  des  lignes  A,  B,  C,  D,  à l’unité  p,  ne  doivent  pas  changer, 
mais  que  le  rapport  X'  de  X à p variera  nécessairement,  et  pourra 
même  devenir  égal  à tel  nombre  qu’on  voudra.  Il  résulterait  de 
là  que  l'équation  précédente  devrait  subsister  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  X';  donc  les  multiplicateurs  des  diverses  puissances 
de  X'  devraient  être  nuis  séparément,  ce  qui  donne  les  équations 

a'*  + b 'Ja'd  = 0 , y a'b' — \'dd'  = 0,  ~ — f>  = 0. 

ac  b 

Comme  a',  b',c',d’,  représentent  les  rapports  des  lignes  A , B,  C,  D, 
à une  unité  arbitraire  p,  prise  tout  à fait  en  dehors  des  lignes  de  la 
question,  le  sens  des  lettres  accentuées  a',  b',c',d',  est  absolument 
le  même  que  celui  des  lettres  a,  b,  c,  d,  dans  l’équalion  [1].  On  peut 
donc  indifféremment  ou  conserver  les  équations  précédentes  ou  y 
supprimer  les  accents,  et  écrire 

131  fi!+éy/^=0,  y«é  — v®ôf=0,  - — ?=0. 

ac  b 

Or,  celles-ci  peuvent  se  déduire  immédiatement  de  l’équation  [1], 
en  groupant  ensemble  les  termes  de  même  degré  et  égalant  chaque 
groupe  à zéro. 

Ainsi  se  trouve  démontrée  la  loi  d’homogénéité  ; et  de  plus  on 
voit  comment  s’obtiennent  les  équations  séparées  dans  lesquelles 
se  partage  l’équation  proposée  quand  elle  n’est  pas  homogène. 

On  doit  remarquer  aussi  que  le  principe  et  la  démonstration 
subsistent  encore  quand  l’équation  contient  des  surfaces  et  des 
solides,  pourvu  qu’on  ait  soin  de  compter  pour  deux  facteurs  les 
lettres  qui  représentent  des  surfaces,  et  pour  trois  facteurs  celles 
qui  représentent  des  solides. 

165.  La  loi  d’homogénéité  cesse  de  s’appliquer  dès  qu’on  sup- 
pose qu’une  des  lignes  données  a été  prise  pour  unité;  car  alors 
les  facteurs  et  les  diviseurs  égaux  à cette  ligne  disparaissent.  Mais 
il  est  toujours  facile  de  rétablir  l’homogénéité  en  restituant  dans 
l’équation  ces  facteurs  et  ces  diviseurs.  C’est  ce  que  montre  de  la 
manière  la  plus  évidente  la  comparaison  des  éq.  [IJ  et  [à]. 

Dans  celle-ci,  X'  ne  sera  plus  un  nombre  arbitraire,  puisque  X 
n’est  plus  une  unité  indéterminée,  mais  bien  une  ligne  donnée  qui 
a été  prise  pour  unité.  D’ailleurs,  l’unité  auxiliaire  p,  à laquelle 
les  lignes  A,  B,  C,  D,  X,  sont  rapportées,  est  tout  à fait  arbitraire. 
Ainsi  a',  b',  c',  d',  X',  représenteront  les  nombres  qu’on  obtiendrait 
en  évaluant  les  lignes  de  la  question  avec  telle  unité  qu’on  voudra, 
et  qui  reste  indéterminée.  Pour  simplifier,  on  ôtera  les  accents,  et 
il  viendra 

[A]  a*  -p  b \fâc  -j-  y nblk  — y Vy/X*  -j-  = 0. 

!) 
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Mais  les  lettres  a,  b , c,  d,  n’ont  plus  exactement  le  même  sens 
que  dans  l’équation  [1];  car  d’abord  on  supposait  X = 4 , de  sorte 
que  ces  lettres  désignaient  les  autres  lignes  rapportées  à cette 
ligne  X prise  pour  unité,  tandis  qu’à  présent  l’unité  est  entière- 
ment indéterminée.  Et  remarquez  bien  qu’en  même  temps  la 
ligne  X se  trouve  replacée  dans  l’équation  de  telle  manière  que 
l’homogénéité  est  rétablie. 

Gomme  lequatiou  [2] a été  déduite  de  l’équation  [1]  en  y substi- 


a'  b' 

tuant-,  p. 


..  au  lieu  de  a,  b, ...,  et  que  l’équation  homogène  [4] 


vient  de  l’équation  [2]  en  y supprimant  partout  les  accents,  il  est 
clair  qu’on  peut  arriver  à cette  équation  homogène  en  mettant 

immédiatement  dans  l’équation  [1]  à la  place  de  a,  b,... 


On  est  ainsi  ramené  à la  règle  prescrite  pour  rétablir  le  rayon  dans 
les  formules  trigonométriques  [19]. 


Construction  des  expressions  algébriques. 


166.  Non-seulement  l’Algèbre  remplace  les  procédés  graphi- 
ques par  des  méthodes  de  calcul  qui  permettent  de  porter  les  ap- 
proximations aussi  loin  qu’on  veut;  mais  encore  elle  est  souvent 
le  moyen  le  plus  sûr  pour  découvrir  les  constructions  dont  un  pro- 
blème de  Géométrie  est  susceptible.  C’est  ce  qu’on  peut  déjà  pres- 
sentir par  celles  qui  ont  été  rapportées  n0'  145  et  157,  et  c’est  ce 
que  je  vais  plus  particulièrement  expliquer  dans  cet  article. 

167.  Je  vais  d’abord  faire  voir  comment  on  peut  construire, 
avec  la  règle  et  le  compas,  une  ligne  inconnue  x,  qui  est  exprimée 
sans  radicaux  en  fonction  de  lignes  connues  a,  b,  c...  Je  ne  pren- 
drai pour  exemples  que  des  équations  homogènes,  parce  que  les 
autres  se  ramènent  à celles-ci  (165), 

. ab 

1°  Soit  x = — . 

c 

Cette  valeur  est  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes 
c,  a,  b,  par  conséquent  elle  sera  facile  à construire. 


2* 


Soit 


x = 


%a*bc 

~¥T‘ 


On  décompose  ce  monôme  ainsi  : x 


2 a. a 

~T 


Par  une  4* 
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proportionnelle,  on  trouve  une  ligne  a égale  à et  l’on  aura 
abc  ctb  c 

x = — .On  peut  écrire  x——  x et  en  cherchant  encore  une  4' 

de  de 

a b B c 

proportionnelle,  p,  égale  à —,  on  a r = expression  qui  se 

construit  elle-même  par  une  4e  proportionnelle. 

, ams  , bm * , cm 
n’  ir  n 

Il  est  clair  qu’il  suffira  de  chercher  des  quatrièmes  proportion- 
nelles : mais,  dans  ce  cas,  les  constructions  s’enchaînent  assez  élé- 
gamment comme  il  suit. 

Prenez  (fig.  42)  RM  = m et  RN  = n : faites  l’angle  quelconque 

RNS,  menez  MT  parallèle  à NS,  prenez  NA  = a,  et  tirez  RA  qui 

MF  RM  MF  m am 

coupe  Ml  en  F.  On  aura  — = —ou  — = — : donc  MF  = — . 

r NA  RN  a n n 

Menez  FF'  parallèle  à RN , et  prenez  F'B  = b,  on  aura  NB  = 

MF  + F'B  = » donc,  si  on  tire  RB,  qui  rencontre  MT  en  G, 

MG  RM  , am * bm 

on  aura  ^75-= '>  donc  MG  = — r -j . 

NB  RN  n*  n 

Soit  GG'  encore  parallèle  à RN,  et  G'C  = c.  On  aura  NC  = 

0,771*  bm 

MG  + G'C —~^r  + — + c ; et  après  avoir  mené  RC  qui  coupe  MT 

„ . , MH  m . o»i3  , bm * , cm 

en  H,  il  viendra  — = — : donc  MH  = — — 4 — - 4-  — . 

NC  n n”  1 n*  1 n 

Donc  enfin  x = MH. 

abc — d 3 


4°  Soit  donné  x = - 


mn  -f-  /?* 

Ayant  remarqué  que  la  ligne  d entre  dans  cette  expression  plus 
de  fois  que  les  autres,  je  fais  abc  — d* ci,  mn  = d$,  p,=dy;  et  il 

vient  x - d>(g~rf)  - d{a~d) 
îent  x d(P  4-  y)  P + t ‘ 

On  obtiendra  donc  x en  construisant  une  4*  proportionnelle  aux 

trois  lignes  p -(-  y,  a — d et  d.  Quant  aux  lignes  inconnues  a,  p,  T, 

elles  sont  déterminées  par  les  équations  posées  ci-dessus,  lesquelles 

abc  mu  h* 

donnent  et  = — , p ==  , y = . Ces  monômes  sont  semblables 

a1  d d 

à ceux  des  exemples  précédents. 
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On  voit  que  tout  l’artifice  de  la  méthode  consiste  à transformer 
le  numérateur  et  le  dénominateur  en  produits  de  facteurs  du  pre- 
mier degré. 

H"  Soit  encore 

a1"  -f-  6* -f- c4 — S la*  b* — 2a  V — 2 b*c* 

X à* b -\-  ab * -(-  a’c  -j-  ac1  -|-  b'-c  -f-  6c*  -f-  2a6c  ' 

L’habitude  du  calcul  suggère  quelquefois  d’heureuses  décom- 
positions, et  c’est  ce  qui  arrive  ici.  En  effet,  avec  un  peu  d’atten- 
tion on  reconnaît  que  cette  expression  peut  se  changer  en  celle-ci  : 

_ (a+6-j-c)(«4-ô  — c)(a-f-c — ô)(a — b — c) 

*“  W+à)(a+c\{b-\-e)  5 

laquelle  est  facile  à construire,  puisqu’elle  ne  contient  que  des 
produits  de  lignes  connues. 

108.  Je  passe  aux  expressions  qui  contiennent  des  radicaux  du 
second  degré.  Les  plus  simples  sont  les  suivantes  : 

x — \Jab,  x = a*  b*  f x = s/ à1  — 6’  • 

La  première , x = \fâb , est  une  moyenne  proportionnelle  entre 
les  lignes  a et  b,  et  la  Géométrie  donne  plusieurs  constructions 
pour  la  déterminer.  La  deuxième,  x = \]a*  + 6’ , est  l’hypoténuse 
du  triangle  rectangle  dont  les  côtés  sont  a et  b.  Enfin,  la  troisième, 
x—yd1  — 6* , est  le  côté  d’un  triangle  rectangle  qui  a pour  hypo- 
ténuse a,  et  pour  second  côté  b.  On  peut  encore  décomposer 
y/a2  — 6*  en  y/ (a  -j-  b) {a  — b),  et  alors  ce  sera  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  a -f  - b et  a — b. 

Construisons  les  valeurs  de  y trouvées  n°  154, 

y — v/e’-f- 1 m*  ±a\!o* 

Sur  les  côtés  a et  m on  formera  un  triangle  rectangle,  sur  les  côtés  a 
et  J m on  en  formera  un  second;  et,  en  nommant  a,  [3,  leurs  hy- 
poténuses, les  valeurs  de  y deviendront  y=  y'fPrtaa.  Pour  chan- 
ger a*  en  un  carré , on  prendra  la  moyenne  proportionnelle  y , 
entre  a et  a;  et  alors  on  aura  y — yp*  ± -f* , valeurs  qui  se  con- 
struisent par  des  triangles  rectangles. 

Considérons  maintenant  une  valeur  aussi  compliquée  qu’on 
voudra.  Par  exemple . soit 

ac  /a*6*  — abc * -f-  c* 

b y ac  -f-  6’ 
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Je  transforme  d’abord  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  en  uue 
fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  soient  des  pro- 
duits de  lignes,  comme  dans  le  n°  167.  Je  pose  donc  a'b'  — c "a, 
abc 1 =c,p,  b1  = cy;  et  alors  il  vient 


: = i+tfe 

6 ' V c[a 


-P  + c) 


ac 


P + «). 


> + ï)  b 1 V a + Y 

Je  cherche,  par  des  quatrièmes  proportionnelles,  deux  lignes  8 et 


ac  , c(a — p4-c)  „ , /—  _ „ 

* ; on  aura  x=o-j-  y' eo.  Enfin,  soit  p 


3’  égales  à -p  et  à 

b a + Y 

uue  moyenne  proportionnelle  entre  c et  8',  il  viendra  x=  8 -{-  p,  et 

il  ne  s’agira  que  d’ajouter  deux  lignes. 

Quant  aux  lignes  représentées  par  a,  p,  y,  on  les  trouve  par  des 

. a*à*  ab  b- 

quatrièmes  proportionnelles  : car  on  a a = , p = — - , y — — . 

169.  Les  constructions  ne  seraient  pas  plus  difficiles,  si  les  radi- 
caux avaient  pour  indice  une  puissance  de  2.  Par  exemple,  soit 


g=>7  a’-3aW  + y 
V ûs  + 6»  ' 


je  changerai  facilement  la  quantité  soumise  au  radical  en  un  pro- 
duit de  quatre  facteurs  simples.  Pour  cela,  je  pose  6*  = a!a, 
b 7 — aBp , et  il  vient 


x=  1 7a*(g— 3g+P)  _ .*/«*(«- 

V a’(a-f-a)  y a 


3a  + ?) 


+ a 
a(a  — 3a  4-  p 

représentons  par  y la  4e  proportionnelle  égale  à - — , par 

8 la  moyenne  proportionnelle  égale  à y/ ay;  et  l’on  aura 
x = \faly  — \/ \fa*y  = y/  a\Jay  = y/a8. 


11  ne  s’agit  donc  plus  que  d’avoir  une  moyenne  proportionnelle 
entre  a et  8. 

170.  Les  équations  du  second  degré  se  ramènent  à la  forme 
x'  -j-  ax=q.  Si  « et  a;  sont  des  lignes,  l’homogénéité  exige  que  q, 
abstraction  faite  de  son  signe,  représente  une  surface  ou  un  pro- 
duit de  deux  lignes.  Soit  b 1 le  carré  équivalent,  faisons  dans 
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l'équation  toutes  les  combinaisons  que  peuvent  donner  les  signes 
de  ses  termes,  et  on  aura  les  quatre  suivantes  : 

[t]  x! — ax  = — 4 >*,  [2]  x’-)-ax  = — 6*, 

[3]  x*  — ax  = -f  4%  [4]  x*  + ax  = + b*. 

En  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  x,  on  n’aura  que  des 
radicaux  du  second  degré;  mais  je  vais  faire  voir  qu’il  n’est  pas 
nécessaire  de  les  résoudre  pour  en  construire  les  racines. 

La  1"  équation,  x*  — ax  = — 4%  se  mettra  sous  la  forme 
x(a  — x)  = 4*  ; 

et  alors  on  voit  que  x et  a — x sont  deux  lignes  dont  la  somme 
est  égale  à une  longueur  donnée  a,  et  dont  le  rectangle  est  égal  à 
un  carré  donné  41.  On  décrira  donc  (fig.  43)  un  demi-cercle  sur 
un  diamètre  AB  égal  à a;  perpendiculairement  à AB,  on  élèvera 
BC  égal  à 4;  parallèlement  à AB,  on  mènera  CF  qui  coupe  la  demi- 
circonférence  en  D ; enfin  on  abaissera  DE  perpendiculaire  sur  AB. 
Les  segments  BE  et  AE  seront  les  valeurs  de  l’inconnue.  En  effet , 
soit  x l’un  des  segments,  l’autre  sera  a — x.  Or  BExAE  = DE*; 
donc  x[a  — x)  = 4’,  ce  qui  est  l’équation  à résoudre. 

Si  BC  = |AB,  ou  4‘ = ^ a',  la  ligne  CF  devient  tangente,  et  les 
deux  segments,  AE,  BE,  sont  égaux  à J a : ce  cas  répond  à celui 
où  les  racines  de  l’équation  sont  égales.  Mais  si  BC  surpasse  î AB, 
la  ligne  CF  cesse  de  rencontrer  le  cercle,  circonstance  qui  répond 
au  cas  des  racines  imaginaires. 

L’équation  [2],  x* + ax  = — 4*,  n’a  point  de  racines  positives. 
En  y changeant  x en  — x,  elle  devient  x*  — ax  = — 4*,  équation 
semblable  à la  première  ; donc,  après  avoir  trouvé  les  racines  de 
celle-ci,  il  faudra  leur  donner  le  signe  — . 

Prenons  maintenant  l’équation  [3],  et  écrivons-la  ainsi  : 

x(x — a)  = 4*. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  x et  x — a sont  deux  lignes  dont 
la  différence  est  égale  à a,  et  dont  le  rectangle  est  égal  à 4*.  Pour 
les  trouver,  je  décris  un  cercle  (fig.  44)  sur  le  diamètre  AB  = a, 
je  mène  la  tangente  BC  = 4 , et  je  tire  la  sécante  CDE  par  le 
point  C et  par  le  centre.  Les  valeurs  de  x seront  x = CE, 
x = — CD  : car,  en  mettant  chacune  d’elles  dans  l’équation 
x(x — a)  = b*,  on  arrive  à l’égalité  CD  X CE  = BC*,  laquelle  a été 
démontrée  en  Géométrie. 
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L’éq.  [4]  a pour  racines  celles  de  l’éq.  [3],  prises  avec  des  signes 
contraires  : donc  les  valeurs  de  x sont  x = CD , x — — CE. 

171.  Nous  ne  parlerons  point  ici  des  expressions  irrationnelles 
qui  ne  peuvent  pas  se  réduire  à des  radicaux  du  second  degré, 
attendu  qu’i7  n’est  point  possible  de  les  construire  avec  la  droite  et 
le  cercle,  seules  lignes  qu’on  étudie  en  Géométrie.  Cette  proposi- 
tion, qu’on  néglige  ordinairement  de  démontrer,  peut  cependant 
l’être  d’une  manière  fort  simple. 

Supposons,  en  effet,  que  le  problème  dont  il  s’agit  puisse  se 
résoudre  en  ne  traçant  que  des  droites  et  des  cercles,  mais  qu’on 
ignore  comment  ces  lignes  doivent  être  menées.  11  n’en  est  pas 
moins  évident  que , si  on  suit  avec  attention  les  constructions  suc-  ' 
cessives  qu’on  fait  sur  les  données  (droites,  cercles  et  angles), 
pour  arriver  à la  ligne  inconnue,  il  sera  toujours  possible  de  lier 
ces  données  à l’inconnue  par  un  enchaînement  de  triangles,  tous 
parfaitement,  déterminés.  Or,  on  a vu,  en  Trigonométrie,  que  dans 
tous  les  cas  où  un  triangle  est  déterminé , les  parties  inconnues 
s’expriment,  en  fonction  de  celles  qui  sont  connues,  ou  par  des 
formules  qui  sont  rationnelles,  ou  par  des  formules  qui  ne  con- 
tiennent que  le  radical  du  2*  degré;  donc  il  en  doit  être  encore  de 
même  pour  !ps  valeurs  des  inconnues , qui  seront  données  par  les 
derniers  triangles.  Il  est  bien  entendu  qu’on  substitue  toujours 
aux  angles  leurs  sinus  ou  leurs  cosinus,  etc. 

Il  suit  de  là  que,  si  un  problème  peut  se  résoudre  avec  la  règle 
et  le  compas,  les  inconnues  que  l’Algèbre  fera  trouver  doivent  être 
ou  rationnelles  ou  réductibles  à des  radicaux  du  2e  degré.  Donc, 
lorsqu’on  arrive  à des  expressions  qui  ne  sont  pas  susceptibles 
d’être  réduites  à l’une  de  ces  formes , il  faut  conclure  que  le  pro- 
blème n’est  point  dans  la  classe  de  ceux  qui  peuvent  être  résolus 
par  la  Géométrie  élémentaire. 

172.  Les  anciens,  qui  ne  connaissaient  point  l’Algèbre,  man- 
quaient de  moyens  pour  juger  si' un  problème  est  susceptible  de 
se  résoudre  avec  la  droite  et  le  cercle;  et,  comme  ils  recherchaient 
avant  tout  ce  genre  de  construction , qu’ils  considéraient  comme 
plus  simple  et  plus  élégant,  il  n’y  avait  que  l’inutilité  de  leurs 
efforts  qui  pût  les  déterminer  à Recourir  à d’autres  lignes.  Après 
le  cercle  celles  qu’ils  préféraient  étaient  les  sections  coniques , que 
nous  étudierons  plus  loin  ; ils  ont  même  inventé  certaines  courbes 
dont  l’objet  spécial  était  de  résoudre  quelques  problèmes  particu- 
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licrs,  tels  que  ceux  de  la  trisection  de  l’angle  et  des  deux  moyennes 
proportionnelles  géométriques.  Mais  l’analyse  donnant  pour  ces 
questions  les  solutions  les  plus  exactes  qu’on  puisse  désirer,  les 
géomètres  n’attachent  plus  aucune  importance  à ces  courbes. 

Jusqu’à  présent  on  a expliqué  comment  on  met  les  problèmes 
en  équation,  comment  on  interprète  les  valeurs  négatives  des  in- 
connues, et  comment  on  construit  les  expressions  algébriques  ; il 
convient  maintenant  d’exposer  les  solutions  de  quelques  problè- 
mes choisis. 


Problèmes  de  Géomélrie  résolus  par  l’Algèbre. 


173.  Problème  I.  Connaissant  les  trois  côtés  d’un  triangle, 
trouver  la  surface  de  ce  triangle,  le  rat/on  du  cercle  circonscrit , et 
celui  du  cercle  inscrit. 

1°  Surface  du  triangle  (fig.  45).  Soit  le  triangle  ABC,  dans  le- 
quel on  donne  BC  = a,  AC  = b,  AB  = c : j’abaisse  la  perpendi- 
culaire Al).  L’un  des  angles  B et  C étant  nécessairement  aigu  , je 
suppose  que  ce  soit  l’angle  C : par  un  théorème  connu , on  aura 


c5  = a'-  + i*  — 2a  X Cl),  donc  CD  : 


««  + &»  — c* 
2 a 


Le  triangle  rectangle  ABC  donne  AD  =y  AC  — CD*;  donc 

AD  = y^ 


(a1  -f-  é1  — c’)’ ^ 4 fl’é*  — («’  -f-  6*  — e1 


Enfin , la  surface  du  triangle  est  égale  à J a x AD;  donc  on  a, 
en  désignant  cette  surface  par  S, 

S = \ J 4a' b3  — («*  -f  As  — c’)*. 

On  peut  décomposer  en  facteurs  la  quantité  soumise  au  radical  : 
alors  la  valeur  de  S prend  une  forme  remarquable,  et  surtout 
commode  pour  le  calcul  logarithmique.  En  effet , cette  quantité 
étant  une  différence  de  deux  carrés , se  décompose  d’abord  en 
(2o6  -j-  a*  -f  b1  — c”)  X (2 ab  — a * — 6’-j-e*).  Ensuite  chacun  de 
ces  facteurs,  étant  lui-même  une  différence  de  carrés,  se  décom- 
pose aussi  en  deux  autres;  de  telle  sorte  qu’on  a 

S = W(«-M  + c]  [a  + b — -c)  ( a -f-  c — b)[b  -\-c  — a). 

Soit  a la  plus  grande  des  trois  lignes  a,  b,  c;  pour  que  le  trian- 
gle soit  possible , il  faut  qu’on  ait  a < b -j-  c.  Alors  on  a , à plus 
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forte  raison , b <a-\-c,  c < a -f-  6 ; donc  tous  les  facteurs  qui 
sont  sous  le  radical , sont  positifs  ; donc  la  valeur  de  S est  réelle , 
ainsi  que  cela  doit  être.  Mais,  si  le  triangle  est  impossible,  on  doit 
avoir  a > b -|-  c ; par  conséquent  le  dernier  facteur  est  négatif  : 
d'ailleurs  les  précédents  sont  positifs , puisque  a est  supposé  plus 
grand  que  b et  que  c;  donc  la  valeur  de  S est  imaginaire. 

Si  on  suppose  a = b -(-  c,  on  aura  S = 0.  Ce  cas  est  celui  où  le 
sommet  A,  après  s'être  rapproché  très-près  de  la  base  BC , vien- 
drait enfin  se  placer  sur  cette  base  ; il  est  évident  qu’alors  la  sur- 
face du  triangle  devient  nulle. 

On  simplifie  l’expressiôn  de  S en  posant  a + b c = 2p.  De  là 
on  tire  n-|-6 — c=2(p — c),  a-\-c — 6=2 [p — 6),  b-\-c — a=2(p — a); 
et  par  suite  il  vient 


S = \/p[p  — a)  ( p — b ) ( p — c ). 

2“  Rayon  du  cercle  circonscrit  (fig.  46).  Je  fais  encore  BC  = «, 
AC  = 6,  AB  — c.  Soit  AE  le  diamètre  du  cercle  circonscrit;  je 
mène  la  hauteur  AD,  et  je  joins  BE.  Les  triangles  ABË,  ADC,  sont 
semblables  : car  les  angles  ABE,  ADC,  sont  égaux  comme  droits, 
et  les  angles  AEB,  ACD,  sont  égaux  comme  inscrits  dans  le  même 

segment.  On  a donc  la  proportion  — = ou  — = — , 

en  désignant  par  R le  rayon  du  cercle.  Cette  proportion  donne 

R==  2^  = d^ÂD  = W et  en  remPla«ant  S V™  sa  valeui' 

trouvée  plus  haut , on  aura , pour  la  valeur  cherchée 

abc 


R = 


WpIp 


• a)  (p  — b){p  — c) 

3°  Rayon  du  cercle  inscrit  (fig.  47).  Soit  O le  centre  et  r le 
rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ABC.  En  tirant  les  lignes 
OA,  OB,  OC,  le  triangle  sera  décomposé  en  trois  autres,  dont  les 
surfaces  sont  égales  à \ar,  \br,  \cr-,  donc  la  surface  du  triangle 
est  égale  à ^r(a-j-  6 + c).  Ainsi  on  a J r[a  + 6 -j-c)  = S,  d'où 
2S  S 

et,  en  remplaçant  S par  sa  valeur,  il  vient 
a + 6-j-e.  p r 


r = 


■V 


(p  — a)  (p  — b)  (p  — c) 

P 


Digitized  by  Google 


DEUXIEME  PARTIE. 


174.  Problème  II.  Étant  donnés  les  quatre  côtés  d’un  quadrila- 
tère inscrit,  trouver  les  diagonales. 

La  solution  suivante,  qui  est  très-connue,  se  trouve  dans  Viète. 
Soit  ABCÜ  (fig.  48)  un  quadrilatère  inscrit,  ou  plutôt  inscrip- 
tible  : je  fais  AB  — a,  BC  = ô,  CD  = c,  AD=  d,  AC  = x,  BD  = y. 
Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  l’angle  ABC  soit  aigu,  l’angle 
ADC  sera  obtus  et  égal  au  supplément  de  l’angle  ABC,  d’où  il 
suit  qu’en  prolongeant  CD,  l’angle  ADQ  sera  égal  à ABC.  Si  on 
abaisse  les  perpendiculaires  CP,  AQ,  les  triangles  CBP,  ADQ, 

seront  semblables,  et  donneront  5^  = d’où  </xBlJ=6xDQ. 
Par  des  théorèmes  connus,  les  triangles  ABC  et  ACD  donnent 
x*  = as  -)-  — 2a  X BP,  x*  = c*  + d*-f  2exDQ. 

A» x*  x * c * d 2 

i u A,,  îx  on 11  i J x c a . -.a  * 


Un  tire  de  là  BP  : 


-,  DQ  = 


et  en  met- 


2a  2c  

tant  ces  valeurs  dans  l’équation  d X BP  = 6 X DQ,  il  vient 

cd(ay  -f-  6* — x*)  = ab(xt  — c*  — d1). 

. / a’cd  -|-  Ircd  -f  abc * -|-  abd* 

De  celle-ci  on  tire  x — \/ , — ; — ; ; le  numera- 

V an  -\-cd 

teur  de  la  quantité  sous  le  radical  est  égal  à ( ac  -{-  bd]  (ad  -|-  bc ) j 
donc  la  valeur  de  la  diagonale  AC  peut  s’écrire  ainsi  : 


le  numéra- 


/(ac  + bd)  (ad  + bc) 
X — \ ab  + cd  ’ 


Si  on  cherche  l’autre  diagonale  BD  ou  y,  il  est  clair  que  les 
calculs  seront  les  mêmes  que  les  précédents,  avec  cette  seule  dif- 
férence que  a , b,  c,  d,  seront  remplacés  par  b,  c,  d,  a.  En  faisant 
donc  ces  changements  dans  la  formule  ci-dessus,  on  aura  la  valeur 

de  y,  savoir  : 

j(ac  -|-  bd)  (ab  -j-  cd) 

y \ ad  -J-  bc 

Remarques.  1°  A l’aide  des  valeurs  précédentes,  il  est  facile  de 
construire  le  quadrilatère  inscriplible , dont  les  côtés  sont  connus. 
11  suffit,  en  effet,  de  former  au-dessus  de  AC,  comme  base,  le 
triangle  ACD,  qui  a pour  côtés  c,  d , et  au-dessous  un  autre  trian- 
gle dont  les  côtés  sont  a,  b.  On  trouve  ainsi  deux  solutions  diffé- 
rentes ABCD,  AB'CD  (fig.  49).  Quant  à la  diagonale  AC,  elle  est 
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elle-même  facile  à construire.  En  effet,  on  peut  changer  d’abord 
chaque  produit  de  deux  lignes  en  un  carré,  et  ensuite  chaque 
somme  de  carrés  en  un  carré  unique  : de  cette  manière  la  valeur 

a(3 

= — , et  il  n’y  a plus  qu’à  cher- 
cher une  quatrième  proportionnelle  à y,  a,  (î. 

2°  Si  on  multiplie  les  diagonales  l une  par  l’autre,  on  trouve 


xy 


■V 


(ac  -}-  bd)*  ( ab  -f-  cd ) (ad  -j-  bc) 
(ab  -j-  cd)  (ad  bc) 


= ac  -f-  bd  ; 


donc,  dam  tout  quadrilatère  inscrit,  le  rectanyle  des  diagonales 
est  égal  à la  somme  des  rectangles  des  côtés  ojjposés. 

3”  Si  on  prend  le  rapport  de  ces  mêmes  diagonales,  x et  y,  on  a 

x . /(ad  -(-  bc)* ad  bc  ' 

y \ (ab  -f- cd)*  ab  -\-cd* 

donc,  les  diagonales  sont  entre  elles  comme  les  sommes  des  rectangles 
des  côtés,  gui  aboutissent  aux  extrémités  de  ces  diagonales. 

175.  Problème  III.  Connaissant  les  quatre  côtés  d’un  quadrilatère 
inscrit,  trouver  la  surface  de  ce  quadrilatère. 

Cherchons,  comme  dans  le  numéro  précédent,  les  valeurs  de 
BP  et  AC  (fig.  48).  Ces  valeurs  sont  : 


BP 


-**£=*.  »-v 


a*cd  -j-  b*cd  -(-  abc * -j-  abd* 


ab-\-cd 
;,  toute  ri 

. D’ailleurs,  par  le  triangle  rectangle  BCP 


Dans  BP  remplaçons  x par  sa  valeur  : il  vient,  toute  réduction  faite, 
b(a'+b'-c*-d*) 

2 (aé+erf) 

/— i -— » bsjtiab+cd)*— (&+&—#— d*V 

nous  avons  CP  = y BC  — BP  = ; . — -tt . 

f 2 (ao-ferf) 

Donc  la  surface  du  triangle  ABC  sera 


ABC: 


ab/b(ab  + cd)*—  (a*+b'—c*—d*y 


4 (ab-{-cd) 

Si  on  cherche  de  même  celle  de  ADC,  on  trouve 


ADC  = 


crfy/4  (ab  4-  cd)*—  (a'+b*—c'—d*) 
b(ab-\-cd) 
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Or,  ABC  -j-  ADC=ABCD;  donc,  en  désignant  ABCD  par  S,  on  a 


S = { y 4(«A  + cdf—  [a*+  b'—c'—d')'. 

La  quantité  qui  est  sous  le  radical  so  décompose  facilement  en 
facteurs,  et  il  vient 

S = J- \/( a b -J-  c — d)  (a— |— 6— f-ef — c)  (a-(-c-|-d — b)  [b-\-c-\-d — a), 
ou  bien,  en  faisant  + c + d = 2 p, 


$—<J(p—a)(p  — b)  ( p—c)[p  — d ). 


Remarque.  Il  est  facile  de  trouver  le  rayon  du  cercle  dans  le- 
quel le  quadrilatère  peut  être  inscrit.  Pour  cela,  il  faut  calculer 
la  diagonale  AC;  alors  on  connaît  les  trois  côtés  du  triangle  ABC, 
et  on  obtient  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à ce  triangle  par  la 
formule  trouvée  dans  le  n°  173.  Ce  rayon  est  précisément  celui 
qu’il  faut  déterminer. 

176,  Problème  IV.  Trois  parallèles  étant  données,  FG,  HI,  KL 
(fig.  50),  trouver  les  côtés  d’un  triangle  dont  les  angles  sont  donnés , 
et  dont  les  sommets  doivent  être  placés  sur  ces  parallèles. 

Soit  ABC  le  triangle  demandé  : par  hypothèse,  les  angles  A, 
B,  C,  sont  donnés,  mais  les  côtés  sont  inconnus.  Je  pose  BC  = x, 
AC=y,  AB  = z;  sur  KL  j’abaisse  la  perpendiculaire  AL  qui  coupe 
HI  en  D,  et  je  fais  AD=  a,  AE  = b. 

Cela  posé,  les  triangles  rectangles  ABD,  ACE,  donnent  (63) 


CL 

cosBAD  = -, 
z 


cos  CAE  = - : 

y 


et  par  suite  on  a 

sinBAD=— — --,  sinCAE=^  — — 

2 y 

Or,  CAE  -(-  BAD  = angle  A;  donc  cos(CAE-j- BAD)  = cosA,  ou, 
en  développant, 


cos  CAE  cosBAÜ  — sinCAE  sinBAl)  = cos  A. 


Remplaçons  les  sinus  et  les  cosinus  par  leurs  valeurs,  faisons  dis- 
paraître les  radicaux,  et  effectuons  les  autres  réductions  : il  vient, 
pour  première  équation , 

y*:*  sinJA — a'ys — 6îzs-{-  Sabyzcos  A — 0. 

Mais  dans  tout  triangle  les  côtés  sont  comme  les  sinus  des  angles 
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opposés;  donc  on  a,  dans  le  triangle  ABC, 


y sin  B z 

x sin  A’  x 


sin  C 
sin  A 


; d’où  y 


xsinB 
sin  A * 


æsinC 
sin  A 


Mettons  ces  valeurs  dans  l’équation,  on  aura,  toutes  réductions 
faites,  et  après  avoir  divisé  par  xt, 

, a*  . b * 2«6cosA 

_ - I - - -, 

sin’C^sin'B  sinCsinB’ 

Il  est  aisé  maintenant  d’avoir  la  valeur  de  x , et  ensuite  celles  de  y 
et  de  2 au  moyen  des  relations  précédentes.  La  question  proposée 
est  donc  résolue. 

La  valeur  de  x est  facile  à construire.  FG,  HI,  KL,  étant  les 
parallèles  données,  faites  les  angles  RBII,  ItCL,  respectivement 
égaux  aux  angles  donnés  C et  B;  puis  joignez  les  points  B,  C : la 
droite  BC  sera  le  côté  cherché,  désigné  par  x.  Pour  s’en  convain- 
cre, on  abaisse  la  perpendiculaire  RD’E';  et  les  triangles  rectan- 
gles RBD',  RCE',  donnent  (t>3) 


sinC’  sin  B* 


Maintenant,  si  on  prolonge  RB , on  aura  l’angle  ROC  = RBH  = C : 
or,  l’angle  RCO  est  déjà  égal  à B;  donc  CRÛ,  troisième  angle  du 
triangle  RCO,  est  égal  à l’angle  A ; par  conséquent  le  triangle  RBC 
donne  (66)  BCS  = RB 2 + RC—  2RBxRC  x cos  A , ou,  en  met- 
tant au  lieu  de  RB  et  de  RC  leurs  valeurs, 

g-:  _ o*  ô5  2aècosA 

sin5  C^  sin*  B sinCsinB’ 

Cette  expression  est  la  même  que  celle  de  x *;  donc  BC  est  le  côté 
cherché,  placé  comme  il  doit  l’être,  entre  les  parallèles  données 
HI,  KL. 

Pour  achever  le  triangle  demandé,  on  fera  passer,  par  les  points 
R,  B,  C,  une  circonférence  qui  coupera  la  ligne  FG  en  un  second 
point  A,  puis  on  mènera  les  droites  AB,  AC  : ABC  sera  le  triangle 
demandé. 

Si  on  veut  démontrer  cette  construction  a posteriori,  on  remar- 
quera que  les  propriétés  des  sécantes  parallèles  donnent  arc 
ASC  = arc  RBT;  donc  l’angle  ABC,  inscrit  dans  le  premier  arc, 
est  égal  à l’angle  RCO,  inscrit  dans  le  second.  Or,  par  construction, 
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l’angle  RCO  est  égal  à B ; donc  aussi  l’angle  ABC  = B.  Le  trian- 
gle ABC  ayant  deux  angles,  CAB  et  ABC,  égaux  à A et  B,  le  troi- 
sième est  nécessairement  égal  à C. 

On  peut  faire  les  mêmes  constructions  de  l’autre  côté  du  point  B, 
et  décrire  un  second  triangle  A'BC',  et  qui  ne  différera  du  premier 
que  par  la  situation.  Il  est  évident  d’ailleurs  que  chaque  point  de 
la  parallèle  Hl  peut  servir  à déterminer  deux  triangles  égaux  à 
ceux-là,  et  qui  résoudront  aussi  la  question. 

Remarque.  La  construction  précédent»*  a été  faite  sur  les  don- 
nées elles-mêmes,  et  la  ligne  BC  a été  trouvée  dans  la  situation 
que  doit  avoir  le  côté  inconnu  désigné  par  x : c’est  en  cela  que 
consiste  l’élégance  des  constructions  fournies  par  l’Algèbre.  Il  est 
rare  qu’elles  remplissent  ces  conditions,  et  même  elles  ont  ordi- 
nairement l’inconvénient  d’être  moins  simples  que  celles  qui  se 
déduisent  des  seules  considérations  géométriques.  Le  problème  qui 
vient  d’être  résolu  en  est  une  preuve. 

177.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  les  énoncés  de  quelques 
problèmes  à résoudre. 

I.  Inscrire  un  carré  dans  un  triangle. 

II.  Connaissant  la  base  d’un  triangle,  l’angle  au  sommet  et  la 
somme  des  deux  côtés,  trouver  chacun  de  ces  côtés. 

III.  Sur  une  base  donnée,  construire  un  triangle  dans  leqnel  la 
somme  des  côtés  soit  double  de  la  base,  et  dont  le  sommet  soit  sur 
une  droite  donnée  de  position. 

IY.  Étant  donnés  la  hauteur  d’un  triangle,  le  rayon  du  cercle 
inscrit,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  trouver  les  trois  côtés  de 
ce  triangle. 

Y.  Connaissant  le  périmètre  d’un  triangle,  le  rayon  du  cercle 
inscrit  et  celui  du  cercle  circonscrit,  trouver  les  côtés. 

VI.  Étant  donné  les  angles,  la  surface  et  le  périmètre  d’un  tra- 
pèze, trouver  les  quatre  côtés. 

VII.  Diviser  un  trapèze  en  deux  parties  égales  par  une  ligne 
parallèle  aux  bases. 

VIII.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  qui  renferme,  avec 
deux  autres  droites  données  de  position,  un  triangle  égal  à un 
carré  ki. 

IX.  Étant  données  trois  circonférences  concentriques,  trouver 
le  côté  du  triangle  équilatéral  dont  les  sommets  seraient  sur  ces 
trois  circonférences. 
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X.  Trouver  un  triangle  qui  soit  semblable  à un  triangle  donné, 
et  dont  les  sommets  reposent  sur  trois  circonférences  concentri- 
ques données. 

XI.  Étant  donné  un  cercle  sur  une  sphère,  on  demande  un  se- 
cond cercle,  parallèle  au  premier,  comprenant  avec  lui  un  seg- 
ment qui  soit  dans  un  rapport  donné  avec  le  cône  dont  le  sommet 
serait  au  centre  du  premier  cercle,  et  dont  la  base  serait  le  second 
cercle. 

XII.  Un  tronc  de  cône,  à bases  parallèles,  étant  donné,  mener 
un  plan  parallèle  aux  bases,  qui  divise  ce  tronc  en  deux  parties 
ayant  entre  elles  un  rapport  donné. 


CHAPITRE  II. 

DES  LIEUX  GÉOMÉTRIQUES. 


Lieux  géométriques. — Moyen  de  les  représenter  par  des  équations. 

t 178.  Il  peut  se  faire  que  dans  une  question  de  géométrie,  où 
l’on  propose  de  trouver  un  point,  la  condition  donnée  par  l’énoncé 
convienne  à tous  les  points  d’une  même  ligne,  le  problème  est 
alors  indéterminé,  et  l’Algèbre  doit  faire  connaître  cette  ligne 
elle-même.  Par  exemple,  on  demande  un  point  tel,  qu’en  le  pre- 
nant pour  sommet  d’un  triangle  dont  la  base  est  donnée , la  somme 
des  carrés  des  côtés  de  ce  triangle  soit  égale  au  carré  de  la  base.  U 
est  évident  que  tous  les  points  de  la  circonférence  décrite  sur  la 
base,  comme  diamètre,  jouissent  de  la  propriété  énoncée.  Si  on 
veut  appliquer  le  calcul  à cette  question  très-simple,  on  suppo- 
sera que  du  point  cherché , M (fig.  51),  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire MP  sur  la  base  donnée  AB;  les  distances  AP  et  MP  seront 
deux  inconnues  qu’il  faut  connaître  pour  que  le  point  M soit  déter- 
miné. On  fera  AP=a:,  MP=.y,  AB  = a;  et  les  triangles  rectangles 
AMP,  BMP,  donneront 

ÂM*  = MP*  -f  AP*  = yi  + x*, 

BM*  = ffî  + PB*  = y*  + («  — *)*. 
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Or,  l’énoncé  ne  donne  que  la  seule  condition  AM!  -f-  BM  = AB*  ; 
on  mettra  donc  an  lieu  des  lignes  leurs  valeurs,  et  on  aura,  pour 
déterminer  x et  y,  l’équation  unique 

yi  + **  -f  y*  -f  (a  — x )*  = a.', 
ou,  en  réduisant  et  transposant, 

if  — ax  — x 

Cette  équation  ne  change  pas , quelque  position  qu’on  suppose 
ou  point  M,  soit  au-dessus,  soit  au-dessous  de  AB.  Comme  elle 
contient  deux  inconnues,  on  peut  donner  à l’une  d’elles,  à x,  par 
exemple,  une  valeur  arbitraire  AP;  l’autre  inconnue,  y,  se  calcu- 
lera par  l’équation,  et  on  connaîtra  la  hauteur  MP,  correspon- 
dant à la  distance  AP.  En  faisant  passer  x par  tous  les  états  de 
grandeur,  on  trouvera  tous  les  points  de  la  circonférence  qui  ré- 
sout le  problème.  Remarquons  en  passant  que  y a deux  valeurs, 
i / — db\‘(ax  — x ’),  et  qu’on  peut  établir  comme  convention,  que 
la  valeur  négative  sera  portée  au-dessous  de  AB  en  PM'. 

Sans  entrer  dans  de  plus  longs  détails , ce  qui  précède  suffit 
pour  montrer  comment  il  arrive  que  les  problèmes  indéterminés 
conduisent  à la  recherche  de  certaines  lignes,  dont  tous  les  points 
jouissent  d’une  môme  propriété , que  l’énoncé  fait  connaître.  Les 
lignes  considérées  ainsi , c’est-à-dire  comme  composées  de  points 
qui  ont  une  propriété  commune,  sont  désignées  sous  le  nom  de 
lieux  géométriques. 

La  solution  la  plus  élégante  d’un  problème,  dans  lequel  il  s’agit 
de  trouver  un  point  inconnu,  consiste  souvent  à déterminer  deux 
lieux  géométriques  qui,  par  leur  intersection,  font  connaître  ce 
point.  Mais  ce  n’est  pas  le  moment  de  donner  des  développements 
à ce  sujet. 

L’Algèbre  s’emploie  de  la  manière  la  plus  heureuse  pour  con- 
naître les  lieux  géométriques  et  découvrir  leurs  propriétés.  La 
suite  de  ce  Traité  a pour  objet  principal  d’exposer  les  méthodes 
propres  à ce  genre  de  recherches. 

179.  Pour  déterminer  la  position  d’un  point  sur  une  droite 
x'x  (fig.  52),  on  donne  la  distance  de  ce  point  à un  point  fixe,  A, 
de  cette  ligne  ; et  pour  indiquer  de  quel  côté  il  se  trouve  par 
rapport  au  point  A , on  affecte  cette  distance  du  signe  -f-  ou  du 
signe  —,  selon  que  le  point  est  du  côté  Ax  ou  du  côté  Ax'. 
D’après  cette  convention,  si  on  désigne  d’une  manière  générale 
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par  x cette  distance  prise  avec  le  signe  qui  lui  convient,  l’équa- 
tion x = 4-  2 déterminera  un  point  M placé  du  côté  Ax,  à une 
distance  AM  égale  à deux  unités  de  longueur,  tandis  que  l’équa- 
tion x = — 2 donnera  un  point  M'  placé  du  côté  opposé,  mais 
toujours  à la  môme  distance. 

Ainsi,  le  signe  — , dont  on  fait  précéder  la  valeur  de  x , ne  sert 
gu  à indiquer  le  sens  dans  lequel  on  doit  porter  cette  distance. 

i80.  Pour  fixer  la  position  d’un  point  sur  un  plan,  on  trace  dans 
ce  plan  deux  droites  x'x  et  ÿy  (fig.  53) , qui  font  entre  elles  un 
angle  connu,  et  l’on  mène  par  ce  point,  parallèlement  à ces  lignes, 
les  droites  MP,  MQ , qui  les  coupent  en  certains  points  P et  Q.  11 
est  clair  que  le  point  M est  parfaitement  déterminé  quand  on  con- 
naît les  points  P et  Q;  car  en  menant,  par  ces  points,  PM  parallèle 
à A y,  et  QM  parallèle  à Ax,  ces  parallèles  iront  se  croiser  au 
point  M.  Or,  le  point  P est  déterminé  quand  on  donne  la  dis- 
tance AP,  et  qu’on  a soin  de  l’affecter  du  signe  -j-  ou  du  signe  — , 
selon  la  position  du  point  P à l’égard  du  point  A ; de  même  le 
point  Q est  déterminé  au  moyeu  de  la  distance  AQ  et  du  signe 
dont  on  l’affecte  : donc,  avec  ces  données,  le  point  M sera  entière- 
ment fixé. 

On  appelle  abscisses  les  distances  telles  que  AP,  ou  son  égale 
MQ;  et  ordonnées  les  distances  telles  que  AQ,  ou  son  égale  MP. 
La  ligne  x'x,  sur  laquelle  se  comptent  les  abscisses,  se  nomme 
Y axe  des  abscisses  ; y' y est  l’axe  des  ordonnées.  Les  ordonnées  et 
les  abscisses  se  désignent  encore  conjointement  sous  la  dénomina- 
tion de  coordonnées  : les  lignes  x'x  et  y y sont  alors  les  axes  des 
coordonnées , et  le  point  A , où  elles  se  coupent,  en  est  Y origine. 
Souvent  encore  on  représente  d’une  manière  générale  les  abscisses 
par  x,  et  les  ordonnées  par  y;  et  on  dit,  pour  abréger,  que  x'x 
est  l’axe  des  x,  et  y'y  l’axe  des  y. 

Les  abscisses  x et  les  ordonnées  y doivent  être  considérées 
comme  des  quantités  variables  qui  peuvent  recevoir  toutes  les 
valeurs  possibles,  positives  et  négatives.  Le  côté  des  abscisses 
négatives  est  tout  à fait  arbitraire , et  il  en  est  de  même  de  celui 
des  ordonnées  négatives  : mais  dans  la  suite  nous  prendrons 
toujours  les  abscisses  positives  à droite , c’est-à-dire  du  côté  Ax, 
et  les  abscisses  négatives  à gauche;  les  ordonnées  positives,  au- 
dessus  de  l’origine,  du  côté  A y.  et  les  ordonnées  négatives  au- 
dessous. 

10 
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De  ces  conventions,  il  résulte  qu’on  aura 

x positif  et  y positif  dans  l’angle  ykx , 
x négatif  et  y positif  dans  l’angle  y ko/, 
x négatif  et  y négatif  dans  l’angle  y' kx', 
x positif  et  y négatif  dans  l’angle  ÿkx  ; 

et  quand  on  donnera  à x et  à ÿ des  valeurs  particulières,  on  re- 
connaîtra sur-le-champ  l’angle  où  est  situé  le  point  que  ces  coor- 
données déterminent.  Par  exemple,  qu’on  ait  x = — 2 , y = — 3 ; 
le  point  sera  situé  dans  l’angle  ÿkx'.  Si  on  veut  en  marquer  la 
position,  on  prendra,  sur  kx' , AP  = 2,  et,  sur  kÿ,  AQ'  ==  3;  et 
on  mènera  P'M',  Q'M',  parallèles  aux  deux  axes:  le  point  M',  où 
ces  parallèles  se  coupent,  sera  le  point  demandé. 

Pour  tous  les  points  de  l’axe  x'x,  l’ordonnée  est  nulle  ; par  con- 
séquent les  valeurs  x = — 2,  y — 0,  détermineraient  le  point  P'. 

De  même,  pour  tous  les  points  de  l’axe  ÿy,  l’abscisse  étant 
nulle,  les  valeurs  x — 0,  y = — '3,  détermineraient  le  point  Q'. 

Enfin,  l’origine  A serait  donnée  par  les  valeurs  x = 0,  y — 0. 

4 SI . Maintenant  qu’on  sait  déterminer  la  position  d’un  point, 
concevons  qu’une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan , chacun  de  ses 
points  soit  rapporté  à deux  axes  de  position  connue,  et  qu’il  y ait, 
entre  l’abscisse  et  l’ordonnée  de  chaque  point , une  relation  con- 
stante , c’est-à-dire  une  liaison  ou  dépendance  mutuelle  qui  ne 
change  pas  quand  on  passe  d’un  point  de  la  courbe  à un  autre.  Il 
arrive,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  que  cette  relation  est  de 
nature  à être  exprimée  par  une  équation  entre  l’abscisse  et  l’ordon- 
née. Cette  équation , une  fois  trouvée , fait  connaître  une  quel- 
conque de  ces  quantités  au  moyen  de  l’autre,  de  sorte  qu’en  don- 
nant à l’abscisse,  par  exemple,  des  valeurs  arbitraires,  on  déduit 
de  l’équation  les  valeurs  correspondantes  de  l’ordonnée,  et  on  ob- 
tient ainsi  autant  de  points  de  la  courbe  qu’on  voudra. 

S’il  s’agit  d’une  ligne  droite,  telle  que  AB  (fig.  54),  qui  divise 
en  deux  parties  égales  l’angle  ykx , des  coordonnées , on  observe 
que,  pour  chaque  point  de  cette  ligne,  l’ordonnée  est  égale  à l’ab- 
scisse; donc  la  relation  de  ces  deux  coordonnées  sera  exprimée 
par  l’équation 

y — x. 

Avec  cette  équation,  on  trouve  autant  de  points  qu’on  veut  de  la 
droite  en  donnant  à x des  valeurs  particulières.  Si  on  donne  à x 
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des  valeurs  positives , on  trouve  pour  y des  valeurs  positives , ce 
qui  détermine  les  points  de  la  droite  situés  dans  l’angle  yAx.  Si  on 
donne  à x des  valeurs  négatives,  y est  négatif,  ce  qui  détermine 
des  points  situés  dans  l’angle  x'Ay' . 11  est  clair,  en  effet,  que  dans 
l’angle  x'Ay',  pour  chaque  point  du  prolongement  de  AB,  l’ab- 
scisse et  l’ordonnée  sont  négatives  et  toujours  égales. 

L’équation  qui  exprime  d’une  manière  générale  la  relation  con- 
stante de  l’abscisse  et  de  l’ordonnée  d’une  ligne,  est  dite  l’équation  de 
cette  ligne.  Cette  ligne,  à son  tour,  se  nomme  le  lieu  de  l’équation. 

Ainsi,  y = x est  l’équation  de  la  droite  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  l’angle  des  coordonnées;  et,  réciproquement,  la  ligne 
qui  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  des  coordonnées  est  le 
lieu  de  l’équation  y — x. 

182.  Une  ligne  donnée  ne  peut  avoir  une  équation  qu’ autant 
qu’on  connaît  ou  la  définition , ou  la  génération , ou  bien  encore 
une  propriété  de  cette  ligne.  Ainsi,  on  ne  saurait  représenter  par 
une  équation  le  trait  que  décrit  la  plume  d’un  écrivain,  parce 
qu’on  ignore  tout  à fait  la  loi  de  sa  génération;  mais  on  aura  fa- 
cilement l’équation  du  cercle  en  partant  de  sa  définition,  savoir  : 
que  tous  ses  points  sont  également  éloignés  du  centre.  Quant  au 
lieu  d’une  équation , il  est  facile  à déterminer,  ou  du  moins  on  n’y 
rencontre  pas  d’autre  difficulté  que  celle  de  résoudre  l’équation. 

Exemples  de  lieux  géométriques. 

183.  Je  proposerai  d’abord  des  exemples  dans  lesquels  il  faut 
construire  des  lieux  géométriques  d’après  des  équations  données. 

Exemple  I (fig.  55).  Soit  l’équation 

ay  = x *, 

dans  laquelle  on  représente  par  a une  longueur  donnée , et  par  x 
et  y les  coordonnées  d’une  ligne  qu’il  s’agit  de  construire.  L’équa- 
tion étant  homogène,  l’unité  est  arbitraire  (1G4),  et  je  puis  pren- 
dre a = 1,  ce  qui  donne 

y—x\ 

Pour  avoir  la  courbe,  je  donnerai  à x différentes  valeurs  positives 
et  négatives;  je  tirerai  de  l’équation,  pour  y,  des  valeurs  corres- 
pondantes, qui  seront  toutes  réelles,  et  chaque  solution  de  l’équa- 
tion déterminera  un  point  de  la  ligne  cherchée.  Ainsi,  x = 2 
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donnant  y — 4,  si  on  prend  AP  = 2 du  côté  Ax,  et  qu'on  mène, 
du  côté  des  y positifs,  PM  parallèle  à A y et  égale  à 4,  le  point  M 
appartiendra  au  lieu  géométrique  de  l’équation.  On  obtient  ainsi 
autant  de  points  qu’on  veut,  à des  distances  d’autant  plus  rappro- 
chées que  les  valeurs  de  x le  sont  elles-mêmes  davantage. 

En  faisant  x — 0 on  a y = 0 ; donc  la  ligne  représentée  par 
l’équation  y = x'  passe  par  l’origine. 

Si  on  pose  x—i,  2,  3,  4,  5,  6,  etc., 

on  trouve  y=  1,  4,  b,  16,  2»,  36,  etc.; 

l’ensemble  de  ces  valeurs  détermine  des  points  dans  l’angle  ykx . 

Si  on  fait  x = — 1, — 2, — 3, — 4,  etc., 

on  a encore  y—  1,  4,  9,  16,  etc.; 

ces  coordonnées  déterminent  des  points  situés  dans  l’angle  yAxf, 
On  voit  que  l’ordonnée,  à partir  de  x = 1,  croît  beaucoup  plus 
rapidement  que  l’abscisse  : c’est  ce  que  montre  sur-le-champ 

y 

l’équation.  En  effet,  elle  donne  | = x,  ce  qui  prouve  que  depuis 

x = 1 , ce  rapport  surpasse  l’unité  et  augmente  en  même  temps 
que  x;  donc  l’ordonnée  contient  l’abscisse  un  nombre  de  fois 
d’autant  plus  grand  que  l’abscisse  est  elle-même  plus  grande. 

Pour  ne  pas  se  tromper  sur  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisi- 
nage de  l’origine , il  est  nécessaire  d'en  avoir,  vers  cette  partie , 
des  points  assez  rapprochés.  C’est  pourquoi  l’on  calculera  les 
ordonnées  correspondant  aux  abscisses  fractionnaires  0,1,  0,2, 
0,3,...  On  obtient  ainsi  le  tableau  suivant  : 

a: =0,10,  0,20,  0,30,  0,40,  0,50,  etc., 

y = 0,01,  0,04,  0,09,  0,16,  0,25,  etc. 

Il  fait  connaître  que  l’ordonnée  diminue  plus  rapidement  que  l’ab- 
scisse, quand  la  courbe  approche  très-près  de  l’origine;  et,  en 

y 

effet,  le  rapport  ^ = x est  alors  très-petit. 

Après  avoir  construit  un  certain  nombre  de  points,  on  les  joint 
par  un  trait  continu , et  l’on  a le  lieu  de  l’équation  avec  d’autant 
plus  d’exactitude  que  ces  points  sont  plus  nombreux.  C’est  ainsi 
qu’a  été  tracée  la  courbe  représentée  sur  la  figure. 

On  sent  bien  qu’il  est  impossible  d’obtenir  en  réalité  tous  les 
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points  dont  les  coordonnées  satisfont  à l’équation  y=x!  : car  il  est 
impossible  de  substituer,  pour  x,  des  valeurs  qui  ne  soient  pas  dis- 
continues. Mais  comme  on  conçoit  parfaitement  qu’en  faisant 
varier  x d’une  manière  continue,  y doit  aussi  varier  d’une  manière 
continue,  il  en  résulte  que  la  continuité  existe  dans  la  suite  de  tous 
les  points  que  l’équation  détermine.  S’il  restait  quelque  doute  à 
cet  égard , on  le  dissiperait  en  remarquant  que  la  discontinuité  ne 
pourrait  avoir  lieu  que  parce  qu’il  y aurait  des  abscisses  sans  or- 
données correspondantes  : or,  c’est  ce  qui  n’arrive  pas , puisque 
chaque  valeur  réelle  de  x en  détermine  aussi  une  réelle  de  y. 

Exemple  II  (fig.  56).  Soit  l’équation 


Le  double  signe  montre  que,  pour  chaque  abscisse  AP,  il  faut 
porter,  au-dessus  et  au-dessous  de  l’axe  x'x,  des  ordonnées  égales. 
l)e  là  il  suit  que  si  les  axes  étaient  rectangulaires , et  qu’on  fit 
tourner  la  partie  inférieure  de  la  courbe  autour  de  x'x,  cette  partie 
viendrait  coïncider  avec  la  partie  supérieure;  donc  elle  lui  serait 
égale. 

Quand  on  fait  x négatif,  y est  imaginaire  ; donc  la  courbe  n’a 
aucun  point  du  côté  Ax'. 

En  faisant  x = 0,  on  a ÿ = 0;  donc  la  courbe  passe  à l’origine. 

Lorsque  x croît  positivement,  y est  réel  et  de  plus  en  plus 
grand;  et  même  les  deux  coordonnées  n’ont  aucune  limite,  puis- 
que x infini  donne  y infini.  Il  résulte  de  là  que  la  courbe,  à partir 
de  l’origine , se  sépare  en  deux  branches  qui  s’éloignent  indéfini- 
ment des  deux  axes,  du  côté  des  abscisses  positives,  l’une  au- 
dessus  de  l’axe  des  abscisses,  et  l’autre  au-dessous. 

On  n’a  encore  qu’une  idée  générale  de  la  forme  de  la  courbe. 
Pour  la  connaître  avec  plus  de  précision , il  faut  la  construire  par 
points,  comme  on  a fait  n°  précédent.  L’équation  étant  homogène 
l’unité  est  arbitraire;  on  peut  supposer  a =1 , et  on  aura 

y — ztS/xK 

En  donnant  à x des  valeurs  entières  et  en  calculant  les  valeurs 
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de  y,  on  forme  le  tableau  suivant  : 

x=0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  etc. 

y— 0,  ±1,  ±2,82,  ±5,19,  ±8,  ±11,18,  ±14,69,  etc. 

En  donnant  à x des  valeurs  fractionnaires,  on  forme  cet  autre 
tableau  : 

x=  0,10,  0,20,  0,30,  0,40,  0,50,  0,60,  0,70,  etc. 

y = ±0,02,  ±0,09,  ±0,16,  ±0,25,  ±0,35,  ±0,46,  ±0,58,  etc. 

L’équation  donne  ^ = ^x;  donc  ce  rapport  est  très-grand 

quand  x est  très-grand,  et  il  est  très-petit  quand  x est  très-petit, 
ce  qui  justifie  la  forme  donnée  à la  courbe  sur  la  figure. 

Exemple  III  (fig.  57).  Soit  encore  l’équation 

y*  — 3axy  -f-  a;’  = 0. 

Jusqu’ici  on  a fait  croître  l’abscisse  en  progression  arithmétique, 
mais  on  peut  adopter  telle  autre  loi  qu’on  voudra;  et  même  il 
peut  être  utile  d’employer  une  troisième  indéterminée  dont  les 
relations  avec  x et  y soient  moins  compliquées  que  celle  qui  est 
donnée  entre  ces  variables.  C’est  ainsi  que  dans  l’exemple  pro- 
posé, pour  éviter  la  résolution  d’une  équation  du  3*  degré,  on 
fera  y = tx.  Après  cette  substitution , l’équation  peut  être  divisée 
par  x 1 et  devient 

t*x—3at-\-x=0. 

De  celle-ci  on  tire  x en  t,  puis  on  exprime  aussi  y en  t.  On  trouve 

3<z*  3a*1 

*“?+P  y-F  + i* 

Alors  on  fera  passer  t par  tous  les  états  de  grandeur,  on  calculera 
les  valeurs  correspondantes  de  x et  y,  puis  on  construira  la  courbe 
par  points. 

En  supposant  *= 0,  on  a ar=0  et  y — 0,  ce  qui  détermine 
l’origine  A.  Si  on  fait  croître  * positivement,  les  valeurs  de  x se- 
ront positives,  et  commenceront  aussi  par  croître  : mais  elles  ne 
dépasseront  pas  une  certaine  limite;  car  lorsque  t est  très-grand, 
x est  très-petit , à cause  de  *s  qui  est  au  dénominateur.  Quoique 
nous  n’ayons  pas  de  méthode  pour  assigner  cette  limite , il  n’en 
est  pas  moins  évident  qu’elle  existe,  et  d’ailleurs  elle  se  trouve 
déterminée  par  approximation  quand  on  calcule  ce  que  devient  x 
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pour  des  valeurs  de  t très-rapprochées.  Pareillement,  l’ordonnée  y 
augmente  jusqu’à  une  certaine  limite,  après  laquelle  elle  diminue. 
Enfin,  pour  <=e»,  on  a x — 0,  y — 0,  et  ces  valeurs  ramènent 
à l’origine.  On  obtient  de  cette  manière  la  feuille  ACDEA.  Sur  quoi 
il  faut  observer  que,  l’équation  proposée  étant  symétrique  en  x et 
en  y,  la  droite  AD,  qui  divise  l’angle  ykx  en  parties  égales,  doit 
partager  aussi  la  courbe  en  parties  égales. 

Il  faut  maintenant  donner  à t des  valeurs  négatives.  Pour  plus 
de  commodité,  je  change  t en  — t : il  vient 

3 at  3 at* 

y=fzr^i 


et  alors  on  devra  prendre  t positivement.  En  faisant  augmenter  t 
de  0 à 1,  les  variables  x ei  y croissent  de  zéro  à l’infini,  l’une  né- 
gativement, et  l’autre  positivement  : ainsi  se  construit  la  branche 
indéfinie  AF.  La  même  chose  arrive  quand  on  fait  décroître  t 
depuis  l’infini  jusqu’à  1,  avec  cette  seule  différence  que  x est 
positif,  tandis  que  y est  négatif  : de  là  résulte  la  branche  AG  qui 
achève  la  courbe  demandée.  Cette  courbe  est  connue  sous  le  nom 
de  folium  de  Descartes. 

, 184.  Proposons  maintenant  des  problèmes  dans  lesquels  il  s’a- 
gira de  trouver  les  équations  de  quelques  lieux  géométriques. 

Problème  I.  (fig.  58).  Soit  ALB  un  cercle  donné,  et  BC  une  per- 
pendiculaire élevée  à l’extrémité  du  diamètre  AB;  du  point  A,  tirez 
une  infinité  de  lignes  telles  que  AD , qui  coupe  BC  en  D et  la  circon- 
férence en  L ;et  sur  chacune  prenez  AM=  LD  : le  lieu  des  points  M, 
ainsi  déterminés,  sera  me  courbe  dont,  on  demande  V équation. 

Cette  ligne  est  la  cissoïde  inventée  par  Dioclès.  Je  prendrai  le 
diamètre  AB  pour  axe  des  abscisses,  et  la  perpendiculaire  At/  pour 
axe  des  ordonnées.  J’abaisse  MP,  LQ,  perpendiculaires  sur  AB, 
et  LB  perpendiculaire  sur  BC.  Je  fais  AP  = x,  MP  — y,  AB=  a. 
Pour  avoir  une  équation  entre  ces  quantités,  je  remarque  d’abord 
que  les  triangles  AMP,  LDR  sont  égaux  ; donc  QB  = LR  = AP=  x, 
et  AQ  = a — x.  La  ligne  LQ  est  moyenne  proportionnelle  entre 
AQ  et  QB;  donc  LQ  = <Jx  (a  — a;).  Enfin  les  triangles  semblables 


AMP,  ALQ,  donnent  ^ ^ ou 

AP  AQ 


y \Jx[a — sc ) 

x a — x 
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De  cette  proportion  on  tire,  toute  réduction  faite, 

J— 

Cette  valeur  ne  donne  que  la  partie  supérieure  de  la  courbe  : pour 
avoir  toute  la  courbe,  il  faut  prendre  cette  valeur  avec  le  double 
signe  ±,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  élever  les  deux  membres 
de  l’équation  au  carré.  On  a ainsi,  pour  l’équation  de  la  cissoide, 


On  pourrait  en  trouver  la  forme  en  suivant  la  marche  tracée  dans 
les  numéros  précédents.  Mais  il  est  plus  simple  de  construire  cette 
courbe  d’après  l’énoncé  même  de  la  question. 

Problème  II  (fig.  59).  Soient  XX',  YY',  deux  droites  rectangu- 
laires, et  O un  point  donné  sur  la  ligne  XX'  : on  fait  mouvoir  un 
angle  droit  KEI1  de  manière  que  son  côté  EK,  qui  est  indéfini , passe 
toujows  par  le  point  O,  et  que  l’autre  côté  EH,  qu’on  suppose  égal 
à OA.  ait  toujours  son  extrémité  H sur  la  ligne  YY".  Le  point  M, 
milieu  de  EH,  décririra  une  courbe  dont  on  demande  l’équation. 

Je  prends  XX'  et  YY'  pour  les  axes  de  coordonnées.  Soit  M un 
point  de  la  courbe,  correspondant  à une  position  quelconque  de 
l’angle  droit  KEH  ; je  mène  MP,  ER,  perpendiculaires  à AX,  et  EQ 
parallèle  à AX.  Je  fais  AP  =x,  MP  = y,  EH=  AO  = 2a. 

Le  point  M étant  le  milieu  de  EH,  on  a ME  — a,  et  QE  = PR  = 
AP  = x;  donc  le  triangle  MQE  donnera 

MQ  = y/a* — a.'1» 


Les  triangles  OER,  MQE,  étant  semblables,  on  a ER  : OR  :: 
QE  : MQ,  ou  ER  : 2a  + x ’ yV — ®*J  donc 

2 x[a  -|-  x ) 


ER  = 


\rax—  x~ 


Mais  MP  ou  g = ER  -j-  MQ;  donc 

2x  la  -4-  x) 
y— 

y'  a5 — xx 


+ V°*- 


•x-. 


En  ctfectuant  les  calculs  et  les  réductions,  puis  élevant  au  carié, 
ou  trouve  l’équation  demandée, 

, .i  _ (fl  + XT  ' 

' a — x " 
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Si  on  faitx  = 0,  on  a y = ±;  a;  donc,  en  prenant  AB'=  AB  = a, 
la  courbe  passera  aux  points  B et  B'.  Si  on  fait  ;/  = <),  il  vient 
x = — a;  donc,  en  prenant  AG  = a,  du  côté  des  abscisses  néga- 
tives, le  point  G appartiendra  à ia  courbe.  En  continuant  cette  dis- 
cussion on  obtient  toute  la  courbe. 

Elle  parait  semblable  à la  cissoïde  du  problème  I,  et  on  peut 
même  démontrer  que  les  équations  des  deux  courbes  ne  diffèrent 
que  parce  que  les  abscisses  partent  du  point  A dans  l’une  d’elles, 
tandis  qu’elles  partent  du  point  G dans  l’autre.  En  effet,  si  au  lieu 
de  AP  on  prend  CP  pour  abscisse,  et  qu’on  désigne  CP  par  x on 
aura  évidemment  x = x' — a ; et  en  mettant  cette  valeur  dans 
l’équation  de  la  courbe,  il  vient 

x'5 


équation  d’une  cissoïde  rapportée  aux  axes  CX,  Gy,  et  construite 
avec  le  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  à 2 a. 

Problème  III  (fig.  60).  Sur  une  base  donnée  AB  décrire  un  trian- 
gle AMB,  tel  qu'en  abaissant  sur  AM  et  BM  les  perpendiculaires  BG 
et  AD,  qui  se  coupent  en  N,  on  ait  la  somme  des  triangles  AMB,  ANB, 
•égale  à un  carré  donné  k*. 

Il  s’agit  de  trouver  le  sommet  M.  Pour  cela,  j’abaisse  la  perpen- 
diculaire MP,  et  je  remarque,  d’après  une  propriété  connue, 
qu’elle  doit  passer  par  le  point  N.  Je  fais  AP  = x,  MP  = y, 
NP  = y',  AB  = a.  Les  triangles  AMB,  ANB,  ont  pour  surfaces 
1 a y,  !,ay'-  donc  leur  somme  est  { a [y  -f-  y')  : or,  cette  somme 
doit  être  égale  à A1;  donc  on  a l’équation 


£«(y-f  yD—K1. 


II  faut  maintenant  exprimer  y'  au  moyen  des  coordonnées  x et 

y du  point  M.  Or,  les  triangles  AMP,  BNP,  sont  semblables  au 

triangle  ACB,  et  par  conséquent  semblables  entre  eux  ; donc  ils 

donnent  NP  : BP  ::  AP  : MP,  ou 

, „ . , x(a—  x) 

y:a  — x::x:y;  dou  y = — - — . 

En  mettant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on  a 


t x (a  — x)  { 

r*’ 
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15A 

ou  bien,  en  faisant  — = b et  réduisant, 
a 

y * — %y  — xi-\-ax  = O . 

Cette  équation  est  celle  du  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous 
les  triangles  qui  satisfont  à la  question.  Nous  laissons  au  lecteur 
le  soin  de  rechercher  quelle  doit  être  la  forme  de  la  courbe. 

185.  Il  serait  superflu  de  multiplier  davantage  ici  les  exemples. 
Plus  tard,  nous  en  proposerons  d’autres  auxquels  on  pourra  faire 
l’application  des  théories  et  des  méthodes  de  calcul  que  nous 
avons  encore  à exposer. 


CnAPIïRE  III. 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 


Objet  de  cette  transformation. 

186.  L’équation  d’une  courbe  ne  reste  pas  la  même  quand  on 
change  les  axes  auxquels  on  la  rapporte.  Nous  en  avons  déjà  un 
exemple  dans  le  problème  II  du  n°  181,  qui  a conduit  à une  équa- 
tion dont  la  différence  avec  celle  de  la  cissoïde  ne  venait  que  de 
la  position  de  l’origine  des  abscisses.  Le  cercle  en  offre  encore  un 
exemple  frappant.  Si  on  prend  pour  axes  deux  diamètres  rectan- 
gulaires (flg.  61),  et  qu’on  désigne  le  rayon  par  R,  on  aura,  pour 
chaque  point  de  la  circonférence,  l’équation 
a:*-|-y‘=  R2: 

car  cette  équation  exprime,  ainsi  que  le  montre  la  figure,  que  la 
distance  de  l’origine  à chaque  point  de  la  courbe  est  égale  à R. 

Mais  supposons  que  les  axes  rectangulaires  auxquels  on  rap- 
porte le  cercle  ne  passent  point  par  le  centre,  et  désignons  les 
coordonnées  de  ce  centre  par  a et  p.  Soit  O le  centre  (flg.  62)  et  M 
un  point  quelconque  de  la  circonférence;  menons  OB,  MP,  per- 
pendiculaires à l’axe  Ax,  et  OQ  perpendiculaire  à MP,  le  triangle 
OMQ  donnera  OQ2  + MQ1  = OM2 . Or,  OQ  = AP  — AB  = x — a. 
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MQ  = MP  — OB  = y — p,  et  OM  ==  R ; donc  on  aura,  pour  l’équa- 
tion du  cercle 

(*—)■  + (y—  P)* = R*. 

ou,  en  développant  les  carrés, 

x1  — •Sctr-f-#*  — 2|3y  + a*-)-  p*  = R*. 

Cette  équation  est,  comme  on  voit,  beaucoup  moins  simple  que 
la  première.  On  en  aurait  une  moins  simple  encore  si  les  axes 
n’étaient  point-rectangulaires. 

187.  Puisque  l’équation  d’une  ligne  peut  devenir  plus  ou  moins 
simple,  selon  les  axes  auxquels  elle  est  rapportée,  il  s’ensuit  qu’on 
doit  avoir  le  plus  grand  soin  , lorsqu’on  cherche  l’équation  d’une 
courbe,  dont  on  donne  la  génération  ou  une  propriété  quelconque, 
de  faire  choix  d’un  système  d’axes  qui  n’entraîne  point  dans  des 
calculs  compliqués,  et  qui  conduise  à l’équation  la  plus  propre  à 
manifester  la  forme  et  les  propriétés  de  la  courbe. 

D’un  autre  côté,  il  peut  se  faire  qu’on  connaisse  déjà  l’équation 
d’une  ligne  rapportée  à un  système  d’axes  déterminés,  et  il  n’est 
pas  moins  important  de  savoir  trouver  l’équation  qui  représente- 
rait cette  même  ligne  rapportée  à d’autres  axes.  Ce  problème  sera 
résolu  quand  on  connaîtra,  pour  un  point  quelconque,  les  valeurs 
des  anciennes  coordonnées  en  fonction  des  nouvelles;  car  alors, 
en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  proposée , on  obtient 
une  relation  entre  les  nouvelles  coordonnées  de  chacun  des  points 
de  la  courbe  que  l’on  considère.  C’est  en  cela  que  consiste  la  trans- 
formation des  coordonnées. 

Formules  pour  la  transformation  des  coordonnées. 

188.  D’après  ce  qui  précède,  la  question  à résoudre  est  celle-ci  : 
Exprimer  les  coordonnées  primitives  d’un  points  quelconque  en  fonc- 
tion des  nouvelles. 

Supposons  d’abord  que  la  direction  des  axes  reste  la  même,  et 
que  l’origine  seule  varie.  Soit  (fig.  63)  A'  la  nouvelle  origine,  et 
AV,  A y,  les  nouveaux  axes  auxquels  on  veut  rapporter  les  points 
précédemment  rapportés  aux  axes  parallèles  A.x\  A y.  Si  on  prend 
un  point  quelconque  M,  situé  dans  l’angle  y AV,  et  que  l’on  mène 
l’ordonnée  MP  qui  coupe  AV  en  F,  on  a évidemment 

AP  = AB -f  BP,  MP  = AB -f- MF. 
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AB  et  A'B  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  : elles  dé- 
terminent sa  position  par  rapport  aux  anciens  axes.  Faisons  donc 
AB  = a et  A'B  = 6;  représentons  par  x,  y,  les  anciennes  coordon- 
nées du  point  M ; et  par  x',  ÿ,  les  nouvelles.  Alors  on  aura 

[1]  x = a+x',  y = b + t/. 

Ces  formules  serviront  à changer  deux  axes  quelconques  en  d’au- 
tres qui  leur  soient  parallèles. 

189.  Passons  maintenant  au  cas  général,  dans  lequel  on  change 
en  même  temps  l’origine  et  la  direction  des  axes. 

Soient  Ax  et  A y (fig.  64)  les  axes  primitifs , qui  forment  entre 
eux  l’angle  yAx  = 0;  et  soient  AV,  A 'y',  les  nouveaux  axes.  Me- 
nez A'E  parallèle  à Ax,  et  A'F  parallèle  à A y.  Pour  déterminer  les 
derniers  axes , il  suffit  de  connaître  les  coordonnées  AB,  A'B,  de 
l’origine  A',  et  les  angles  x'A'E,  y' A'E,  que  ces  axes  font  avec  la 
droite  A'E.  Je  désignerai  ces  deux  coordonnées  par  a et  b,  et  ces 
deux  angles  par  a etV. 

Soit  M un  point  quelconque  : menez  MP  parallèle  à A y,  et  MQ 
parallèle  à A'y'.  Les  anciennes  coordonnées  du  point  M sont 
AP  = x,  PM  = y ; les  nouvelles  sont  A'Q  = x',  MQ  = y'. 

Menez  QS  parallèle  à A y,  et  QT  parallèle  Ax,  on  aura 


Le  triaDgle  A'QS  donne  (65), 


x = AP  = a-j-A'S  + QT, 
y = PM  = ô+  QS  + MT. 

A'S  QS 


A'Q 


sinA'QS  sinQA'S  sinA'SQ- 
Mais  on  a A'Q  = x',  sin A'QS  = sinFAV  =sin(0 — a),  sinQA'S 
=sin«,  sinA'SQ  = sin (480°  — 0)  = sin6;  donc 
A'S  QS  x' 


De  là  on  tire 


A'S  = 


sin(0 — a) 
x'  sin  (0  ■ 


sin  a 


sinO" 


il,  QS=Î^. 

sinO  sinO 


QT 


MT 


MQ 


De  même  le  triangle  MQT  donne  . 

Or  on  a MQ  = y1,  sin  QMT  = sin  ÿ'A'F  = sin(0  — a'),  sin  MQT 
=siny'A'E=sina, sinMTQ  = sin(180° — 0) = sin 0 ; donc 

QT  MT  y 
sin  '0  — a')  sin  « — sinO  ‘ 
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De  là  on  tire 

ÿ'.inl»-.')  mt=î!W, 
smO  sinO 


Maintenant  il  ne  reste  plus  qu’à  remplacer  A'S,  QT,  QS,  MT, 
par  leurs  valeurs,  pour  obtenir  les  valeurs  cherchées,  savoir  : 

, x'  sin  (8  — «)  + y1  sin  (8  — a') 

sïnë  » 


y — b - j- 


x'sina  -|-  y'sina' 
sinO 


Elles  sont  rarement  employées  dans  toute  leur  généralité;  mais 
nous  allons  en  déduire,  comme  cas  particuliers,  celles  dont  l’usage 
est  le  plus  fréquent. 

190.  Formules  pour  passer  d’un  système  de  coordonnées  rectnn - 
gu/aires  à un  système  de  coordonnées  obliques. 

Dans  ces  formules  générales  il  faut  faire  0 = 90°;  et  elles  se  ré- 
duisent à celles-ci 


! . | x = a-f-a;'cosa -j- ÿ'cosa', 

1 ( ÿ = è-|-a;’sina-i-ÿ'sin#'. 

191.  Formules  pour  passer  d’un  système  de  coordonnées  rectan- 
gulaires à de  nouvelles  coordonnées  rectangulaires. 

11  faut  faire  de  plus  «'=90°  -(-  a dans  les  dernières  formules.  On 
remarquera  que 


sin  « ==  sin  (90°  + <*)  — sin  (90° — a)  = cos  a , 
cos  a'  = cos (90°  +«)  = — cos(90°  — a)  = — sin  a. 
Par  suite,  il  viendra 


M 


x — a -f-  x'cosa  — y’sin  a, 
y = b -f-x'sin  a-{-ÿ'cosa. 


192.  Formules  pour  passer  d’un  système  d’axes  obliques  à un 
système  d’axes  rectangidaires. 

Il  faut , dans  les  valeurs  générales , faire  a' = 90°  «.  On  aura 

sina' = sin^90° a)  = sin(90° — a)=cosa,  et  sin(0 — a')  = 
sin  (6 — 90°  — a)  = — sin  [90°  — (0  — a)]  = — cos  (0  — a) . 

Par  suite , les  formules  deviendront 


M ' 


| x — a -f- 

I .y  — 4 + 


x!  sin  (0  — a)  — y'  cos  (0  — al 
sin0 

y sin  a -j-;/cosa 
sin  0 
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193.  Outre  les  coordonnées  parallèles  à des  axes  qui  se  coupent, 
les  géomètres  en  emploient  encore  d’autres  qu’ils  nomment  coor- 
données polaires,  et  que  nous  ferons  connaître  plus  tard. 

Remarques  sur  les  formules  de  la  transformation. 

194.  Pour  que  ces  formules  aient  toute  la  généralité  dont  elles 
sont  susceptibles,  il  faut  donner  aux  diverses  coordonnées  les 
signes  qui  conviennent  à leur  position,  et  aux  angles  l’extension 
nécessaire  pour  que  les  nouveaux  axes  puissent  prendre  toutes  les 
inclinaisons  possibles  à l’égard  des  axes  primitifs. 

S’il  s’agit  des  formules  [4]  qui  ont  été  déduites  de  la  fig.  63,  il 
faudra  y supposer  x et  x positifs  dans  le  sens  Ax,  A'x',  et  négatifs 
dans  le  sens  contraire;  et  de  même,  y et  ÿ positifs  dans  le  sens 
A y,  Ay,  et  négatifs  au-dessous.  Par  exemple,  pour  un  point  situé 
comme  l’est  le  point  N,  il  faudra  prendre  x=  AQ,  x1 = — A'Q', 
y = — QN,  y — — Q'N.  En  effet,  ces  valeurs  vérifient  les  for- 
mules [Il  : car,  en  les  substituant,  il  vient 

AQ  = a — A'Q' = AB  — BQ  = AQ, 

— QN  = b — Q'N  = A'B  — Q'N  = Q’Q  — Q'N  — — QN. 

Si  on  faisait  occuper  au  point  N toutes  les  positions  possibles, 
on  obtiendrait  toujours  des  vérifications  analogues,  en  ayant  soin 
de  prendre  les  signes  comme  il  a été  prescrit. 

Il  faut  encore  remarquer  que  la  figure  suppose  la  nouvelle  ori- 
gine A'  située  dans  l’angle  ykx.  Si  on  veut  la  placer  dans  un  autre 
angle,  dans  l’angle  x,A yt,  par  exemple,  il  suffira  de  considérer  les 
coordonnées  a et  b comme  ayant  des  valeurs  négatives  dans  les 
formules  [1].  C’est  ce  qu’on  vérifierait  en  cherchant  directement, 
pour  la  nouvelle  position  de  l’origine  A',  les  valeurs  de  x et  de  y. 

Quand  on  fera  usage  des  formules  [2] , ou  des  suivantes,  qui  en 
sont  déduites , on  devra  soigneusement  se  rappeler  : 

1°  Que  0 représente  l’angle  ykx,  formé  par  les  portions  des  an- 
ciens axes  sur  lesquelles  sont  mesurées  les  coordonnées  positives  : 
on  peut  toujours  regarder  cet  angle  comme  moindre  que  180°. 

2°  Que  a et  a ' sont  les  angles  formés,  du  côté  des  x positifs,  par 
les  portions  A'x',  A';/,  des  nouveaux  axes,  sur  lesquelles  se  comp- 
tent les  x'  et  les  y positifs  : ces  angles  peuvent  croître  jusqu’à  360°. 
Pour  les  évaluer  plus  facilement,  on  mène,  par  l’origine  A'  dans 
le  sens  des  x et  des  y positifs,  les  droites  A'E,  A' F,  parallèles  à 
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ces  coordonnées,  puis  on  suppose  que  AV  et  A ’ij,  d’abord  con- 
fondus avec  la  ligne  A'E,  s’en  écartent,  en  se  rapprochant  de  A'F, 
pour  venir  à leurs  positions  actuelles  ; et  ce  sont  les  arcs  décrits 
par  un  point  de  ces  lignes  qu’on  devra  prendre  pour  la  mesure  des 
angles  a et  oé. 

Éclaircissons  ce  qui  précède  par  un  exemple.  Les  deux  systèmes 
d’axes  étant  dans  les  positions  qu’indique  la  figure  65 , supposons 
qu’on  ait  AB  = 3,  A'B =2,  l’arc  Xg = 87°,  Xgv =240%  Xgvp  = 31  b”. 

Dans  les  formules  générales,  il  faudra  faire  « = 3,  h = — 2, 
(l  = 87°,  a = 240%  a'  = 31b°.  Ces  formules  deviendront  d’abord 


, x'sin{87°  — 240°)  + 2/sïn (87°  — 315”) 

a , x'  sin  240°  -)-  //  sin  315° 
ÿ — -2-1  ; 

Mais,  d’après  la  Trigonométrie,  on  a 

sin  240°  = — sin  (240  — 180)  = — sin  60% 

sin  31  b°  = — sin  (360°—  315°)  =—  sin  45% 

sin  (87° — 240°)=  sin  (—153°)=— sin  (180°— 153")=  — sin  27% 

sin  (87°— 315°)= sin  (—228°)=  — sin  (180°— 228")  =+  sin  -48“. 

Par  suite  de  ces  réductions,  on  aura  simplement 


x = 
x = 


— x'  sin  27°  -f-  xj  sin  48“ 
sin  87° 

x'  sin  60°  + )/  sin  45° 
~ ~ sin  87“ 


CHAPITRE  IV. 

CLASSIFICATION  DES  LIGNES  EN  GÉNÉRAL. 


195.  Les  géomètres  de  l’antiquité  ont  dû  étudier  les  lignes 
courbes  dans  l’ordre  même  où  elles  se  sont  offertes  à leurs  re- 
cherches; mais  ils  n’ont  point  tardé  à laisser  de  côté  celles  dont  la 
découverte  avait  été,  en  quelque  sorte,  fortuite,  pour  donner 
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une  attention  plas  particulière  à celles  qui  peuvent  se  trouver  par 
des  considérations  générales.  C'était  saus  doute  une  idée  simple 
et  féconde  de  couper  le3  surfaces  par  des  plans,  et  de  rechercher 
ensuite  les  propriétés  des  lignes  résultant  de  ces  intersections  : 
aussi  s’est-elle  présentée  à eux;  et  comme  les  surfaces  courbes 
connues  par  les  éléments  de  géométrie  sont  celles  de  la  sphère , 
du  cylindre  et  du  cône,  c’est  en  coupant  ces  corps  par  des  plans, 
qu’ils  ont  obtenu  les  lignes  vers  lesquelles  ils  ont  dirigé  leurs  médi- 
tations. La  section  de  la  sphère  est  un  cercle,  et  celle  du  cylindre 
se  retrouve  dans  le  cône  ; de  sorte  que  ces  lignes  nouvelles  se  sont 
réduites  aux  seules  sections  coniques,  courbes  fameuses,  sur  les- 
quelles Apollonius  de  Verge  a laissé  un  beau  et  savant  traité. 

Aujourd’hui,  l’on  doit  adopter  une  autre  marche;  et  puisque 
les  lignes  peuvent  être  représentées  par  des  équations , c’est  dans 
les  équations  qu’il  faut  les  chercher.  L’ordre  à suivre  dans  l’étude 
des  lignes  se  présente  alors  de  lui-même. 

19G.  Toutes  les  équations,  entre  les  coordonnées  x et  y,  qui 
peuvent  être  ramenées  à la  forme 

kym  -f-  (Bx  -(-  G)  y"*-1  -|-  (Dx*  + Ex  F)  y"-*  -f-  etc.  = 0 , 

sont  appelées  algébriques  : toutes  les  autres  sont  des  équations 
transcendantes.  De  là  résulte  la  distinction  des  lignes  en  algébri- 
ques et  en  transcendantes,  suivant  que  leurs  équations  sont  elles- 
mêmes  algébriques  ou  transcendantes.  On  classe  ensuite  les  lignes 
algébriques  diaprés  le  degré  de  leurs  équations  par  rapport  aux 
coordonnées  x et  y.  L’ordre  de  la  ligne  est  marqué  par  l’exposant 
de  ce  degré. 

La  ligne  droite,  qui  divise  l’angle  des  coordonnées  en  deux 
parties  égales  (181  ) , et  qui  a pour  équation  y = x,  est  une  ligne 
«lu  1"  ordre,  parce  que  son  équation  est  du  1"  degré.  La  courlxï 
(lu  n°  183,  Exemple  I,  laquelle  a pour  équation  ay  — x’  est  du 
2e  ordre;  celle  de  I’Exemple  II  est  du  3e. 

Newton  remarquant  que  le  premier  ordre  ne  renferme  que  des 
lignes  droites,  ainsi  qu’on  le  verra  tout  à l’heure,  appelait  cour- 
bes du  premier  genre  celles  qui  sont  données  par  des  équations 
du  2e  degré,  courbes  du  second  genre  celles  dont  l’équation  est  du 
3°,  et  ainsi  de  suite.  Mais  ces  dénominations  n’ont  pas  été  adop- 
tées; et  aujourd’hui,  pour  la  facilité  de  l’expression,  on  dit  indiffé- 
remment ligne  ou  courbe  du  second  ordra.  du  troisième  ordre,  etc. 
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197.  La  classification  des  lignes  en  différents  ordres,  suivant  le 
degré  des  équations,  serait  défectueuse  s’il  pouvait  arriver  qu’en 
changeant  les  axes  des  coordonnées , le  degré  de  l’équation  chan- 
geât; mais  il  n’en  est  point  ainsi.  En  effet,  étant  donnée,  entre 
x et  y,  l’équation  d’une  ligne  rapportée  à certains  axes,  pour  avoir 
l’équation  de  la  même  ligne  rapportée  à de  nouveaux  axes , il  faut 
remplacer,  dans  l’équation  donnée,  x et  y par  les  valeurs  trouvées 
n°  189  : or  ces  valeurs  sont  du  premier  degré  par  rapport  à x'  et 
à y',  donc  le  degré  de  l’équation  ne  saurait  s’élever  par  cette  sub- 
stitution. Par  cela  même  qu’il  ne  peut  point  s’élever,  il  ne  peut 
pas  non  plus  diminuer  : car,  si  cela  était  possible,  il  faudrait  qu’en 
revenant  des  nouveaux  axes  aux  anciens  le  degré  s’élevât. 

198.  L’équation  générale  d’un  certain  degré  comprend  non- 
seulement  les  lignes  dont  l’ordre  est  indiqué  par  ce  degré  ; mais 
encore  toutes  celles  d’un  ordre  inférieur.  Par  exemple,  si  on  a 
l’équation  du  2'  degré, 

(y  — ax  — b ) (y  — a x — b1}  = 0 , 

il  est  clair  qu’elle  sera  vérifiée , soit  en  posant  y = ax  + b , soit  en 
posant  y = a'x-{-  b'.  Ces  deux  équations  représentent  deux  lignes 
du  premier  ordre  : ainsi,  à parler  exactement,  l’équation  proposée 
ne  représente  pas  une  ligne  du  second  ordre,  mais  bien  deux  lignes 
du  premier;  et  même  elle  n’en  représenterait  plus  qu’une  seule,  si 
on  avait  a'  = a et  b'  = b. 

Semblablement,  l’équation  du  3*  degré, 

{y  — ax—b)  (cy  — x')=  0, 

représente  une  ligne  du  premier  ordre,  laquelle  est  donnée  par 
l’équation  y = ax  -{-  b;  et  une  ligne  du  second  ordre,  laquelle  est 
donnée  par  l’équation  cy  = x*. 

199.  Une  droite  ne  peut  pas  rencontrer  une  ligne  de  l’ordre  m eu 
plus  de  m points.  En  effet,  supposons  qu’on  prenne  cette  droite 
pour  l’axe  des  x , et  que  U — 0 soit  alors  l’équation  de  la  ligne 
dont  il  s’agit  : si  on  veut  connaître  en  quels  points  elle  est  coupée 
par  la  droite^ÊKaut  faire  y — 0 dans  l’équation  U — 0;  et  les  va- 
leurs corresj^^^mes  de  x seront  les  abscisses  des  points  cher- 
chés. Or,  l’équMH^—  ü étant  du  degré  tu,  celle  qui  donne  x 
sera  au  plus  du  degiw^  donc  x n’aura  pas  plus  de  m valeurs; 
donc  il  ne  peut  pas  y aflr  plus  de  m points  d’intersection.  Mais 
remarquez  que  le  nombre  de  ces  points  peut  être  moindre;  car  il 

11 
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peut  se  faire  que  l’équation  en  x soit  d’un  degré  inférieur  à m : et 
même  cette  équation  étant  de  degré  m,  si  elle  a des  racines  égales 
ou  des  racines  imaginaires,  le  nombre  des  points  d’intersection 
sera  encore  moindre  que  m. 

200.  Une  ligne  du  premier  ordre  ne  peut  donc  jamais  être  ren- 
contrée par  une  droite  en  plus  d’un  point;  et  comme  il  est  évident 
qu’aucune  ligne  courbe  ne  jouit  de  cette  propriété , on  en  conclut 
sur-le-champ  que  les  lignes  du  premier  ordre  sont  droites. 

201 . Il  peut  arriver  que  y soit  facteur  dans  tous  les  termes  de 
l’équation  U = 0.  Alors  elle  est  satisfaite  en  faisant  y = 0,  quel  que 
soit  x,  et  tous  les  points  de  l’axe  des  abscisses  se  trouvent  ainsi 
indiqués  comme  points  d’intersection.  Or,  si  on  met  le  facteur 
commun  en  évidence,  l'équation  peut  s’écrire  ainsi  : 

Vy  = 0; 

et  il  est  clair  qu’on  y satisfait  en  posant  soit  V = 0,  soit  y = 0. 
Cette  dernière  équation  représente  l’axe  des  x;  mais  l’autre,  V = 0, 
qui  n’est  plus  que  du  degré  m — 1,  ne  peut  pas  représenter  une 
ligne  du  degré  m. 

Si  on  veut  maintenant  ne  plus  prendre  la  droite  donnée  pour  la 
ligne  des  x,  et  employer  des  axes  quelconques,  il  faut  mettre 
dans  l’éq.  Vy  = 0les  valeurs  de  x et  de  y trouvées  n°  189.  On 
obtient  alors  une  équation  de  la  forme 

Y (a  -J-  bx/-\-  cy')  = 0, 

dans  laquelle  V’  sera  du  degré  m — 1 en  x',  y'. 

De  ce  qui  précède  on  peut  tirer  cette  conclusion  : Si  on  trouve 
sur  une  droite  plus  de  m points,  dont  les  coordonnées  satisfassent 
à une  équation  du  degré  m,  les  coordonnées  des  autres  points  doi- 
vent également  y satisfaire,  et  cette  équation  est  décomposable 
en  deux  autres,  dont  l’une  est  du  premier  degré,  et  Vautre  du 
degré  m — 1 . 

202.  On  ne  se  borne  pas  à distribuer  les  courbes  algébriques 
en  ordres,  d’après  le  degré  de  leurs  équations  ; on  cherche  encore 
les  différents  genres  de  lignes  qu’un  même  ordi^JA,  renfermer, 
et  même,  s’il  y a lieu,  les  différentes  espèces  i^^^^ue  genre.  On 
classe  ensuite  toutes  ces  lignes  entre  elles  cJ^^certains  carac- 
tères, faciles  à reconnaître,  qui  les  distraient  complètement  les 
unes  des  autres  ; puis  enfin  on  s’attachai  déterminer  la  forme  et 
les  propriétés  de  chacune  d’elles.  C’est  ce  que  nous  ferons  pour 
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les  deux  premiers  degrés.  Dans  l’un  il  n’y  a que  des  lignes  droites, 
ainsi  qu’on  l’a  déjà  dit  : l’autre  donnera  trois  genres  de  courbes 
bien  distinctes. 

L’énumération  des  lignes  du  troisième  ordre  a été  faite,  d’abord 
par  Newton,  qui  en  avait  trouvé  soixante-douze  espèces  comprises 
sous  quatorze  divisions.  Mais  Stirling  a restitué  quatre  espèces 
qui  avaient  été  omises  par  ce  géomètre;  et  même  Cramer  en  a 
ajouté  encore  deux  autres,  ce  qui  ferait  en  tout  soixante-dix-huit 
espèces.  Du  reste,  Cramer  maintient,  sous  la  dénomination  de 
genres,  les  quatorze  divisions  principales  de  Newton  : seulement 
il  les  place  dans  un  ordre  différent.  Voyez  Newton,  Enumeratio 
linearum  tertii  ordinis;  Stirling,  lineæ  tcrtii  ordinis  Neutonianæ ; 
Cramer,  Introduction  à l’analyse  des  courbes  algébriques. 


CHAPITRE  V. 

LIGNES  DU  PREMIER  ORDRE. 


Construction  de»  équations  du  premier  degré. 

203.  On  sait  déjà  que  l’équation  du  premier  degré  ne  peut  don- 
ner que  des  lignes  droites  (200).  Je  vais  démontrer  ici  cette  propo- 
sition, sans  avoir  recours  à aucune  transformation  de  coordonnées. 

Toutes  les  équations  du  premier  degré  sont  comprises  dans  la 
forme  générale  Aÿ  -j-  B.r  = C : construisons  d’abord  l’équation 
plus  simple 

y = ax, 

dans  laquelle  nous  supposerons  que  a est  une  quantité  positive. 

Si  on  donne  à x des  valeurs  positives,  y sera  positif,  et  si  on 
donne  à x des  valeurs  négatives,  y sera  négatif;  donc  tous  les 
points  déterminas  par  l’équation  y — ax  sont  situés  dans  l’angle 
ykx  (fig.  66)  et  dans  l’angle  opposé  ykx . 

Cette  équation  donne 

!'  = a. 

x 
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m 

Ainsi,  pour  tous  ces  points,  le  rapport  de  l’ordonnée  à l’abscisse 
est  égal  à la  constante  a;  par  conséquent,  si  M et  M' sont  deux  de 
ces  points,  et  qu’on  mène  les  ordonnées  MP  et  MF,  les  triangles 
MPA,  M'P'A,  qu’on  formerait  en  tirant  les  droites  MA,  M'A,  sont 
semblables:  donc  les  angles  MAP,  MAF,  sont  égaux;  donc  les 
droites  AM,  AM',  se  confondent,  ainsi  que  toutes  celles  qui  se- 
raient menées  du  point  A aux  ditférents  points  déterminés  par 
l’équation  y — ax.  Gela  veut  dire,  en  d’autres  termes,  que  tous 
ces  points  sont  une  ligne  droite  DAD',  menée  par  l’origine  et  par 
l’un  quelconque  d’entre  eux. 

Réciproquement,  tous  les  points  de  cette  droite  peuvent  être 
considérés  comme  déterminés  par  l’équation  y = ax.  En  effet, 
soit  M un  point,  déterminé  au  moyen  de  cette  équation,  par  le- 
quel la  droite  DAD'  a été  menée,  et  soit  M'  un  point  quelconque 
(le  cette  droite;  si  on  abaisse  les  ordonnées  MP,  M'F,  les  trian- 
gles AMP,  AM'P',  seront  semblables  et  donneront 

M'F  MP 
AF  — AP' 

Mais  le  point  M étant  déterminé  au  moyen  de  l’équation  y=ax, 
MP  M'P' 

on  doit  avoir  — = a;  donc  aussi  -—7-  = a;  et  par  conséquent, 
Ai  Ar 

en  représentant  par  ar  et  y les  coordonnées  du  point  M’,  on  a 
y — ax.  De  là  on  conclut  que  tout  point  de  la  droite  DAD'  peut 
être  considéré  comme  déterminé  par  l’équation  y = ax. 

Si  a est  une  quantité  négative  — a',  l’équation  à construire  est 

y = — dx. 

Alors  les  valeurs  positives  de  x répondent  à des  valeurs  négatives 
de  y,  et  les  valeurs  négatives  de  a-  à des  valeurs  positives  de  y; 
donc  tous  les  points  déterminés  par  celte  équation  sont  situés  dans 
les  angles  yAx',  y' Ax.  On  peut  d’ailleurs  faire  les  mêmes  raison- 
nements que  plus  haut,  et  on  arrive  aux  mêmes  conséquences  : 
c’est-à-dire  que  l’éq.  y — — a’x  représente  aussi  une  ligne  droite, 
telle  que  dAd1  (tig.  66).  Ainsi,  quel  que  soit  a,  l’équation  y = ax 
représente  toujours  une  ligne  droite  qui  passe  par  l’origine. 

Pour  avoir  un  second  point  de  cette  ligne,  on  fera  x = l,  ce 
qui  donne  y = u.  On  prendra  donc,  du  côté  Ax,  une  abscisse  AF, 
qui  représentera  l’unité;  on  mènera  KFK'  parallèle  aux  ordon- 
nées, et  on  prendra  sur  cette  parallèle,  au-dessus  ou  au-dessous 
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du  point  F,  suivant  le  signe  de  a,  une  longueur  FG  égale  à a : la 
droite  DD',  tirée  par  l’origine  et  par  le  point  G,  sera  la  ligne  de 
l’équation  y = ax. 

204.  Construisons  actuellement  l’équation 
y = ax  -j-  b , 

dans  laquelle  nous  supposerons,  afin  de  mieux  fixer  les  idées, 
que  a et  b sont  positifs.  On  observera  que  si  on  donne  à x,  dans 
cette  équation,  les  mêmes  valeurs  que  dans  l’équation  y — ax, 
la  différence  des  valeurs  correspondantes  de  y sera  constante  et 
égale  à b.  Donc  le  lieu  de  la  nouvelle  équation  est  une  droite  pa- 
rallèle à la  droite  DD'(fig.  67),  que  l’équation  y—ax  détermine; 
et  on  construira  cette  nouvelle  ligne  en  prenant  AB  = b sur  A y, 
et  en  menant  BE  parallèle  à AD. 

S’il  reste  des  doutes  à cet  égard,  on  peut  les  lever  en  prenant 
des  points  de  la  droite,  dans  chacun  des  trois  angles  qu’elle  tra- 
verse, et  en  démontrant  que  pour  tous  ces  points  on  a y =ax- f b. 
Si,  par  exemple,  on  considère  un  point  M sitné  dans  l’angle  y Ax', 
qu’on  mène  MP  parallèle  à A y,  et  qu’on  prolonge  cette  parallèle 
jusqu’au  point  N où  elle  rencontre  DD',  on  aura 

MP  ==  MN  — PN  = b — PN. 

L’abscisse  des  points  M et  N est  égale  à — AP;  donc  l’ordonnée 
correspondante  du  point  N,  qui  est  situé  sur  la  ligne  DD',  sera 
égale  à — a x AP.  Cette  valeur  est  négative,  parce  que  le  point  N 
est  au-dessous  de  x'x  : en  ne  prenant  que  la  valeur  absolue,  on 
a PN  = a x AP,  et  par  suite 

MP  = 6 — a x AP, 

valeur  égale  à celle  qu’on  déduit  de  l’équation  y = ax  + b en  y 
substituant  — AP  à la  place  de  x. 

Nous  venons  de  construire  l’équation  y=ax-\-b,  dans  la  sup- 
position que  a et  b étaient  des  quantités  positives;  mais  cette  équa- 
tion présente  trois  autres  variétés  relativement  aux  signes  de  ces 
constantes,  savoir  : 

y—ax  — b,  y — — ax  b,  y= — ax  — b. 

On  peut  appliquer  à chacune  de  ces  équations  des  raisonnements 
semblables  à ceux  qu’on  a faits  pour  l’équation  y=«x-|-5,  et  on 
trouve  toujours  une  ligne  droite,  mais  la  position  n’en  est  point  la 
même.  Voici  les  constructions  propres  à chacun  de  ces  trois  cas  s 
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Si  l’équation  est  y =ax — b,  on  construit,  comme  dans  le  pre- 
mier cas,  la  droite  AD  (fig.  68),  représentée  par  l’équation  y = ax, 
on  prend  encore  sur  l’axe  des  y une  distance  AB  = b,  mais  du 
côté  opposé  à A y,  et  on  mène  encore  BE  parallèle  à AD. 

Si  on  a l’équation  y = — ax  -\-  b,  on  construit  la  droite  dA 
(fig.  69),  représentée  par  l’équation  y = — ax,  on  prend  AB  = b, 
du  côté  A y,  et  on  mène  encore  BE  parallèle  à Ad. 

Enfin,  quand  on  considère  l’équation  y = — ax  — 6,1a  seule 
différence  avec  le  cas  précédent  consiste  en  ce  que  l’on  prend 
AB=6  (fig.  70)  au-dessous  de  l’origine,  du  côté  AxJ . 

205.  Lorsque  A n'est  pas  nul,  on  peut  ramener  l’équation 
Ay  -j-  Bx = C à la  forme  y — ax=-\-  b,  et  cette  dernière  représente 
toujours  une  droite,  ainsi  qu’on  vient  de  le  démontrer.  Quand 
A = 0,  l’équation  se  réduit  à 

C 

Bæ  = C,  ou  £=-; 

B 

et  il  est  clair  que  celle-ci  a pour  lieu  géométrique  une  droite  CF 
(fig.  71)  parallèle  à l’axe  des  y,  et  qui  rencontre  l’axe  des  x à une 

G 

distance  AC  de  l’origine,  égale  à g,  du  côté  Ax  ou  du  côté  Ax', 

selon  que  cette  quantité  est  positive  ou  négative. 

206.  Concluons  maintenant  que,  dam  tous  les  cas , l'équation  du 
premier  degré  a pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

207.  D’après  ce  qui  précède,  pour  construire  une  équation 
du  premier  degré,  il  faudrait  d’abord  la  mettre  sous  la  forme 
y = ax  + b,  construire  la  droite  représentée  par  l’équation  y — ax, 
prendre  sur  l’axe  des  y,  au-dessus  ou  au-dessous  de  l’origine,  une 
distance  égale  à b,  et  mener  ensuite  une  parallèle  à cette  droite. 
Mais  il  est  plus  simple  de  déterminer  les  deux  points  où  la  droite 
cherchée  rencontre  les  axes,  ce  qui  se  fera  en  supposant  successi- 
vement x — 0 et  y — 0,  dans  l’équation  de  cette  droite. 

Soit,  par  exemple,  l’équation 

3 y — 2æ  -j-  5=0. 

Pour  trouver  le  point  où  la  droite  qu’elle  représente  vient  couper 
l’axe  des  ordonnées,  on  remarque  que  pour  ce  point  l’abscisse  est 
zéro  ; c’est  pourquoi  on  fait  x = 0 dans  l’équation,  et  on  trouve 
l’ordonnée  correspondante  y = — J.  Si  donc  on  prend  (fig.  72), 
du  côté  des  y négatifs , la  distance  AB  égale  aux  * de  l’unité  de 
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longueur,  le  point  B appartiendra  à la  droite  cherchée.  De  même, 
le  point  de  cette  droite  qui  est  sur  la  ligne  des  abscisses,  ayant  une 
ordonnée  nulle,  je  ferai  y = 0,  et  j’aurai  l’abscisse  correspondante 
£ = {,  ce  qui  montre  qu’en  prenant,  dans  le  sens  des  x positifs, 
AG  = | , le  point  G appartiendra  encore  à la  droite  cherchée.  Cette 
droite  est  donc  déterminée. 

208.  Jusqu’à  présent  on  a démontré  seulement  que  l’équation 
du  premier  degré  représente  toujours  une  ligne  droite.  Actuelle- 
ment, on  va  faire  voir  qu’il  n’y  a pas  de  ligne  droite  qui  ne  puisse 
être  donnée  par  une  équation  du  premier  degré. 

4°  D’après  ce  qui  a été  vu  n"  203,  pour  construire  la  droite  de 
l’éq.  y = ax,  on  fait  x=\,  ce  qui  donne  y = a,  on  prend  sur 
Ax  (fig.  66),  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  une  distance  AF 
pour  représenter  l’unité , qui  est  ici  tout  à fait  arbitraire,  on  mène 
KFK'  parallèle  à l’axe  des  y,  on  prend  sur  cette  parallèle,  et  dans 
le  sens  indiqué  par  le  signe  de  a,  la  distance  FG  égale  à a,  puis 
enfin  on  tire,  par  le  point  G et  par  l’origine,  la  droite  DD'  : cette 
droite  est  la  ligne  demandée.  Par  cette  construction,  il  est  clair 
qu’en  donnant  des  valeurs  différentes  à a,  le  point  G change  de 
position,  et  par  suite  la  droite  DD';  et  comme  a peut  passer  par 
tous  les  états  de  grandeur,  le  point  G peut  prendre  toutes  les  po- 
sitions possibles  sur  KK'  : par  conséquent  la  droite  DD'  peut  avoir 
toutes  les  positions  possibles  autour  de  l’origine  A.  Donc  toutes  les 
droites  passant  par  l’origine  peuvent  être  données  par  une  équation 
de  la  forme  y = ax. 

2°  On  a vu  aussi  (204)  qu’après  avoir  construit  la  droite  DD' 
(fig.  67)  représentée  par  l’équation  y — ax,  il  faut,  pour  avoir  la 
droite  de  l’équation  y = ax  + b,  prendre  sur  l’axe  A y une  ordon- 
née AB  = b,  au-dessus  Ou  au-dessous  de  l’origine,  selon  que  b est 
positif  ou  négatif,  puis  mener  BE  parallèle  à DD'.  Il  est  clair,  par 
cette  construction,  qu’en  faisant  passer  b par  tous  les  états  de  gran- 
deur, positivement  et  négativement,  le  point  B pourra  prendre 
toutes  les  positions  possibles  sur  l’axe  y'y.  D’ailleurs,  en  faisant 
varier  le  coefficient  a,  la  droite  DD'  à laquelle  BE  est  parallèle,  peut 
prendre,  à l’égard  de  Ax,  toutes  les  inclinaisons  possibles;  donc 
toutes  les  droites  qui  rencontrent  l'axe  des  ordonnées  peuvent  être 
données  par  une  équation  de  la  forme  y = ax  -f-  b. 

3°  Enfin,  toute  droite  CF  (fig.  74  ) parallèle  à l’axe  Ay,  est  repré- 
sentée par  une  équation  telle  que  x-=c,  puisque  pour  tous  les 
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points  de  cette  droite  l’abscisse  est  constante  : or  l’équation  x = c 
est  un  cas  particulier  de  l’équation  Ay-f  Bx=C;  donc  enfin, 
tonte  ligne  (limite,  quelle  que  soit  sa  position,  peut  être  donnée  par 
une  équation  du  premier  degré. 

Problèmes  sur  la  ligue  droite. 


209.  Problème  1 (fig.  73).  Connaissant  l'angle  ECx,  qu'une 
droite  CE  fait  avec  l’axe  des  abscisses,  et  l’ordonnée  AB,  « l'origine, 
trouver  l’équation  de  cette  droite. 

Comme  la  droite  doit  couper  l'axe  ky,  elle  sera  donnée  par  une 
équation  de  la  forme 

y = ax-\-b. 

Dans  cette  équation,  b est  l’ordonnée  du  point  B,  où  la  droite 
coupe  l’axe  A y;  cette  ordonnée  est  positive  ou  négative  selon  la 
position  de  ce  point , et  c’est  elle  qu’on  appelle  ordonnée  à l’ori- 
gine; ainsi  cette  quantité  est  donnée  immédiatement  par  l’énoncé. 

Quant  au  coefficient  a,  il  dépend  de  l’angle  que  fait  la  droite  avec 
l’axe  des  x.  Menons , par  l’origine , AD  parallèle  à CE  : l’équation 
de  cette  parallèle  sera  y — ax  (204)  ; et  si  MP  est  l’ordonnée  d’un 

MP 

point  quelconque  de  cette  ligne , on  aura  — = o.  Mais  le  trian- 

Ar 

gle  AMP  donne  (63)  : a = ^ = sin  A MP’  et’  en  ^signant  P81,  a 

l'angle  donné  ECx,  et  par  9 l’angle  ykx  des  coordonnées,  on  aura 
DAx  = s , AMP  = DA»/  = 6 — * : donc  la  valeur  de  a devient 

sin  a 

a — — — — r , 

sm  (8  — a) 

et  par  suite  l’équation  de  la  droite  CE  sera 


M 


y= 


sin  a 

sin  (6 — a) 


x + 6. 


210.  Nous  avons  supposé  implicitement  que  l’angle  donné  ECx 
était  moindre  que  ykx;  mais  l’équation  à laquelle  nous  sommes 
parvenus  n’en  convient  pas  moins  au  cas  où  ECx  serait  plus  grand 
que  ykx.  En  effet , dans  ce  cas , la  parallèle  AD  est  située  comme 
le  représente  la  figure  74,  et  le  triangle  MAP  donne 

MP sin  MAP  _sinDAx  _ sina 

AP  “ «in  AMP  *ir»  DAy  “ sin  (<x-~0)'‘ 
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Dans  l’éq.  y=ax,  «est  toujours  le  rapport  de  l’ordonnée  à l’ab- 

. MP 

scisse,  et  ici  l’abscisse  du  point  M est — AP;  donc  a = — — . Donc, 

"™Ar 

en  observant  que  sin  (a  — 8}  = — sin  (8  — a),  on  aura 

sina  sin  a 

sin  (a — 8)  sin  (8  — a)' 

Ainsi  l’équation  [1]  est  toujours  celle  de  la  droite  CE. 

241 . Il  est  très-important,  pour  ne  point  commettre  d’erreur 
quand  on  applique  cette  équation  à des  cas  particuliers,  de  se  rap- 
peler : 1°  que  b est  une  quantité  positive  ou  négative,  suivant  que 
la  droite  coupe  l’axe  des  ordonnées  en  dessus  ou  en  dessous  de 
l’origine;  2°  que  8 est  l’angle  y\x  des  coordonnées  positives,  et  non 
l’angle  adjacent  y\x'  ; 3"  que  a est  l’angle  EGr,  formé  du  côté  des 
abscisses  positives  par  la  partie  supérieure  de  la  droite,  c’est-à-dire 
par  la  partie  située  du  même  côté  que  les  ordonnées  positives. 

212.  Si  l’angle  des  coordonnées  est  droit,  on  a 8 = 90°, 

sin  (8 — a)  = cos  a;  donc  a — = tang  a;  donc  a représente  la 

CO  S a ^ 

tangente  de  l’angle  que  fait  la  droite  donnée  avec  l’axe  des  x. 

213.  Problème  II.  Étant  donnée  l’équation  d’une  droite , 

y = a x -f-  b , 


calculer  l’angle  que  cette  droite  fait  avec  l’axe  des  x. 

AD  (fig.  73)  étant  la  droite  de  l’équation  y = ax , à laquelle  la 
droite  de  l’équation  donnée  est  parallèle  (204) , menez  l’ordonnée 
MP  : si  on  désigne  par  a l’angle  demandé  EC#,  et  par  8 l’angle  yAx , 
on  trouvera,  comme  plus  haut,  à l’aide  du  triangle  AMP, 

sina 

— — rr r = «. 

sm(6  — a) 

Pour  déduire  a de  cette  équation,  on  chasse  le  dénominateur  et  on 
remplace  sin  (8  — a)  par  sa  valeur  sin  6 cos  a — sin  a cos  8 : il  vient 
sin  a = a sin  8 cos  a — a sina  cos  6,  ou 

(1  -facos8)sina  =asin8  cosse; 


et  de  là,  en  observant  que 


sin  a 
cos  a' 


tang  a = - 


= janga,  on  tire 
«sin  8 


^ ° l + acos8' 

Tang*  étant  connue,  a lui-même  doit  être  regardé  comme  connu. 
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214.  Problème  III.  Trouver  l'équation  d’une  droite  qui  passe  par 
deux  points  donnés. 

Soient  x',  y',  et  x",  y",  les  coordonnées  de  ces  points.  La  ligne 
cherchée  devant  être  droite , son  équation , en  supposant  que  la 
droite  ne  soit  pas  parallèle  à l’axe  des  y,  sera  de  la  forme 

y = ax  + b, 

a et  b étant  encore  inconnus. 

Pour  qu’elle  passe  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x',  y', 
il  faut  que  son  équation  soit  satisfaite  quand  on  y met  x!  pour  x, 
et  ÿ pour  y,  ce  qui  exige  qu’on  ait 

y = ax'  + b. 

Au  moyen  de  cette  équation  on  peut  déjà  éliminer  l’une  des  deux 
quantités  inconnues.  En  la  retranchant  de  l'équation  y = ax  + b , 
b sera  éliminé,  et  il  viendra 

y — ÿ = a[x  — æ'). 

Cette  équation  est  celle  d’une  droite  assujettie  à passer  par  le  point 
dont  les  coordonnées  sont  x',  y';  mais  a reste  encore  indéterminé, 
parce  qu’on  peut  mener  une  infinité  de  droites  par  un  point. 

Pour  que  la  droite  passe  par  le  second  point  donné,  il  faut  que 
la  dernière  équation  Soit  satisfaite  en  y remplaçant  x par  x ",  et  y 
par  y" y ce  qui  donne 

y"  — y = a[x"  — x'), 

d’où  l'on  tire 


En  substituant  au  lieu  de  a cette  valeur,  on  aura 

[3]  y — y = |rïrS  (*  — *')’ 

équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnés.  Il  est 
d’ailleurs  facile  de  s’assurer  que  les  conditions  de  la  question  sont 
remplies  : car  x = x'  donne  y = y',e  ti  = x"  donne  y = y ". 

215.  Cette  équation  donne  toutes  les  positions  particulières 
qu’une  droite  peut  prendre  puisque  les  coordonnées  x',y',  x",  y”, 
sont  tout  à fait  arbitraires.  On  va  même  voir  qu’elle  donne  les 
droites  parallèles  à l’axe  des  y,  quoiqu’on  soit  parti  de  l’équation 
y = ax  -|-  b,  qui  ne  convient  pas  à ces  droites. 
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Si  = l’équation  [3]  se  réduit  à y = y';  donc  la  droite  est 
parallèle  à l’axe  des  x.  Cela  doit  être  en  effet,  car  elle  passe  par 
les  extrémités  des  deux  ordonnées  égales  MP  et  M'P'  (fig.  75). 

Si  x"  — x',  le  multiplicateur  de  x — x'  dans  le  second  membre 
devient  infini;  mais  si  on  résout  l’équation  par  rapport  à x — x', 
on  aura 


x — x 


•X 


y —y 


et  si  maintenant  on  suppose  x"  — x',  il  viendra  x = x',  ce  qui 
montre  que  la  droite  est  parallèle  à l’axe  des  y,  ainsi  que  cela  doit 
être,  puisqu’elle  passe  par  les  extrémités  de  deux  abscisses  égales, 
MQ  et  M'Q'  (fig.  76). 

Si  on  suppose  à la  fois  x"  = x'  et  y"  = ÿ,  l’équation  [3]  devient 
y — y'  = î (x—x'). 

Le  coefficient  de  x — x'  étant  indéterminé,  la  droite  peut  prendre 
toutes  les  positions  possibles  autour  du  point  dont  les  coordonnées 
sont  xf  et  y'.  C'est  en  effet  ce  qui  doit  avoir  lieu  : car  les  deux 
points  donnés  n’en  font  plus  qu’un  seul,  et  par  un  point  on  peut 
faire  passer  une  infinité  de  droites. 

246.  Problème  IV.  Trouver  l’équation  d’une  droite  qui  passe  par 
un  point  donné , et  soit  parallèle  à une  droite  donnée. 

Pour  la  droite  donnée  et  pour  la  parallèle,  prenons  les  équations 


y = ax  -f-  b, 
y = a'x  -f-  a • 

a et  b sont  supposés  donnés,  mais  a'  et  b'  sont  inconnus. 

Pour  que  les  droites  soient  parallèles  on  doit  avoir  a ' = a.  En 
effet,  l’une  est  parallèle  à une  droite  qui  passe  par  l’origine  et 
dont  l’équation  est  y — ax  (204) , l’autre  est  parallèle  à une  droite 
dont  l’équation  est  y = a'x.  Or,  les  deux  dernières  lignes,  passant 
par  l’origine,  doivent  se  confondre  en  une  seule  quand  les  deux 
premières  sont  parallèles;  donc  on  doit  avoir  a' — a.  Par  suite 
l’équation  de  la  parallèle  à la  droite  donnée  devient 


y = «x  -j-  b’, 

Ici  b'  reste  encore  indéterminé,  parce  qu’il  y a une  infinité  de 
droites  qui  sont  parallèles  à une  ligne  donnée.  Mais  si  on  veut  que 
cette  parallèle  passe  par  un  point  donné,  dont  les  coordonnées 
soient  x'  et  y',  il  faudra  qu’on  ait 

1/  — ox’  + b', 
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«quation  qui  fait  connaître  b'.  En  la  retranchant  de  la  précédente, 
b'  sera  éliminé,  et  on  aura,  pour  la  parallèle  demandée, 

y — x/=a[x  — x'). 

217.  Problème  V.  Déterminer  le  point  d'intersection  de  deux- 
droites  dont  on  connaît  les  équations. 

Soient  les  équations  des  deux  droites, 
y — ax  + b, 
y = a’x  + b'. 

Au  point  où  ces  droites  se  coupent,  elles  ont  les  mêmes  coordon- 
nées, et  réciproquement  les  coordonnées  de  ces  lignes  ne  sont 
égales  qu’au  point  oit  elles  se  rencontrent;  donc,  pour  ce  point, 
et  pour  ce  point  seulement , on  a ax  -J-  b = a'x  + b',  ce  qui  donne 


b — b' 


En  mettant  cette  valeur  à la  place  de  x dans  l’équation  de  l’une 
des  droites,  on  trouve 


a'b  — ab' 


218.  Quand  a'  = a , ces  valeurs  deviennent  infinies,  donc  alors 
il  n’y  a plus  d’intersection.  Nous  savons  en  effet  (216)  que  les 
droites  sont  parallèles  quand  on  a a'  = a. 

Quand  on  a à la  fois  a' = a et  b' = b,  les  valeurs  de  x et  de  y 
deviennent  J , c’est-à-dire  indéterminées  ; donc  on  doit  conclure 
que  tous  les  points  de  l’une  des  droites  sont  communs  à l’autre. 
C’est  en  effet  ce  qui  arrive  : car  alors,  les  équations  des  droites  de- 
venant identiques,  les  deux  droites  n’en  font  plus  qu’une  seule. 

219.  Problème  VI.  Trouver  la  distance  de  deux  points  dont  on 
connaît  les  coordonnées. 

Supposons  d’abord  les  axes  rectangulaires  (fig.  77),  et  soient  M 
et  N les  points  dont  il  s’agit.  Menez  les  ordonnées  MP,  NQ,  et  la 
parallèle  NR  à l’axe  des  x : le  triangle  rectangle  MNR  donnera 

MN  = V^NR*  + MR*.  Nommons  x,  y,  les  coordonnées  du  point 
M,  etx',  y'  celles  du  point  N : on  a NR=x — xf,  MR=y — y'  et  par 
suite,  en  désignant  par  S la  distance  cherchée,  il  vient 

8 = ^(a?— x')*-f  (y— y')». 

En  plaçant  successivement  les  points  M et  N dans  1 dûtes  les  po* 
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sitions  où  la  construction  du  triangle  MNR  peut  offrir  quelque 
changement  dans  la  figure,  et  en  ayant  égard  aux  conventions 
établies  sur  les  signes  des  coordonnées,  on  reconnaîtra  que  cette 
formule  ne  souffre  aucune  exception. 

Par  exemple,  si  le  point  N est  à l’origine  (fig.  78),  on  aura 
x'  — O,  ÿ = 0,  et  par  suite  8 = jx*  + y*.  C’est  l’expression 
de  la  distance  d’un  point  quelconque  à l’origine  des  coordonnées, 
et  il  est  aisé  de  s’en  convaincre,  car  le  triangle  rectangle  AMP 

donne  AM  = V AP*  + MP*  = sjx’1  -f-  y*. 

Prenons  pour  second  exemple  celui  où  les  points  M et  N ont  la 
position  représentée  sur  la  figure  79.  Alors  les  abscisses  de  ces 
points  sont  — AP  et  — AQ  ; ainsi  x = — AP  et  a/  = — AQ.  L’or- 
donnée du  point  M est  encore  MP,  mais  celle  du  point  N est — QN'j 
donc  y — PM  et  ÿ = — QN.  Mettons,  pour  x,  y,  x',  y',  ces  valeurs 
dans  la  formule  générale , on  aura 

o = fl—  AP  + AQ)'  + (PM  + QN)1  ; 

= v/( AP  — AQ)*  + (PM  + PR)*  =s.  VW  + MR*  : 

résultat  semblable  à celui  qu’on  tire  du  triangle  rectangle  MNR. 

220.  Actuellement,  supposons  les  axes  obliques  (fig.  80):  me- 
nons encore  la  ligne  NR,  parallèle  à l’axe  des  x et  terminée  aux 
ordonnées  MP,NQ.  Le  triangle  MNR  ne  sera  plus  rectangle,  mais 
une  formule  connue  (66)  donnera 

MN  = V'  NR*  + MR"  — 2NR  X MR  X cosMRN. 

L’angle  MRN  est  le  supplément  de  l’angle  yS.x-,  en  désignant 
donc  ce  dernier  par  0 , et  conservant  les  mêmes  dénominations 
que  dans  le  numéro  précédent,  on  aura 

8 = \j[x—  x)*  + (y — y)*-J-  2(z — x')(y — ÿ'JcosO. 

Si  on  suppose  0 = 90°,  on  a cos6  = 0 , et  par  suite 

8 = v(*-*7  + (if-ÿ?: 

C’est  la  formule  déjà  trouvée  pour  le  cas  des  axes  rectangulaires. 

221.  Problème  VIL  Étant  données  les  équations  de  deux  droites, 
trouver  l'anyle  de  ces  droites. 

Soient 

y — ax  -j-  b et  y = u'x  -J-  6', 
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les  équations  des  deux  droites.  Par  l’origine  (fig.  81)  menons  AD, 
AD',  parallèles  à ces  droites.  L’angle  DAD'  est  égal  à l’angle  cher- 
ché : dcsignons-le  par  V.  Les  angles  DAx,  D'Ax,  sont  égaux  à 
ceux  que  les  droites  données  font  avec  l’axe  A oc  ; désignons-les 
par  a et  a'.  Gela  posé,  on  a évidemment  V = a' — a ; donc 


tang  Y = tang  (a'  — a)  = 


tanga'  — tanga 
4 -f-  tanga  tanga'- 


Supposons  en  premier  lieu  que  les  axes  des  coordonnées  soient 
rectangulaires  : on  a (212)  tang  a = a,  tang  a'  — a';  donc 


tang  V = 


1 aa'‘ 


Cette  formule  résout  la  question,  puisqu’elle  fait  connaître  la  tan- 
gente de  l’angle  demandé. 

Quand  les  droites  sont  parallèles,  l’angle  Y est  nul,  tang  V doit 
être  nul  aussi;  donc  a'  = a,  ainsi  qu’on  l’a  déjà  vu  (216). 

Quand  elles  font  un  angle  droit,  tang  V doit  être  infinie,  et 
pour  cela  il  faut  qu’on  ait 

aa'  -|-  1 = 0,  d’où  a!  — — ~ . 


Telle  est  la  condition  qui  doit  être  remplie  pour  que  deux  droites 
soient  perpendiculaires  l’une  sur  l’autre.  Si  la  première  droite  est 
perpendiculaire  aux  abscisses , a est  infini , et  on  trouve  a'  = 0 ; 
donc  la  seconde  droite  est  parallèle  aux  abscisses , ainsi  que  cela 
doit  être.  Pareillement,  si  la  première  est  parallèle  aux  abscisses, 
a est  nul,  et  on  trouve  a'  = co,  ce  qui  montre  que  l’autre  droite 
est  parallèle  aux  ordonnées. 

222.  En  second  lieu,  supposons  que  les  axes  des  coordonnées 
soient  obliques,  et  qu’ils  fassent  entre  eux  un  angle  6,  on  a (213) 
a sin  0 , a'  sin  0 

tang  a = — -,  tang  a = — — . Remplaçons  donc 

l-f-acosO  ° 1+acosO  i v 

tang  a et  tang  a'  par  ces  valeurs;  il  vient,  toute  réduction  faite, 

v _ (a'  — a)  sin  0 

an°  1 -j-  aa'  -f  («  + a')  cos  0* 


Si  on  veut  que  les  deux  droites  données  soient  perpendiculaires 
entre  elles,  il  faut  égaler  le  dénominateur  à zéro,  ce  qui  donne 


\ -)-  aa!  + (a  -f-  a')  cos  0 = 0,  d’où 


— 1 — a cos  6 
a + cos  0 
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Lorsque  6 = 90°,  cette  formule  se  réduit  à celle  qui  a été  donnée 
\ 

plus  haut,  a'  — — 

223.  Problème  VIII.  Mener , par  un  point  donné,  une  perpen- 
diculaire « une  droite  donnée,  et  trouver  la  longueur  comprise  sur 
cette  }>erpcndiculaire,  entre  le  point  donné  et  la  droite  donnée. 

Soit  l’équation  de  la  droite  donnée, 
y=ax  + b, 

et  x',  ij  les  coordonnées  du  point  donné.  La  droite  cherchée  de- 
vant passer  par  ce  point  (214),  son  équation  sera  de  la  forme 
y — y'  — a'[x  — x'),  a'  étant  encore  inconnu.  Mais  la  condition 
d’être  perpendiculaire  à la  droite  donnée  exige  qu’on  ait,  quand 

les  axes  sont  rectangulaires  (221),  d = — donc  l’équation  de 
la  perpendiculaire  sera 

V — ÿ'  = — \ (x—  x'). 


Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  d’intersection  de  la  droite 
donnée  et  de  la  perpendiculaire,  il  faut  tirer  des  équations  de  ces 
lignes  les  valeurs  de  x et  de  y (217).  Afin  de  faire  l’élimination 
avec  plus  de  facilité,  on  mettra  la  première,  y = ax  -j-  b,  sous  lj 
forme 

y — ÿ — a[x  — ar')-f  b + ax’ — y'. 


En  la  combinant  avec  celle  de  la  perpendiculaire,  et  prenant  pour 
inconnues  les  différences  y — y',  x — x',  on  trouve 


x 


, _ a-y'  ax  b j y — qjc’ — ^ 

1 + a*  > y J 1+a*  ' 


valeurs  dont  il  est  facile  de  déduire  les  cordonnées  x et  y du  pied 
de  la  perpendiculaire. 

Maintenant  si  on  désigne  par  p la  distance  comprise  sur  la  per- 
pendiculaire, entre  le  point  donné  et  la  droite  donnée,  l’expres- 
sion de  cette  distance  sera 


p—  VV— 4- (y— y?; 


et,  en  mettant  pour  x — x'  et  y — \j  leurs  valeurs,  elle  devient 


p — ± 


y'  — ax'  — b 

vT+ô* 


« 
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Comme  la  valeur  de  p doit  être  essentiellement  positive,  on  pren- 
dra le  signe  supérieur  quand  le  numérateur  y'  — ax'  — b sera  po- 
sitif, et  le  signe  inférieur  quand  ce  numérateur  sera  négatif. 

Si  le  point  donné  est  situé  à l’origine,  il  faut  faire  a'  = 0,  et 
y = 0 : alors  la  valeur  de  p se  réduit  à celle-ci  : 

v i 4-  « 


Si  le  point  est  placé  sur  la  droite  donnée,  les  cordonnées  x et 
y'  doivent  satisfaire  à l’équation  de  cette  droite.  On  a donc 
y'—ax'  -f  6,  et  par  suite  la  valeur  de  p se  réduit  à zéro,  ainsi  que 
cela  doit  être. 

224.  Quand  les  coordonnées  sont  obliques  U n’est  plus  égal  à 

1 . < — 1 — a cos  6 . , . , 

, mais  on  a a = : — (222),  et  l equation  de  la  per- 

a o + cosO  ' ” H r 

pendiculaire  est 


— i — «cosfl 
a -(-  cos  6 


(, x — a:'). 


En  combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  droite  donnée , 
mise  sous  la  forme 


y — y'  = a(x— x')  -f  b -f  ax'  — y', 

on  trouve 

, (a  + cos6)(ÿ'  — ax'—  b) 

4+a*  + 2acos0  ’ 
cos  6)  (y  — agi  — b). 

’ J 1 + a*  + 2a  cos  6 ’ 

et  pour  avoir  la  longueur  p de  la  perpendiculaire,  il  faut  prendre 
la  formule 


S = ^(x— *')*  -}-  (y  — y'Y  + 2(x—  x!)  (y  — y')  cos  0, 
trouvée  n°  220,  et  y remplacer  x — x',  y — y',  par  leurs  valeurs. 
Après  toutes  les  réductions , il  vient 

_ (y1  — ax'  — b)  sin  6 

y'I  -f-  a*  -f-  2a  COS0 

Que  les  axes  soient  rectangulaires  ou  qu’ils  soient  obliques,  l’ex- 
pression générale  de  la  perpendiculaire  p est  toujours  du  premier 
degré  par  rapport  aux  ordonnées , x'  et  y,  du  point  d’où  elle  est 
abaissée.  Cette  remarque  peut  être  quelquefois  utile. 
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22o.  Exercices.  Comme  il  importe  beaucoup  de  se  rendre  fami- 
lières les  applications  qu’on  peut  faire  de  l’équation  de  la  ligne 
droite,  et  des  questions  qui  viennent  d’être  traitées,  je  placerai  ici 
les  énoncés  de  quelques  problèmes  à résoudre  et  de  quelques 
théorèmes  à démontrer. 

I.  Problème.  Trouver  l’équation  d’une  droite  qui  divise  en  deux 
parties  égales  l’angle  de  deux  droites  rapportées  à des  coordon- 
nées rectangles,  et  dont  les  équations  sont  données. 

II.  Théorème.  Démontrer  que  les  droites,  qui  divisent  les  trois 
angles  d’un  triangle  en  deux  parties  égales,  se  coupent  en  un 
même  point  (centre  du  cercle  inscrit). 

III.  Théorème.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
trois  côtés  d’un  triangle  se  coupent  en  un  même  point  (centre  du 
cercle  circonscrit). 

IV.  Théorème.  Les  droites  menées , par  les  sommets  d’un  trian- 
gle, aux  milieux  des  côtés  opposés,  se  coupent  en  un  même  point 
(centre  de  gravité). 

V.  Théorème.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d’un 
triangle  sur  les  trois  côtés  se  coupent  en  un  même  point. 

VI.  Théorème.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  le  centre  du  cercle 
circonscrit,  le  centre  de  gravité  et  le  point  d’intersection  des  trois 
hauteurs  sont  toujours  en  ligne  droite;  et  la  distance  des  deux  der- 
niers points  est  double  de  celle  des  deux  premiers. 

VIL  Théorème.  Si  l’on  mène  à volonté  une  parallèle  à la  base 
d’un  triangle,  et  que,  par  les  points  où  cette  parallèle  coupe  les 
deux  autres  côtés,  on  tire  des  droites  aux  sommets  des  deux  an- 
gles opposés,  elles  se  couperont  toujours  sur  un  point  de  la  droite 
qui  joint  le  milieu  de  la  base  au  sommet  du  triangle. 

VIII.  Problème.  Étant  donné  un  point  A (iig.  82)  dans  le  plan  de 
l'angle  yOx,  tirez  par  ce  point  deux  droites  quelconques  CF,  ED; 
menez  la  droite  CD  par  les  points  C et  D,  où  CF  rencontre  Oy  et 
où  ED  rencontre  Ox;  menez  de  la  même  manière  la  droite  FE  par 
les  points  où  les  mêmes  lignes  CF  et  ED  rencontrent  Ox  et  0 y ; 
prolongez,  si  cela  est  nécessaire,  les  droites  CD  et  EF  jusqu’à  leur 
intersection  B;  puis  menez  par  ce  point  deux  sécantes  quelcon- 
ques qui  coupent  les  côtés  de  l’angle  en  G,  H,  I,  K,  d’où  résulte  le 
quadrilatère  IGHK  : il  faut  prouver  que  le  point  M , où  se  coupent 
les  diagonales  GK  et  IH,  est  situé  sur  la  droite  OA,  qui  joint  le 
point  donné  A au  sommet  do  l’angle  donné. 

* 12 
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IX.  Problème.  Un  point  A et  une  droite  BC  étant  donnés  (fig.  83), 
menez  parce  point  une  droitequelconque  AP,  terminée  à la  ligne  BC  ; 
faites  l’angle  PAM  égal  àun  angle  donné  ; puis  prenez  sur  le  côté  AM 
une  distance  telle  que  AM  soit  à AP  dans  un  rapport  donné  : le  lieu 
des  points  M,  ainsi  déterminés,  est  une  droite,  et  c’est  ce  qu’il  s’agit 
de  trouver. 


CHAPITRE  VI. 

LIGNES  DU  SECOND  ORDRE. 


Division  des  lignes  du  second  ordre  en  trois  genres. 


226.  L’équation  générale  du  second  degré,  entre  x et  y,  est 
[A]  Aÿ*  + Bxy -f  Gr>  + Dÿ  + Er-fF  = 0. 

Quand  le  coefficient  A n’est  pas  nul,  elle  donnera,  en  la  résolvant 
par  rapport  à y , 

ÿ=-âx_ê:tàv/(B’“4AC)j:,+2(BD_'2AE);c+DS_4AF- 


Pour  abréger,  posons  a b , m=~,n=B>—  4AC, 


/)  = BD  — SAE,  q-- 


2A  5 2 A 

: U1  — 4AF,  on  aura  simplement 


y = ax-\-b±m ^ nx s + %px  + y» 

Les  deux  valeurs  de  y ont  une  partie  rationnelle  commune, 
exprimée  par  ax  -f-  b.  Or,  ax  b est  l’ordonnée  d’une  ligne 
droite,  dont  l’équation  est  y =ax  -f-  b : supposons  que  cette  ligne 
soit  construite,  et  que  ce  soit  HH'  (fig.  84).  Si  on  veut  avoir  les 
points  que  l’équation  [A]  détermine  pour  une  abscisse  quelcon- 
que AP,  on  mènera  d’abord  l’ordonnée  PQ  terminée  à la  droite 
HH',  et  on  portera  ensuite  dans  la  direction  de  PQ,  tant  en  dessus 
qu’en  dessous  de  la  droite  HH',  des  parties  QM,  QN,  égales  à la  va- 


leur correspondante  de  la  partie  irrationnelle  /«  v/  nx*  + %PX  + ?• 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTJUUE  A DEUX  DIMENSIONS.  179 
Il  est  clair,  en  effet,  qu'on  aura,  par  cette  construction, 

PM  = PQ  -J-  QM  = ax  -f-  b -f-  m nx * -f-  2 \px  -\-q , 

PN  = PQ  — QN  —ax-\-b  — ray1  nx 1 -f-  2 px  -f-  q. 

Si  on  imagine  que  cette  construction  soit  répétée  pour  toutes  les 
valeurs  de  x qui  donnent  au  radical  des  valeurs  réelles,  on  obtien- 
dra tous  les  points  de  la  ligne  représentée  par  l’équation  [A]. 

227.  La  droite  HH',  donnée  par  l'équation  y = ax  -f-  b,  jouit  de 
la  propriété  de  partager  en  deux  parties  égales  les  lignes  menées 
parallèlement  à l’axe  des  y,  entre  deux  points  de  la  courbe;  pour 
cette  raison,  on  lui  a donné  le  nom  de  diamètre. 

Afin  d’abréger,  j’appellerai  ordonnée  comptée  à partir  du  dia- 
mètre la  quantité  qu’il  faut  porter  au-dessus  et  au-dessous  de  IIH', 
et  je  la  représenterai  par  Y : de  sorte  qu’on  aura  toujours 

Y = m y nx'  -j-  2 px  -f-  q. 

228.  Pour  connaître  l’étendue  et  les  limites  de  la  courbe,  il  faut 
chercher  l’étendue  et  les  limites  des  valeurs  de  x qui  rendent 
réelle,  nulle  ou  imaginaire,  l’ordonnée  Y comptée  à partir  du  dia- 
mètre, ou  bien  qui  rendent  positive,  nulle  ou, négative,  la  quan- 
tité nx 1 -f-  2 px  -f  q placée  sous  le  radical.  Or,  on  démontre  en  Al- 
gèbre que,  dans  un  polynôme  quelconque  tel  que 

fxn  -f-  gxm~ 1 -j-  hx'"~*  -j-  etc. , 

on  peut  toujours  assigner  à x une  valeur  positive  et  une  valeur 
négative,  telles  que  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  plus 
grandes  donnent  pour  ce  polynôme  des  valeurs  de  môme  signe 
que  le  premier  terme  ; et  on  démontre  aussi  qu’en  faisant  croître  x 
jusqu’à  l’infini,  les  valeurs  du  polynôme  augmentent  elles-mêmes 
jusqu’à  l’infini.  Ainsi,  à partir  de  certaines  valeurs  de  x,  positives 
et  négatives,  la  quantité  nx*  -f-  2 px  -f-  q prendra  des  valeurs  crois- 
santes jusqu’à  l’infini  et  de  même  signe  que  nx et  comme  le 
carré  x * est  toujours  positif,  ce  signe  sera  celui  de  »,  c’est-à-dire 
de  B* — -iAC.  De  là  résultent  les  deux  conséquences  suivantes  : 

Lorsque  Bs  — -IAC  est  négatif,  il  y a des  valeurs  de  x au  delà  des- 
quelles l’ordonnée  Y est  toujours  imaginaire,  soit  qu’on  prenne  x 
positivement,  soit  qu’on  le  prenne  négativement.  D’ailleurs,  pour 
les  valeurs  de  x entre  lesquelles  Y reste  réelle,  celte  ordonnée  ne 
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saurait  être  intinie  ; donc  la  courbe,  que  l’équation  [A]  peut  repré- 
senter alors , est  limitée  dans  le  sens  des  abscisses  positives  et  né- 
gatives, tant  au-dessus  qu’au-dessous  du  diamètre.  Cette  courbe 
porte  le  nom  d’ELLiPSE. 

Lorsque  B*  — -4AC  est  positif,  il  y a des  valeurs  positives  et  né- 
gatives de  x au  delà  desquelles  l’ordonnée  Y est  toujours  réelle. 
D’ailleurs  cette  ordonnée  peut  croître  jusqu’à  l’infini;  donc  la 
courbe  représentée  par  l’équation  [A]  est  infinie  dans  le  sens  des  x, 
tant  positifs  que  négatifs , tant  au-dessus  qu’au-dessous  du  dia- 
mètre : c'est-à-dire,  en  d’autres  termes,  qu’elle  s’étend  à l’infini 
vers  quatre  régions  différentes.  Elle  se  nomme  hyperbole. 

229.  Lorsque  B’ — 4AC=0,  le  polynôme  affecté  du  radical  perd 
son  premier  terme , et  on  a simplement 

Y = 2 px  + q. 

Alors,  si  p est  une  quantité  positive,  on  peut  prendre  x positif 
aussi  grand  qu’on  voudra  ; Y sera  réel  et  croîtra  jusqu’à  l’infini. 
Mais  si  on  prend  x négatif,  Y sera  imaginaire,  où  il  deviendra  tel 
quand  x aura  dépassé  une  certaine  grandeur;  la  courbe  est  donc 
limitée  du  côté  des  x négatifs.  Ce  sera  le  contraire  si  p est  une 
quantité  négative.  Ainsi , dans  ces  deux  cas,  la  courbe  est  indéfinie 
au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre , mais  elle  n’est  illimitée  que 
d’un  seul  côté  de  l’origine;  de  sorte  qu’elle  ne  s’étend  à l’infini  que 
dans  deux  sens  seulement.  On  la  nomme  parabole. 

Pour  le  moment , nous  ne  considérons  pas  le  cas  où  p serait  nul 
en  même  temps  que  B4 — -IAC,  parce  qu’alcrs  Y est  constant,  et 
que  l’équation  proposée  ne  peut  plus  représenter  une  ligne  courbe. 
Nous  reviendrons  sur  ce  cas  particulier. 

230.  Les  raisonnements  précédents  conduisent  à établir  trois 
genres  de  courbes  du  second  ordre.  Cette  énumération,  il  est  vrai, 
semble  exiger  que  l’équation  soit  du  second  degré  par  rapport  à y; 
mais  nous  allons  montrer  qu’elle  comprend  les  autres  cas. 

23 1 . Le  coefficient  A étant  nul  et  C ne  l’étant  point,  l’équation  [A] 
sera  du  second  degré  en  x;  et  si  on  la  résout  par  rapport  à cette 
variable,  on  aura 

•r=_ëy“ë±4vBy+2(BE_i2CD)y+E,~4CF- 

Si  B n’est  pas  nul , B'y*  est  positif;  et  si  on  raisonne  comme 
plus  haut  (228),  en  mettant  partout  y à la  place  de  x , on  verra  que 
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la  courbe  doit  avoir  quatre  parties  indéfinies,  et  que,  par  cette 
raison , il  est  permis  de  la  placer  dans  le  genre  des  hyperboles,  au- 
quel elle  appartient  encore  par  le  caractère  analytique  : car  la  quan- 
tité B!  — 4AC,  qui  se  réduit  ici  à Bs,  est  essentiellement  positive. 

Si  B ==  0.  y n’est  plus  qu’au  premier  degré  sous  le  radical,  et  il 
est  facile  de  voir  que  la  courbe  représentée  par  l’équation  doit  être 
rangée  parmi  les  poraboles.  C’est  là  aussi  que  la  porte  le  caractère 
analytique  : car  B*  — 4AC  est  égal  à zéro , à cause  des  hypothèses 
A = 0,  B = 0. 

232.  Il  peut  arriver  que  C soit  nul  en  même  temps  que  A . Alors 
l’équation  [A]  devient  Bxy-fDy-|-  Ex-4-F  = 0,  et  ne  peut  plus 
être  résolue  que  comme  équation  du  1er  degré.  On  en  tire 


y 


—Ex— F 
Bx  + D 


B + - 

X 


9 


et  x 


— Dy — F 
By  + E 


La  valeur  de  y montre  que , si  on  fait  x = ± eo , 


— E 

onay  = — ; 


donc,  si  on  prend  (fig.  85)  sur  l’axe  Ay,  et  dans  le  sens  conve- 
nable, une  partie  AB  égale  à cette  quantité,  et  que  par  le  point  B 
on  mène  HH'  parallèle  à Ax,  la  ligne  du  second  ordre  ira  rencontrer 
cette  parallèle  à une  distance  infinie  du  point  B,  tant  du  côté  BH 
que  du  côté  BH'.  La  valeur  dex  montre  qu’en  faisant  y—±or>,  on 


ax=  donc , si  on  prend , du  côté  convenable,  l’abscisse  AC 


égale  à cette  quantité,  et  que , par  le  point  C , l’on  mène  KK'  pa- 
rallèle à Ay,  la  courbe  rencontrera  cette  parallèle  à l’infini,  tant  au- 
dessus  qu’au-dessous.  La  courbe  adonc  quatre  parties  infinies;  pour 
cette  raison  on  la  placera  parmi  les  hyperboles.  Remarquez  d’ail- 
leurs que  la  quantité  B!  — 4AC  est  encore  positive  ; car  elle  se  ré- 
duit à B*,  et  B n’est  point  nul,  sans  quoi  l’équation  proposée  ne 
serait  plus  du  second  degré. 

233.  Maintenant  on  doit  voir  bien  clairement  qu’il  n’y  a lieu  à 
distinguer  que  trois  genre « de  courbes  du  second  ordre. 

\ 0 Les  ellipses  , qui  son  des  courbes  limitées  dans  tous  les  sens , 
et  pour  lesquelles  on  a B* — 4AC  <0; 

2°  Les  hyperboles  , qui  sont  des  courbes  composées  de  quatre 
- partie*  indéfinie*,  et  pour  lenquellp*  on  a toujours  B*-~4AB>  Oj 
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3°  Les  paraboles  , qui  sont  des  courbes  composées  de  deux  par- 
ties indéfinies , et  pour  lesquelles  on  a B*  — 4AC  = 0. 

La  condition  B! — 4AC  = 0 est  celle  qui  doit  avoir  lieu  pour  que 
A y*  + B xy  + Car*  soit  un  carré  : ainsi,  on  peut  dire  que  dans  les 
cas  où  l’équation  du  2e  degré  représente  une  parabole,  les  trois  termes 
du  2e  degré  forment  un  carré.  La  réciproque  est  vraie. 

Maintenant  nous  allons  discuter  en  particulier  chacun  des  trois 
genres  de  courbes. 

Discussion  de  I'Ellipse.  fi2—  AAC<0. 


234.  En  résolvant  l’équation  [A],  on  a trouvé  (226) 

y = ax  -|-  b ± ni  \Jnx*  -f-  2/jx  -f-  q , 

valeurs  dans  lesquelles  n désigne  B*  — 4AG.  Dans  le  cas  que  nous 
discutons , cette  quantité  est  négative  ; c’est  pourquoi  nous  met- 
trons — 8!  au  lieu  de  n,  et  nous  pourrons  écrire  les  valeurs  de  y 
comme  il  suit  : 

y = ax  + b± mo  \J  — 

Supposons  que  HH'  (fig.  86)  soit  le  diamètre  qui  a pour  équation 
y = ax  -)-  b : cherchons  les  points  où  il  est  rencontré  par  la  courbe. 
Pour  ces  points,  l’ordonnée  comptée  à partir  du  diamètre  est  nulle; 
donc  les  abscisses  de  ces  points  sont  données  par  l’équation 

1.1  «■-g.-i-o.- 


Représentons-en  les  racines  par  x'  et  x"  ; et  comme  ces  deux  ra- 
cines peuvent  être  réelles  et  inégales,  ou  réelles  et  égales,  ou  ima- 
ginaires, examinons  successivement  ces  trois  cas.  a 

235.  1er  cas.  af  et  x"  étant  des  quantités  réelles  et  inégales,  il 
s’ensuit  que  la  courbe  a en  effet  deux  points  placés  sur  le  diamè- 
tre. Supposons,  pour  mieux  fixer  les  idées,  af  et  x”  positifs,  etx' 
moindre  que  x " : si  on  veut  construire  les  points  placés  sur  le  dia- 
mètre, on  prendra  AB  = x',  AB'=x",  on  mènera,  parles  points  B 
et  B',  les  droites  CD,  C'D',  parallèles  à l’axe  des  y,  et  les  intersec- 
tions de  ces  lignes  avec  HH'  détermineront  les  points  H et  H',  où 
le  diamètre  rencontre  la  courbe. 
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Représentons,  comme  on  en  est  déjà  convenu  (227),  par  Y l'or- 
donnée comptée  à partir  du  diamètre , nous  aurons 


Y = »î6  y/  (x5  ~x  . 

Afin  de  saisir  plus  facilement  la  marche  de  cette  ordonnée,  quand 
on  fait  passer  x par  tous  les  états  de  grandeur,  décomposons  en  fac- 
teurs le  polynôme  placé  sous  le  radical.  Puisque  x'  et  x"  sont  les 

racines  de  l’éq.  [1] , il  s’ensuit  que  le  polynôme  x-  — ~~x — ~ est 

le  produit  des  facteurs  x — x',  x — x " : par  conséquent  on  a 


Y — mo  \J(x  — a/)  [x" — x). 

Cela  posé,  il  est  clair  que,  de  A en  B,  l’abscisse  x est  plus  petite 
que  x'  et  x";  donc  le  facteur  x — x'  est  négatif,  tandis  que  x " — x 
est  positif;  donc  Y est  imaginaire;  donc  il  n’existe  aucun  point  de 
la  courbe  entre  l’axe  Ay  et  la  parallèle  CD  menée  par  le  point  B. 

De  B en  B',  x est  plus  grand  que  xf  et  moindre  que  x".  Alors  les 
facteurs  x — x',  x " — x,  sont  positifs,  et  par  suite  Y est  réel;  donc 
à chaque  abscisse  AP,  comprise  entre  ces  limites,  il  correspond 
deux  points  de  l’ellipse. 

Au  delà  de  B',  jusqu’à  l’infini , x surpasse  x"  et  x,  le  facteur 
x — x'  est  positif,  mais  le  facteur  x"  — x est  négatif;  donc  Y est 
imaginaire  ; donc  l’ellipse  n’a  aucun  point  au  delà  de  la  ligne  C'D, 
menée  parallèlement  à A y par  le  point  B'. 

Du  côté  Ax',  l’abscisse  x est  négative.  Le  facteur  a: — x'  sera  donc 
négatif,  tandis  que  x"  — a:  sera  positif;  donc  Y sera  imaginaire,  et 
l’ellipse  n’aura  aucun  point  du  côté  des  x négatifs. 

L’ellipse  est  donc  placée  tout  entière  entre  les  parallèles  CD, 
C'D'  ; et  comme  les  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  Y est  réel , sont 
comprises  entre  x'  et  x",  et  que  d’ailleurs  Y ne  peut  devenir  infini 
par  aucune  de  ces  valeurs,  il  s’ensuit  que  l’ellipse  est  limitée  dans 
tous  les  sens,  ce  qu’on  savait  déjà  (228). 

Mais  on  peut  aussi  déterminer  d’une  manière  précise  les  limites 
de  l’ellipse  parallèlement  au  diamètre.  Remarquons  que  les  deux 
facteurs  qui  sont  sous  le  radical,  étant  ajoutés  ensemble,  donnent 
une  somme  x"  — x'  qui  ne  change  point  quand  x varie , et  que 
par  conséquent  le  produit  [x — x'}  (x"  — x)  sera  le  plus  grand 
possible,  quand  chaque  facteur  sera  égal  à la  moitié  de  cette  somme, 
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c’est-à-dire  à î (x" — x').  Je  pose  donc 

x — od  = l {x" — x') , d’où  x = x'  + J (x" — zJ)  = J (x"  -f-  x')  ; 

cette  valeur  de  x sera  l’abscisse  pour  laquelle  Y est  maximum. 
Elle  répond  visiblement  au  milieu  E de  BB';  car  on  a AE  = 
AB  -f-  BE==x'  -f-  \ (a;" — x').  La  valeur  de  ce  maximum  est 

Y = mo  y''  ’ [x" — x')  X i [x" — x')  = l Mo  [x" — x'). 

Pour  avoir  les  points  correspondants  de  la  courbe,  on  mène  F.O 
parallèle  aux  ordonnées,  et  on  prend  sur  cette  ligne,  de  chaque 
côté  du  diamètre,  OG  = OG'  = 1 mï  (x" — x')  : les  points  G et  G'  se- 
ront ceux  où  l’ellipse  s’éloigne  le  plus  de  HH'.  Si  on  tire  GK  et 
G'K'  parallèles  à HH’,  ces  lignes  serviront  de  limites  à la  courbe; 
de  telle  sorte  que  les  quatre  droites  CD,  C'D',  GK,  G'K',  forment 
un  parallélogramme  qui  renferme  toute  la  courbe,  et  dont  les 
côtés  ont  leurs  milieux  sur  cette  courbe  même  (*). 

Si  on  donne  au  diamètre  une  position  particulière,  si  on  prend 
pour  S,  m}  x'  et  x",  des  valeurs  numériques,  et  si  on  construit  la 
courbe  par  points  suffisamment  rapprochés,  on  trouve  qu’elle  a la 
forme  indiquée  fig.  86.  On  est  certain  d’ailleurs  qu’elle  doit  être 


(*)  On  peut  écrire  Y sous  cette  forme 

vV  *)■ -(•-*)'■ 

et  alors  on  volt  immédiatement  que  sa  valeur  maximum  répond  i i=|. 

dette  valeur  de  * équivaut  à H*"  -f  x1)  : car  on  sait  que  dans  l’équation  [I] 
la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient  du  second  terme,  pris  avec  un 
signe  contraire. 

Soit  pris  EP  = EP'  = p:  on  aura  AP  — p,  AP'  = ~ -(-  p.  En  substituant 

ces  abscisses  à la  place  de  x,  on  aura  pour  Y la  même  valeur;  donc,  pour 
ces  abscisses,  les  ordonnées  QM,  QN , Q'M',  Q'N',  comptées  à partir  du  dia- 
mètre, sont  égales.  De  là  on  conclut  que  les  triangles  OQM,  OQ'N',  sont  égaux, 
et  par  suite  que  MON'  est  une  ligne  droite  divisée  en  deux  parties  égales  au 
point  O : c’est-à-dire  que  le  point  0 est  le  milieu  de  toutes  les  droites  me- 
nées par  ce  point  dans  l’ellipse.  Cette  propriété  a fait  donner  au  point  O le 
nom  de  centre. 

L’égalité  des  mêmes  triangles  prouve  que  la  corde  MM',  parallèle  à HH',  est 
coupée  en  son  milieu  par  la  ligne  GG'  ; et  comme  il  en  est  de  même  de  toutes 
les  cordes  parallèles  à HH',  il  s'ensuit  que  GG'  est  un  diamètre.  Ainsi,  les  deux 
diamètres  HH'  et  GG'  sont  tellement  disposés,  que  chacun  d’eux  passe  par  les 
milieux  des  cordes  parallèles  à l’autre  i pour  cette  raison  on  les  nomme  dia- 
mètre’ ranjuguèi. 
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partout  concave  vers  le  diamètre;  car  en  admettant  qu’elle  eût  une 
autre  forme  (fig.  87),  on  pourrait  tracer  une  ligne  droite,  telle 
que  RS,  qui  la  rencontrerait  en  plus  de  deux  points,  ce  qui  ne 
peut  pas  arriver  à une  ligne  de  second  ordre  (199). 

236.  2'’  cas.  Lorsque  les  racines  uf  et  x"  sont  réelles  et  égales, 
l’ordonnce  Y devient 

Y = ml  — (x  — x'Y  — mo  ( x — x')sj  — \ . 

La  seule  abscisse  qui  puisse  rendre  Y réel  est  x = x'\  par  consé- 
quent l’ellipse  se  réduit  au  point  unique  dont  les  coordonnées 
sont  x —x',  y — ax'- f-  b. 

237.  3"  cas.  Enfin,  quand  x'  et  x"  sont  imaginaires,  on  sait  que 
le  polynôme  nx * + 2 px  -f  q,  qui  se  trouve  sous  le  radical,  ne  peut 
jamais  changer  de  signe,  quelque  valeur  qu’on  prenne  pour  x . 
D’un  autre  côté,  il  est  démontré  que  les  valeurs  de  x suffisam- 
ment grandes  doivent  donner  à ce  polynôme  des  valeurs  de  môme 
signe  que  le  premier  terme.  Or,  ce  premier  terme  est  constamment 
négatif;  donc  le  polynôme  le  sera  aussi;  donc  Y est  imaginaire; 
donc  il  n’existe  aucun  point  dont  les  coordonnées  puissent  satis- 
faire à l’équation  [A].  On  dit  alors  que  l’équation  est  impossible , ou 
bien  encore  qu’elle  représente  une  ellipse  imaginaire. 

238.  Le  cercle  est  un  cas  particulier  de  l’ellipse.  Pour  s’en  con- 
vaincre, il  suffit  de  remarquer  que  l’équation  de  la  circonférence 
est  du  second  degré  (1 86),  et  que  les  ellipses  sont  les  seules  courbes 
du  second  ordre  qui  soient  limitées  dans  tous  les  sens.  A la  vé- 
rité, l’équation  du  numéro  cité  suppose  que  les  coordonnées  sont 
rectangulaires;  mais  nous  avons  vu  (197)  que  le  degré  d’une  équa- 
tion entre  x et  y n’est  jamais  altéré  par  le  changement  des  axes. 


CHAPITRE  VII. 

CONTINUATION  DU  PRÉCÉDENT. 


Discussion  de  I'Htperbole.  B*  — 4AC>0. 

239.  Puisque  la  quantité  n,  ou  B* — MC,  est  positive  dans  le 
cas  des  hyperboles,  remplaçons  « par  8%  et  les  valeurs  générales 
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de  y (226)  s’écriront  ainsi  : 

yz=ax-\-b±  mS 
Posons  l’équation 


\/ 


9 

Ï*’ 


désignons  par  x'  et  x"  ses  deux  racines , et  distinguons  trois  cas , 
comme  précédemment,  selon  qu’elles  sont  réelles  et  inégales, 
réelles  et  égales , ou  bien  imaginaires. 

240.  I*'  cas.  Les  racines  x!  et  x " étant  réelles  et  inégales , la 
courbe  rencontre  le  diamètre  donné  par  l’équation  y — ax  b en 
deux  points  H et  H'  (fig.  88)  qui  répondent  aux  abscisses  AB  = x 
et  AB'  = x".  (On  suppose  x'  et  x " positifs,  et  x'  < x".) 

Décomposant  en  facteurs  le  trinôme  qui  est  sous  le  radical , 
nous  aurons , pour  l’ordonnée  à partir  du  diamètre, 

Y = ml\J(x — x')  (ce  — x”). 

De  A en  B,  x est  positif  et  moindre  que  chacune  des  racines  x' 
et  x",  les  facteurs  x — x',  x — x",  sont  négatifs,  et  Y est  réel.  Pour 
découvrir  si,  x augmentant,  Y augmente  ou  diminue,  rendons  ces 
facteurs  positifs,  et  écrivons  Y ==  rnZ\J(x' — x)  (x" — x).  On  voit  que 
x croissant  de  zéro  à x',  la  valeur  de  Y diminue  depuis  mZ\x'x" 
jusqu'à  zéro.  Soit  donc  IF  — IF  = jnSyx'x",  la  portion  d’hyper- 
bole comprise  entre  A y et  BH  sera  terminée  aux  points  F et  F',  et 
aura  à peu  près  la  forme  FIIF'. 

De  B à B',  x est  > x'  et  < x”;  donc  Y est  imaginaire;  donc  il 
n’y  a pas  de  courbe  entre  les  parallèles  BH,  B'H'. 

Au  de  là  de  B',  x est  plus  grand  que  x"  et  x';  Y est  donc  réel. 
De  plus , il  est  évident  qu’en  faisant  croître  x , les  deux  facteurs 
augmentent,  et  n’ont  pas  d’autre  limite  que  l’infini.  Cela  détermine 
une  branche  de  courbe , SH'S',  qui  s’étend  à l’infini  dans  le  sens 
des  x positifs , au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre. 

A partir  de  l’origine  A,  du  côté  Ax',  x étant  négatif,  on  fera 
x = — z,  et  on  aura,  Y = »î8^(z -f-x')  (z  + x").  Chaque  valeur 
positive  de  z déterminera  une  valeur  réelle  de  Y ; et  z augmen- 
tant indéfiniment,  cette  ordonnée  augmentera  jusqu’à  l’infini.  On 
aura  ainsi  deux  arcs  d’hyperbole,  FR  et  F'R',  qui  s’entendront 
à l’infini  du  côté  des  x négatifs,  en  s’écartant  de  plus  en  plus  du 
diamètre. 
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Si  on  donne  au  diamètre  une  position  particulière,  si  on  prend 
pour  6,  m,  x'  x",  des  valeurs  numériques , et  si  on  construit  la 
courbe  par  points,  on  lui  trouve  la  forme  indiquée  sur  la  figure. 

241.  IIe  cas.  Quand  les  racines  x',  x ",  sont  égales,  les  valeurs 
de  y sont 

y = ax-f  b±mo{x — xf). 

Elles  déterminent  deux  droites  FO,  F'O  (fig.  89),  qui  se  coupent 
sur  le  diamètre,  au  point  O dont  l’abscisse  est  x'  : car,  en  faisant 
x = x',  l’ordonnée  de  chaque  droite  se  réduit  à y = ax  b. 

242.  III'  cas.  Lorsque  x'  et  x"  sont  imaginaires , l’hyperbole  ne 
rencontre  pas  le  diamètre.  Le  trinôme  &xî-\-'2px-\-q  devant  rester 
toujours  positif,  chaque  valeur  de  x donne  donc  pour  Y une  va- 
leur réelle,  et  par  suite  deux  points  de  l’hyperbole,  situés  l’un 
au-dessus  du  diamètre  et  l’autre  au-dessous.  La  courbe  est  encore 
composée  de  deux  branches  indéfinies,  mais  séparées  par  le  dia- 
mètre ; chacune  de  ces  branches  est  convexe  vers  le  diamètre , et 
a la  forme  représentée  (fig.  90). 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  points  où  l’hyperbole 
approche  le  plus  de  son  diamètre.  Pour  y parvenir,  on  met  d’abord 
la  valeur  de  Y sous  cette  forme 


Y = 


Ensuite  on  observe  que  la  quantité  j doit  être  positive: 

autrement , en  égalant  à zéro  celle  qui  est  sous  le  radical , on  trou- 
verait pour  x des  valeurs  réelles , ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 
D’après  cette  observation,  on  voit  que  Y sera  minimum  quand  le 

carré  (x  + sera  nul,  ce  qui  n’a  lieu  qu’en  faisant  x = — 

Ainsi , la  valeur  minimum  de  Y est 


Y = m q — . 

On  prendra  donc  l’abscisse  AE  égale  à la  valeur  de  x , on  mènera 
EO  parallèle  aux  ordonnées , puis  on  prendra,  de  chaque  côté  du 
diamètre,  les  distances  OG,  OG',  égales  à Y : les  points  G et  G’ 
seront  ceux  où  l’hyperbole  s’approche  le  plus  du  diamètre  (*). 


F)  Par  des  raisonnements  semblables  à ceux  de  la  note  page  184 , on  dé 
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243.  On  a vu  [231)  que  A étant  nul,  B et  G ne  l’étant  point, 
l’éq.  [A]  donne  des  courbes  qui  doivent  être  rangées  parmi  les 
hyperboles.  Suivant  ce  qui  a été  dit  alors,  on  peut  résoudre  l’équa- 
tion par  rapport  à x,  et  établir  une  discussion  semblable  à la  pré- 
cédente, sans  autre  changement  que  celui  de  x en  y et  de  y en  x. 
Mais  puisque  le  carré  de  y manque,  l’éq.  [A]  n’est  plus  que  du 
premier  degré  relativement  à y,  et  il  parait  naturel  de  la  résoudre 
par  rapport  à cette  variable.  Suivons  cette  nouvelle  marche. 
L’équation  qu’il  s’agit  de  construire  est 

[A]  „ B xy  + Cx*  -f  tyy  + Ex  -+-  F = 0. 

On  l’écrit  ainsi,  (Bx  -f-  D)y  -f-  Cx*  + Ex  -f  F = 0;  et  elle  donne 
_ — Cx*— Ex  — F 
y~  Bx  + D 

Si  on  effectue  la  division,  en  désignant  par  rx  + s les  deux  pre- 
miers termes  du  quotient,  et  par  t le  reste  de  la  division , lequel 
ne  contient  point  la  variable  x,  la  valeur  ci-dessus  devient 


y = rx  -f-  s -(- 


t 

Bx-f-D’ 


Construisons  d’abord  la  droite  qui  a pour  équation  y = rx  + s, 
et  supposons  que  ce  soit  HH’  (fig.  91).  Il  est  clair  que,  pour  avoir 
les  points  de.  la  courbe,  il  faut  porter  dans  la  direction  des  ordon- 


nées de  cette  droite,  les  distances  représentées  par 


t 

Bx+  D’ 


non 


point  au-dessus  et  au-dessous,  mais  seulement  au-dessus  lorsque 
cette  quantité  est  positive,  et  seulement  au-dessous  lorsqu’elle  est 
négative.  En  effet,  il  est  évident  que  dans  le  premier  cas  cette 
quantité  doit  être  ajoutée  à l’ordonnée  de  la  droite , et  que  dans 
le  second  elle  doit  en  être  retranchée. 

Posons,  pour  abréger, 


V = 


Bx-f-D’ 


et  supposant  que  B,  D,  t soient  des  quantités  positives,  examinons 
quelle  marche  suivent  les  valeurs  de  V lorsqu’on  fait  passer  x par 
tous  les  états  de  grandeur. 


montre  que , dans  les  flg.  88  et  90,  le  point  O est  un  centre , que  la  ligne  GG' 
est  un  diamètre,  et  que  HH'  et_GG'  sont  deux  diamètre*  conjuguât, 
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On  a V = — quand  x — O ; donc,  en  prenant  sur  Ay,  au-dessus 

de  HH',  une  partie  GG  égale  à cette  valeur,  le  point  C sera  à la 
' courbe.  En  faisant  croître  x positivement  jusqu’à  l’infini,  V reste 
positif,  mais  diminue  jusqu’à  zéro.  Cela  indique  qu’à  partir  du 
point  C la  courbe  se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  droite  HH', 
sans  qu’on  puisse  assigner  de  limite  à ce  rapprochement.  On  ob- 
tient ainsi  un  arc  indéfini  tel  que  CR. 

Afin  de  ramener  la  substitution  des  valeurs  négatives  à celle  de 
valeurs  positives,  faisons  x = — z;  il  vient 


Le  dénominateur  devient  nul  et  V est  infini  en  faisant  z = - ; 

donc  si  on  porte  cette  valeur  de  A en  K,  du  côté  kx'}  et  qu’on 
mène  LKL'  parallèle  à Ay,  la  droite  LKL'  ne  rencontrera  pas  la 
courbe,  ou  du  moins  ne  la  rencontrera  qu’à  l’infini.  Si  on  donne 
à z des  valeurs  croissantes  depuis  zéro  jusqu’à  AK,  V sera  tou- 
jours positif,  et  augmentera  depuis  GC  jusqu’à  l’infini  : cela  déter- 
mine un  nouvel  arc  hyperbolique  CR',  qui  est  comme  le  prolon- 
gement de  l’arc  CR,  et  qui  se  rapproche  continuellement  de  la 
ligne  KL  à mesure  qu’il  s’éloigne  de  la  droite  HH',  sans  qu’on 
puisse  assigner  aucune  limite  à ce  rapprochement. 

Si  on  donne  à z une  valeur  AE  > AK,  V sera  négatif;  donc  le 
point  F,  qui  répond  à cette  abscisse,  sera  situé  au-dessous  de  la 
ligne  HH'.  En  faisant  décroître  z depuis  AE  jusqu’à  AK,  V aug- 
mente négativement  depuis  DF  jusqu’à  l’infini  ; et  en  faisant  croître 
z depuis  AE  jusqu’à  l’infini,  V diminue  jusqu’à  zéro  tout  en  res- 
tant négatif.  Donc,  de  chaque  côté  du  point  F,  il  existe  deux  arcs 
hyperboliques  indéfinis,  FS’  et  FS,  dont  l’un  s’approche  indéfini- 
ment de  la  droite  KL',  et  l’autre  de  la  droite  GH'. 

Les  droites  HH'  et  LL',  qui  sont  données  par  les  équations 

y = rx  + s et  x = — approchent  indéfiniment  de  l’hyperbole 
B 

sans  jamais  la  rencontrer  : cette  propriété  remarquable  leur  a fait 
donner  le  nom  d 'asymptotes.  La  partie  OH  est  asymptote  de  l’arc 
CR,  et  la  partie  OH'  est  asymptote  de  l’arc  FS.  Pareillement  les 
lignes  OL  et  OL'  sont  asymptotes  des  arcs  CR'  et  FS'. 
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Il  a été  supposé,  dans  ce  qui  précède,  qu’en  faisant  la  divi- 
sion indiquée  dans  la  valeur  de  y déduite  de  l’équation  [B],  le 
reste  t n’était  pas  nul.  Supposons  maintenant  t = 0 : alors  on  a 
— de*  — Ex — F = (rx  + «)(Bx  -f-  D).  Par  suite  l’équation  [B] 
peut  s’écrire  ainsi  (Bx  + D)  y — (rx  -f  *)(Bx  + B)  = O,  ou  en- 
core de  cette  |manière  (Bx-|-D)(ÿ — rx  — s)  — 0;  et  il  est  évi- 
dent qu’on  y satisfera,  soit  en  posant 

Bx-J-D  = 0 d’où  x — — 

soit  en  posant 

y — rx  — s = 0 d’où  y = rx-\-s. 

De  là  on  conclut  que,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  l’équation  [B]  re- 
présente deux  droites , dont  l’une  est  parallèle  à l'axe  des  y. 

Il  résulte  de  la  discussion  qui  vient  d’étre  faite  que , dans  le  cas 
oii  l’équation  du  second  degré  manque  du  carré  yi,  sans  toutefois 
manquer  du  rectangle  x y,  elle  représente  ou  une  hyperbole  qui 
a deux  asymptotes  dont  l’une  est  parallèle  à l’axe  des  y , ou  deux 
droites  dont  l’une  est  parallèle  à cet  axe. 

244.  Si  l’équation  manque  du  carré  x*,  et  non  de  y*,  il  est  clair 
qu’elle  donnera  une  hyperbole  avec  une  asymptote  parallèle  à l’axe 
des  x,  ou  bien  deux  droites  dont  l’une  sera  parallèle  à cet  axe. 

215.  Si  les  deux  carrés  manquent,  l’équation  doit  donner  une 
hyperbole  qui  ait  deux  asymptotes  respectivement  parallèles  aux 
deux  axes,  ou  bien  deux  droites  parallèles  à ces  axes.  C’est  en 
effet  ce  qu’on  déduirait  de  l’équation  Bxÿ  -f-  Dy  -)-  Ex  -f-  F = 0, 
en  lui  appliquant  les  raisonnements  du  n°  243. 

Asymptotes  de  l’hyperbole  en  général. 

246.  Lorsqu’une  branche  de  courbe  est  infinie,  une  droite  qui 
en  approche  indéfiniment,  sans  jamais  la  rencontrer,  se  nomme 
asymptote.  D’après  cette  définition , les  asymptotes  sont  faciles  à 
déterminer.  Voici  comment  M.  Caccuï  a présenté  cette  recherche 
dans  ses  leçons  d’Analyse. 

Soit  CR  (fig.  92)  une  branche  de  courbe,  et  GH  son  asymptote, 
que  nous  supposons  n’étre  point  parallèle  à l’axe  A y,  et  soient 
MP,  NP,  des  ordonnées  quelconques  de  ces  lignes,  correspondant 
à une  même  abscisse  AP.  Il  faudra  que  la  distance  MN  devienne 
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très-petite  pour  de  très-grandes  valeurs  de  x , et  même  qu’elle  se 
réduise  à zéro  quand  on  fera  x infini  ; donc  si  l’équation  de  l’a- 
symptote est 

y — ex  -\-d, 

il  faut  qu’on  puisse  tirer  de  l’équation  de  la  courbe  une  valeur  de  y, 
dont  la  différence  avec  ex  -J-  d devienne  nulle  quand  x est  infini. 
Cette  valeur  peut  donc  se  mettre  sous  la  forme 

y=cx  + d + \, 

V étant  une  fonction  de  x,  qui  devient  zéro  pour  x=-f-ao  ou 
pour  x = — « , suivant  que  la  branche  de  courbe  est  infinie  vers 
les  x positifs  ou  vers  les  x négatifs.  De  cette  équation  on  tire 


._y  + v 


x 


X 


d—y — ex  — V. 


d _l  y 

Or,  quand  x est  infini , les  quantités  V et  — - — deviennent 
nulles  : on  obtiendra  donc  c en  cherchant  ce  que  devient  alors  le 


rapport  de  l’ordonnée  de  la  courbe  à son  abscisse;  et,  après 

avoir  déterminé  c,  on  obtiendra  d en  cherchant  ce  que  devient  la 
quantité  y — ex,  pour  la  même  valeur  x — infini.  Alors,  c et  d 
étant  connus,  l’équation  de  l’asymptote  sera  y =cx  -f  d. 

Si  on  peut  déterminer  de  cette  manière  plusieurs  systèmes  de 
valeurs  réelles  et  finies  pour  c et  d,  c’est  qu’il  existera  dans  la 
courbe  plusieurs  branches  infinies  qui  auront  des  asymptotes  non 
parallèles  aux  ordonnées.  En  faisant  x = -j-  ce , on  obtient  les 
asymptotes  des  branches  qui  sont  infinies  du  côté  des  x positifs; 
et  en  faisant  x = — oo , on  obtient  les  asymptotes  des  branches 
qui  sont  infinies  dans  le  sens  des  x négatifs. 

247.  Pour  ne  laisser  échapper  aucune  asymptote,  il  faut  encore 
chercher  celles  qui  sont  parallèles  aux  ordonnées  ; et  à cet  effet  il 
suffira  de  remarquer  qu’elles  résultent  des  valeurs  non  infinies 
de  x,  qui  rendent  infinie  l’ordonnée  de  la  courbe. 

Au  reste,  en  changeant  partout,  dans  ce  qui  vient  d’être  dit, 
x en  y et  y en  x , on  aurait  toutes  les  asymptotes  non  parallèles  aux 
abscisses  : de  sorte  qu’on  retrouverait  toutes  celles  qui  sont  déjà 
connues,  plus  celles  qui  sont  parallèles  aux  ordonnées,  les  seules 
qui  restent  encore  à découvrir. 
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248.  Appliquons  à l’hyperbole  les  règles  précédentes.  Four  cette 
courbe,  les  valeurs  générales  de  y sont  (239) 

y = ax  -j-  b db  m y/S’.r’  -f-  2/>x  q. 

Supposons  qu’il  s’agisse  de  l’hyperbole  représentée  fig.  88  : selon 
qu’on  fait  croître  x jusqu’à  -f-  oo  ou  jusqu’à  — c/-j,  la  première 
valeur  de  y détermine  l’arc  H'S  ou  l’arc  HR,  et  la  seconde  valeur 
de  y détermine  l’arc  H'S'  ou  l’arc  HR'. 

Pour  avoir  l’asymptote  du  premier  arc,  Il'S,  il  faut  prendre  d’a- 
bord le  rapport  de  y à x,  et  chercher  la  valeur  de  ce  rapport  cor- 
respondante à x = -f-  co.  Or,  on  a 


et,  si  on  fait  x — 4-  co,  il  vient  c = limite  de  - = a 4-  mô. 

x 

Après  avoir  trouvé  c,  il  faut,  pour  avoir  d,  chercher  la  limite 
de  y — ex.  On  a 

y — ex  = ax  -f-  b -J-  m o’x!  -f-  2 px  -f-  q — (a  -f-  »i3)x 
— b + m (^o'x*  -|-  2 px  -\-q  — ox); 

mais  on  ne  voit  pas  ce  que  devient  cette  quantité  lorsque  x aug- 
mente positivement  jusqu’à  l'infini  : car  la  partie  positive  et  la 
partie  négative  de  la  parenthèse  deviennent  infinies  en  même 
temps.  Pour  éluder  cette  difficulté,  nous  aurons  recours  à une 
transformation  connue,  de  laquelle  il  résulte 

sjl'x1  -f- 2 px -j -q  — Sx)(y'o1x3  2 px  -f-  q Sx 

-J-  2 px  + q + Sx 

wi(2/;x  -f-  q) 
s/o-x'  -j-  2 px  + q + Sx 


y — ex  — b -f- 


m\ 


m 


= b + 


(*  + £) 


V7 


+ ÿ + + 8 


Sous  cette  forme,  on  reconnaît  facilement  qu’en  faisant  x = -f 

fïip 

il  vient  d — limite  de  y — ex  — b -j — ~~ . 
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Remplaçons,  dans  l’équation  y = ex  -f-  d,  c et  d par  leurs  va- 
leurs, on  aura,  pour  l’asymptote  de  l’arc  H'S, 


m 


y = (a  + TOS)a;  + é + ^. 

0 


Si  on  veut  l’asymptote  de  l’arc  HR',  on  remarquera  que  cet  arc 
est  donné  par  la  seconde  valeur  de  y,  en  y faisant  croître  x jus- 
qu’à — co.  Dans  ce  cas,  on  a 

f = « + ^ “ J l/SV  + î/Mf+f. 

Changeons  x en  — z,  et  on  fera  ensuite  z = -f  co.  11  vient 

donc,  pour  z = co , c a la  même  valeur  que  dans  l’autre  cas , 
V 

savoir  c = limite  de  - = a 4-  wiô. 
x 

On  trouve  pareillement 

y — cx  = ax  -\-b  — m \J S’x*  2 px  -\-q  — (a  -f-  »»S)zc 

= b — m(^8\r*-|-2/M:-]-y  + 8x)=é — m ( y'S’z*  — 2/>z  + 17  — oz)  ; 
et,  en  opérant  la  même  transformation  qu’à  la  page  précédente , 
puis  faisant  de  nouveau  z=-(-cn,ona  aussi  la  même  valeur  de  d 


que  pour  le  premier  arc,  savoir  : d = limite  de  y — ex  = b -f- 


mp 


Il  suit  de  là  que  les  deux  arcs  H'S  et  HR'  ont  leurs  asymptotes 
sur  une  même  ligne  droite,  laquelle  est  donnée  par  l’équation  [1], 
En  raisonnant  tout  à fait  de  la  même  manière,  on  trouve  que 
les  deux  autres  arcs,  HR  et  H'S',  ont  aussi  leurs  asymptotes  sur 
une  même  droite,  qui  a pour  équation 

12]  y — (a  — mè)x+b  — t~. 

0 

Les  éq.  [1]  et  [2]  peuvent  s’écrire  de  cette  manière 
y — ax  + b + m + 

yz=ax  + b — m ^8x-|- 1^, 

ou  bien  encore,  en  les  réunissant  en  une  seule,  de  cette  manière 
[3]  y = ax  4-  b ± m ^8x  + Ç\  ; 

13 
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et  cette  forme  montre  mieux  comment  les  asymptotes  peuvent  se 
déduire  immédiatement  des  valeurs  générales  qui  expriment  l’or- 
donnée de  l’hyperbole.  En  effet,  si,  dans  ces  valeurs,  on  ne  con- 
serve sous  le  radical  que  les  termes  variables  8*x*  + 2 \px,  si  on 

complète  le  carré  8'x1  + 2 px  -j-  — , et  si  on  extrait  la  racine  de 

ce  carré , on  aura  précisément  l’éq.  [3]. 

2 49.  Les  deux  asymptotes  se  coupent  sur  le  diamètre  de  l’hy- 
perbole : car  les  ordonnées  de  ces  trois  droites  deviennent  égales 
quand  on  pose 

8x  + ! = 0,  d’où  x = — 

Cette  valeur  est  la  même  qui  rend  Y minimum  (242)  dans  le  cas 
de  la  fig.  90  ; les  asymptotes  passent  donc  alors  par  le  point  O.  Si 
on  remonte  au  n°  240,  auquel  se  rapporte  la  tig.  88,  et  qu’on  mène 
l’ordonnée  OE  du  milieu  de  HU',  on  aura 

AE  = Ail  + | BB'  = x'  + i [x"  — af)  = { (jf  + x"). 

Mais  x'  et  x"  sont  racines  de  l’équation  x*+^x-)-^=0;  donc 

la  somme  x'  -f-  x"  est  égale  au  coefficient  de  x,  pris  avec  un  signe 
contraire;  donc 

AE  = i(a/  + x')  = -|. 

Cette  valeur  prouve  que,  dans  le  cas  du  n°  240,  les  asymptotes  de 
l’hyperbole  passent  par  le  milieu  0 de  HI1'. 

Connaissant  ainsi  le  point  où  les  asymptotes  coupent  le  dia- 
mètre , pour  achever  de  les  déterminer  on  fera  x — 0 dans  leurs 
équations , ce  qui  donne 


On  prendra  donc  sur  l’axe  des  y (fig.  88  et  90),  au-dessus  et  au- 

dessous  du  diamètre,  les  distances  1T,  IT,  égales  à ; et  en 

6 

menant  les  droites  OT,  OT,  on  aura  les  asymptotes. 

230.  Lorsque , dans  l’équation  générale  du  second  degré , le 
coefficient  de  //’  n’est  pas  nul,  les  valeurs  de  y ne  contiennent  point 
x en  diviseur  : elles  ne  peuvent  donc  devenir  infinies  que  par  une 
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valeur  infinie  de  x;  par  conséquent,  il  n’existe  point  alors  d’asym- 
ptote parallèle  aux  ordonnées  (247). 

Si  A = 0,  alors  l’équation  est 

B xy  + Cx*  + Dÿ  + E#  + F = 0; 
et  l’on  en  tire,  comme  dans  le  n°  243,  une  valeur  de  y de  la  forme 


y = rx  -f-  s + 


t 

Bx  + D' 


La  méthode  générale  fera  bien  trouver  une  asymptote  non  paral- 
lèle aux  y,  représentée  par  l’équation  y ■=  rx  -f-  s;  mais  il  y a une 
autre  asymptote  qui  est  parallèle  aux  y,  et  qu’on  obtient  en  cher- 
chant, comme  il  a été  prescrit  n°  247,  s’il  y a quelque  valeur  finie 


de  x qui  rende  y infini. 


propriété,  par  conséquent  il  existe  une  asymptote  parallèle  aux  y, 
laquelle  a précisément  cette  valeur  pour  abscisse.  Ces  résultats  sont 
conformes  à ceux  du  n°  243. 

On  aurait  pu  aussi  obtenir  cette  dernière  asymptote  par  la  mé- 
thode générale,  en  changeant  dans  tous  les  calculs  x en  y et  y 
en  x.  De  plus  amples  explications  ne  sont  pas  nécessaires. 


CHAPITRE  VIII. 

CONTINUATION  DU  PRÉCÉDENT. 


Discussien  de  la  Parabole.  B*— 4AC  = 0. 

231.  Lorsque  B*  — 4AC  = 0,  on  a,  pour  l’ordonnée  comptée  à 
partir  du  diamètre, 

Y = my2px  + q. 

Alors,  si  p et  q sont  positifs,  chaque  valeur  positive  de  x donne 
pour  Y une  valeur  réelle;  et  x augmentant  depuis  zéro  jusqu’à 
l’infini,  Y augmente  depuis  m\q  jusqu’à  l’infini.  On  conclut  de  là 
que  si  on  prend  sur  l’axe  A y (fig.  93),  au-dessus  et  au-dessous  du 
diamètre,  IF  = IF’  = m\y,  la  parabole  passera  aux  points  F et  F’, 
et  aura  du  côté  des  x positifs  deux  arcs  infinis  tels  que  FS  et  FS’. 
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Pour  avoir  les  points  situés  du  côté  des  x négatifs,  on  fait 
x — — z,  ce  qui  donne 


On  voit  que  z augmentant  depuis  zéro  jusqu’à  Y est  réel  et  di- 
minue jusqu’à  zéro  : mais  z devenant  plus  grand,  Y est  imaginaire. 
On  prendra  donc  AB  = du  côté  Ax',  et  on  mènera,  parallèle- 
ment à A y,  la  droite  BC  qui  coupe  le  diamètre  en  G ; la  parabole 
sera  terminée,  du  côté  des  x négatifs,  par  un  arc  tel  que  FCF’.  La 
parabole  n’a  donc  qu’une  seule  branche  SCS',  composée  de  deux 
parties , qui  sont  indéfinies  dans  le  sens  des  abscisses  positives , 
qui  s’écartent  de  plus  en  plus  du  diamètre,  et  qui  d’ailleurs  sont 
concaves  vers  ce  diamètre , puisqu’une  droite  ne  saurait  rencon- 
trer la  courbe  en  plus  de  deux  points. 

Quand,  p étant  positif,  q est  nul,  la  parabole  prend  la  posi- 
tion KIR';  et  quand,  p étant  positif,  q est  négatif,  elle  prend  la 
position  TDT'. 

252.  Lorsque  p est  négatif,  la  courbe  prend  une  position  in- 
verse , c’est-à-dire  qu’elle  s’étend  à l’infini  dans  le  sens  des  x né- 
gatifs. La  figure  94  indique  comment  elle  se  trouve  placée,  selon 
que  q est  positif,  nul  ou  négatif. 

253.  Enfin,  lorsque  p = 0,  on  a Y = m\lq,  ce  qui  donne  deux 
droites  parallèles  au  diamètre , et  également  éloignées  de  ce  dia- 
mètre , pourvu  toutefois  que  q soit  positif.  Ces  droites  se  réduisent 
au  seul  diamètre,  si  q — 0.  Elles  sont  imaginaires,  ou,  en  d’autres" 
termes,  l’équation  est  impossible  si  q est  négatif. 

254.  Si  A est  zéro,  et  que  B soit  zéro  en  même  temps,  l’équation 
générale  [A]  devient  celle-ci  : 

Cx*  -f  Dy  + Ex  F = 0. 

qui  est  encore  comprise  dans  le  cas  des  paraboles  (231).  Si  on  la 
résout  par  rapport  à x , on  a 

* = -^±~\/-4CDy  + E’-4CF. 


En  ne  prenant  que  la  partie  rationnelle  x — — — , on  a l’équation 

M'A 
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lion  d’un  diamètre  qui  est  parallèle  à l’axe  des  y.  Rien  n’empêche 
d’ailleurs  d’appliquer  ici  les  raisonnements  précédents,  en  y rem- 
plaçant partout  x par  y et  y par  x. 

On  peut  aussi  résoudre  l’équation  par  rapport  à y;  il  vient 


E F\ 

qX  -(-  - 1 , valeur  qu’il  serait  facile  de  discuter. 


255.  Gomme  la  parabole  s’étend  à l’infini,  on  peut  demander  si 
elle  a des  asymptotes.  D’abord,  elle  n’en  a point  de  parallèles  aux 
ordonnées;  car,  pour  cette  courbe,  on  a 


y — ax  -\-bzt.m\J 2 px  -j-  q. 


et  il  est  évident  qu’aucune  valeur  finie  de  x ne  peut  rendre  infinies 
ces  valeurs  de  y,  ce  qui  devrait  arriver  s’il  y avait  des  asymptotes 
parallèles  aux  ordonnées  (247). 

En  second  lieu , pour  découvrir  s’il  existe  des  asymptotes  non 
parallèles  aux' ordonnées , appliquons  la  méthode  générale  du 
n°  246.  Or  on  a 


- — « + - ± \/  — + ; 

x x y x x* 


y 

et  en  faisant  x = ± cr>,  il  vient  limite  de  - = a.  Cette  valeur  doit 

x 

être  le  coefficient  de  x dans  l’équation  de  l’asymptote,  et  elle 
prouve  que  si  la  parabole  a en  effet  des  asymptotes,  elles  sont  pa- 
rallèles au  diamètre. 

Maintenant,  on  a 

y — ax  = b±m\J<ipx  -f-  q’, 

donc  limite  de  y — ax  = ± oo.  Cette  limite  est  l’ordonnée  du  point 
où  l’asymptote  rencontre  l’axe  des  y.  Ainsi,  pour  avoir  les  asymp- 
totes de  la  parabole,  il  faudrait  mener  des  parallèles  au  diamètre, 
infiniment  éloignées  de  l’origine,  ce  qui  revient  à dire  que  cette 
courbe  n’a  point  d’asymptotes. 


Application  des  discussions  précédentes  à des  exemples  numériques. 


256.  Exemples  dans  lesquels  ma  B5  — 4AC  < 0. 

Exemple  I (fig.  95).  y’ — 1 xy  — Ay  -\-ix — 6 = 0. 

En  comparant  cette  équation  à l’équation  générale  [A],  on  trouve 
Bs  — 4AC  = — 4;  donc,  si  elle  représente  une  courbe,  ce  ne  peut 
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être  qu’une  ellipse  (233).  Mais  il  pourrait  se  faire  qu’elle  ne  re- 
présentât qu’un  point  (236),  ou  même  qu’elle  fût  impossible  (237). 
Pour  savoir  quel  cas  a lieu , on  la  résout  par  rapport  à y , ce  qui 
donne 

y = {#  -f  2±:y/ — x * — 3x  + lÔ; 

puis  on  pose — x 1 — 3.r-|-i0  = 0,  d’où  x = 2 et  x= — b. 
Ces  racines  étant  réelles  et  inégales , on  en  conclut  (23b)  que  la 
courbe  est  réellement  une  ellipse  qui  a pour  diamètre  la  droite  de 
l’équation  y=  Jx-J-  2,  et  qui  coupe  ce  diamètre  en  deux  points 
dont  les  abscisses  sont  -f  2 et  — b. 

En  faisant  x = 0 dans  l’équation  du  diamètre,  il  vient  y = 2; 
et  en  faisant  y = 0,  onai  = — 8.  Je  prends  donc,  sur  les  axes, 
AI  = 2 et  AI'  = 8,  et  je  mène  par  les  points  I et  I',  une  droite  qui 
sera  le  diamètre.  De  plus,  je  prends  AB  = 2 et  AB'  = b,  je  mène, 
parallèlement  à l’axe  A y,  des  droites  qui  coupent  ce  diamètre  aux 
points  H et  H';  et  ces  points  sont  ceux  où  la  courbe  elle-même 
rencontre  ce  diamètre. 

La  quantité  qui  est  sous  le  radical  peut  se  décomposer  en 
— (x  — 2)  {x  -f-  b)  ou  (2  — x)  (x + b) . En  nommant  donc  toujours  Y 
l’ordonnée  comptée  à partir  du  diamètre , on  a 

Y = ^(2  — .r)(x-fb). 

De  A jusqu’à  B,  l’abscisse  x est  positive  et  moindre  que  2, 
donc  Y est  réel.  L’abscisse  x — 0 donne  Y =^10,  et  i ==2 
donne  Y = 0.  Donc,  si  on  prend  IF=IF'  = yltT,  l’ellipse  aura  un 
arc  tel  que  FHF'.  Au  delà  du  point  B,  l’abscisse  x est  plus  grande 
que  2,  et  Y devient  imaginaire;  par  conséquent,  la  courbe  ne  s’é- 
tend pas  au  delà  de  la  ligne  BH. 

Pour  avoir  les  points  placés  du  côté  des  x négatifs,  on  fera 
x = — z.  Alors 

Y=v'(î  + *)(b-a); 

et  il  est  clair  que  dans  l’intervalle  AB',  z étant  moindre  que  b,  Y 
est  réel , mais  qu’au  delà  de  B',  z étant  plus  grand  que  b,  Y est  ima- 
ginaire. De  là  résulte  un  second  arc  tel  que  FH'F',  qui  ne  s’étend 
pas  au  delà  de  la  droite  B'H',  et  qui  achève  la  courbe. 

S’il  était  utile  de  déterminer  les  points  où  elle  coupe  l’axe  Ax, 
on  ferait  y — ü dans  l’équation  proposée  ; alors  il  viendrait 
\lxl  -j-  4* — 6 = 0,  d’où  l’on  tire  les  abscisses  des  points  cherchés . 
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Pour  connaître  les  limites  de  l’ellipse  parallèlement  au  dia- 
mètre HH',  on  remarquera  (235)  que  la  somme  des  facteurs  qui 
entrent  dans  l’expression  de  Y,  étant  égale  à 7,  le  maximum  de 
cette  expression  est  Y = — et  que  la  valeur  correspon- 

dante de  x est  donnée  en  posant  2 — x = J , d’où  x — — f . 

Cette  abscisse  est  celle  du  milieu  E de  BB';  de  sorte  qu’on  aura 
les  limites  cherchées  en  portant  sur  la  ligne  EO , parallèle  aux 
ordonnées,  au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre,  les  distances 
OG  = OG'  = et  en  menant  ensuite  les  droites  GK  et  G'K'  paral- 
lèles au  diamètre.  Si  on  résout  l’équation  de  la  courbe  par  rapport 
à x,  on  trouvera  un  autre  diamètre  et  d’autres  limites. 

Exemple  II  (fig.  96).  y*  -|-2xy  -f-  5#*  — 4x  = 0. 

De  cette  équation  on  tire 

y = — x±çL\Jx  — x1  — — x ±2  \Jx[\  — x). 

Sous  le  radical,  x*  a le  signe  — ; et  si  on  pose  x — x*=  0,  on 
trouve  x = 0 et  x = 1 ; donc  l’équation  représente  une  ellipse.  Le 
diamètre  a pour  équation  y = — x;  donc  il  divise  l’angle  xAÿ  en 
deux  parties  égales.  Les  abscisses  x = 0 et  AB  = î déterminent  les 
points  A et  H , où  l’ellipse  coupe  le  diamètre. 

Dex  = 0àx  = t,  le  radical  est  réel  ; au  delà  du  point  B,  il  est 
imaginaire  ; pour  les  abscisses  négatives , il  est  aussi  imaginaire. 
Donc  l’ellipse  est  comprise  entre  les  parallèles  Ay  et  BH. 

En  faisant  y = 0 dans  l’équation,  on  trouve  x = 0 et  x = |, 
valeurs  qui  donnent  les  points  où  la  courbe  rencontre  l’axe  des  x. 

La  valeur  de  x qui  rend  le  radical  maximum  est  x = J ; et  ce 
maximum  est  2y/|  x |=  1,  ce  qui  détermine  les  limites  de  la 
courbe  de  chaque  côté  du  diamètre. 

Exbhflb  III  (fig.  97).  y*  — 2 xy  -f-  6x* — 2 y — 28x  -f-  46  = 0, 

De  là  on  tire 

y = x- {-1  ± — 5xJ-)-30x — 45; 

et  en  posant  — 5xs  -f-  30x  — 45  = 0,  on  trouve  deux  racines  éga- 
les à 3.  Comme  d’ailleurs  le  coefficient  de  x*  est  négatif,  on  conclut 
que  l’équation  proposée  représente  un  point  seulement  (236).  Et 
en  effet,  les  valeurs  de  y pouvant  s’écrire  ainsi  : 

y = x -f- 1 zfc  (x  — 3)  J — 5, 

il  est  évident  qu’elles  ne  peuvent  être  réelles  que  par  la  seule 
abscisse  x=  3,  à laquelle  correspond  y = 4. 
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Dans  ce  cas,  l’équation  proposée  est  la  somme  de  deux  carrés; 
en  effet,  il  est  clair  d’abord  qu’elle  revient  à celle-ci  : 

[y— x— -1  — (x— 3)  v/— s][ÿ—  x—  1 -f  (x  — 3)  \l—  s]  = 0; 

ou  bien,  en  remarquant  que  le  premier  membre  est  le  produit  de 
la  somme  de  deux  quantités  par  leur  différence , 

(y  — x — d)*+5(x— 3)l  = 0. 

Sous  cette  forme,  on  voit  bien  qu’on  n’y  peut  satisfaire  qu’en 
égalant  à zéro,  en  même  temps,  chacun  des  deux  carrés,  ce  qui 
donne  x = 3 et  y = 4,  comme  plus  haut. 

Exemple  IV.  y* — 2 xy  -{-  2x! — 2y  -f-  3 = 0.  Ici  on  a 

y=x  + 4 di  sJ — x*-f-  2x — 2: 

on  pose  — x*-|-2x — 2 = 0,  d’où  x=d  ± y/ — d,  et  comme  ces 
racines  sont  imaginaires,  on  conclut  que  l’équation  proposée  est 
impossible  (237).  Pour  mettre  ce  résultat  en  évidence  dans  l’équa- 
tion même,  on  remarque  d’abord  que 

— x’-f-2x — 2 = — (x — d — \J — l)  (x — 1 -iV — 1)= — {* — 1)* — i, 
et  que  par  suite  la  proposée  revient  à 

[y — x — 1 — y/ — (x — d)1 — l]  [y — x — 1-f-y/ — (x — 1)’ — 1 j = 0, 
ou  à 

(y—  x— d )*  + («  — d)*+l  =0, 
équation  évidemment  impossible  : car  la  somme  des  trois  carrés, 
dont  l’un  est  une  quantité  constante,  ne  peut  jamais  être  nulle, 
quelque  valeur  réelle  qu’on  donne  à x. 

Exemple  Y (fig.  98).  y!  -(-  x-  — 4 y -(-  2x  = 0. 

On  suppose  que  les  axes  sont  rectangulaires.  Si  on  ajoute  4 aux 
termes  y1 — 4 y,  on  aura  lecarré  de  (y — 2)  ; et  si  on  ajoute  1 àx*+2x, 
on  aura  le  carré  de  (x-fd);  donc  si  on  ajoute  4-j-d  ou  5 aux  deux 
membres  de  l’équation,  on  aura 

(ÿ  — 2)*+(x  + 4)*=5. 

Ici  le  premier  membre  est  le  carré  de  la  distance  d’un  point  quel- 
conque M de  la  courbe,  au  point  O dont  les  coordonnées  sont 
x = — 1 et  y = 2 (219).  Cet  distance  est  donc  égale  à \j 5 pour 
tous  les  points  de  la  courbe;  par  conséquent  cette  courbe  est  une 
circonférence  de  cercle  qui  a le  point  O pour  centre  et  ^3  pour 
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rayon.  La  distance  AO  sera  le  rayon  de  cette  circonférence,  car  le 

triangle  rectangle  AOE  donne  AO  = v/ae’+EÔ*  = y/l  -(-4=  y5. 

Il  est  important  de  remarquer  que  toutes  les  fois  qu’une  équa- 
tion du  second  degré  doit  être  construite  sur  des  axes  rectangu- 
laires, si  elle  ne  contient  pas  le  rectangle  xy,  et  que  les  carrés  x* 
et  if  aient  le  même  coeflicient,  cette  équation  peut  être  traitée 
comme  la  précédente,  et  représentera  un  cercle  ou  un  point,  ou 
bien  sera  impossible,  selon  que  le  second  membre,  après  qu’on  a 
complété  les  carrés,  est  positif,  nul  ou  négatif. 

257.  Exemples  dans  lesquels  on  a B*  — 4AC>  0. 

Exemple  I (fig.  99).  ÿ’-f-  xy  — 2x’ — 2 y — 2x  3 = 0. 

Cette  équation  donne 

y = — jX-f- 1 ± x*-}-x — 2. 

On  construit  d’abord  le  diamètre  dontl’équation  est  y = — \x 
et  on  pose  ensuite  -J-x*-|-x — 2 = 0,  d’où  x = — f ± et 

comme  ces  racines  sont  réelles  et  inégales,  et  que  d’ailleurs  le 
coefficient  de  x ’ est  positif  sous  le  radical,  on  est  sur  que  l’équa- 
tion proposée  est  une  hyperbole  qui  coupe  le  diamètre  (240). 

En  prenant  AE=  J,  du  côté  des  x négatifs,  et  portant,  de  cha- 
que côté  du  point  E,  une  distance  égale  à * y 76,  on  a les  deux 
points  B et  B',  qui  ont  pour  abscisses  les  valeurs  précédentes  de  x; 
et  en  menant  par  ces  points  des  parallèles  à l’axe  A y,  on  détermine 
les  intersections  H et  H'  de  l’hyperbole  avec  le  diamètre. 

La  première  valeur  de  x est  positive,  et  la  seconde  est  négative  ; 
je  les  désignerai  l’une  par  x'  et  l’autre  par  — x".  Alors  on  aura, 
pour  l’ordonnée  comptée  à partir  du  diamètre, 

Y = ^®x*-j-x — 2 = J Y x* + 1 x — J =f  ^ (x — x')  (x-f-x"). 

De  A en  B,  x est  positif  et  moindre  que  x',  donc  Y est  imaginaire. 
Au  delà  du  point  B,  x augmentant  depuis  x'  jusqu’à  l’infini,  Y est 
réel  et  augmente  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini,  ce  qui  détermine  la 
branche  d’hyperbole  RHR'. 

Soit  x — — z,  on  a 

Y = W(*+*')  (z-x”). 

Lorsque  s est  compris  entre  zéro  et  x",  Y est  imaginaire.  Mais  si  z 
augmente  depuis  z = x”  jusqu’à  z = co,  Y sera  réel  et  augmen- 
tera lui-même  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini,  ce  qui  donnera  la  se- 
conde branche  SH'S'. 


Digitized  by  Google 


202 


DEUXIÈME  PARTIE. 


Pour  avoir  les  asymptotes  de  cette  hyperbole,  il  faut,  suivant  la 
règle  donnée  à la  tin  du  n°  248 , prendre  le  binôme  \x  -f-  J , dont 
le  carré  reproduit  les  deux  premiers  termes  \x%  -\-x,  qui  se  trou- 
vent sous  le  radical  dans  les  valeurs  de  y ; et  les  équations  des  deux 
asymptotes  seront 

y = — | x + 1 ± (|  ar  + i). 

Ces  droites  se  coupent  sur  le  diamètre  au  point  O , pour  lequel  on 
a x= — |.  Afin  d’obtenir  un  second  point  de  chacune  d’elles,  on 
faitx=0,  et  la  partie  3,  qui  est  précédée  du  signe  ±,  se  réduit 
à a.  On  prendra  donc,  de  chaque  côté  du  diamètre  IT  = IT’  = {, 
on  mènera  la  droite  KK'  par  des  points  O et  T,  et  la  droite  LL'  par 
les  points  O et  T;  et  ces  lignes  seront  les  asymptotes  de  l’hy- 
perbole. 

Exemple  II  (fig.  400).  ÿ*  — 2 xy  — 2 y — 2x — 4=0. 

De  là  on  tire  

yz=x-\-  4 rfc  x 1 -|-  Ax  -|-  5. 

Si  on  pose  x*  + ix -f  5=0,  on  trouve  des  racines  imaginaires; 
d’ailleurs  xl  a le  signe  -f-  sous  le  radical  ; donc  l’équation  repré- 
sente une  hyperbole  qui  ne  rencontre  point  le  diamètre  (242). 

Soit  HH'  le  diamètre.  L’ordonnée,  à partir  de  ce  diamètre,  est 

Y=  s/*I  + 4x  + 5=  v/(^+2)‘  + l, 
et  on  voit  qu’elle  est  minimum  lorsque  x = — 2 , ce  qui  donne 
Y = 4.  On  prend  donc  AE  = 2,  on  mène  l’ordonnée  EO  du  dia- 
mètre, sur  laquelle  on  porte  OG  = OE  = 4 ; et  les  points  G et  E 
seront  ceux  de  l’hyperbole  qui  approchent  le  plus  du  diamètre;  de 
sorte  que  si  on  tire  EK  et  GK'  parallèles  à HH',  la  courbe  sera  tout 
entière  hors  de  ces  parallèles. 

La  quantité  Y va  en  croissant  de  x = — 2 à x = 0,  et  de  x = 0 
à x — -f-  00.  Elle  croît  encore  de  x — — 2 à x — — t».  Ainsi,  à 
partir  des  points  E et  G,  les  deux  branches  de  l’hyperbole  s’éloi- 
gnent de  plus  en  plus  du  diamètre,  à droite  et  à gauche. 

Si  on  fait  x = 0,  on  a Y = y 5S  ce  qui  donne  les  points  F et  F* 
où  la  courbe  coupe  l’axe  des  y ; et  si  on  fait  y — 0 dans  l’équation 
proposée  il  vient  x = — 2,  ce  qui  donne,  pour  l’intersection  de  la 
courbe  avec  l’axe  des  x,  le  point  unique  E,  déjà  trouvé. 

Quant  aux  asymptotes,  elles  ont  pour  équations  y = x-\-\± 
(jr  + 2),  ou  bien 

y = 2x  + 3 et  y — — 4 . 
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La  première  détermine  la  droite  UU',  qui  rencontre  les  deux  axes  ; 
et  la  seconde  donne  une  parallèle  VV'  à l’axe  des  x.  On  pouvait 
d’ailleurs  prévoir,  à l’inspection  de  l’équation  proposée,  que  l’hy- 
perbole avait  une  asymptote  parallèle  à l’axe  des  x,  puisque  le 
carré  de  cette  variable  n’entre  pas  dans  l’équation  (244). 

Exemple  III.  y* — 2xy — 2y 4x  = 0.  Cette  équation  donne: 

y = x 1 ± yx1  — 2x  -f- 1 ;* 

et  si  on  pose  x * — 2x  -f-  4 =0,  on  obtient  deux  racines  égales  à I . 
Donc,  au  lieu  d’une  hyperbole,  on  a deux  droites  qui  se  coupent 
(241),  et  dont  les  équations  sont 

y = 2x  et  y = 2. 

L’équation  proposée  peut  donc  se  décomposer  en  facteurs  ra- 
tionnels, et  s’écrire  ainsi,  (y — 2x)  [y  — 2)  = 0 : sous  cette  forme, 
on  voit  bien  pourquoi  elle  représente  deux  lignes  droites. 

Exemple  IV  (fig.  101).  x* — 2 yx  — 2x-(-4 y — 1=0. 

Comme  le  carré  y*  manque,  cette  équation  se  rapporte  au  cas 
traité  n°  243.  Si  on  en  tire  d’abord  la  valeur  de  y,  et  qu’on  effec- 
tue la  division,  on  trouve 

_ x*  — 2x  — 1 t 1 

y ~ 2x  — 4 — ,X  + 2(2  — x)  * 

Construisons  la  droite  HH'  qui  a pour  équation  y = £ x,  et  faisons 


2(2  — x)‘ 

A x = 0 répond  V = |;  donc  il  faut  prendre  au-dessiis  de  la 
droite  HH'  la  distance  AC  = {.  Si  on  fait  augmenter  x depuis 
zéro  jusqu’à  2,  V augmente  positivement  jusqu’à  l’infini;  donc  si 
on  prend  AB  = 2 et  qu’on  mène,  par  le  point  B , la  parallèle  LL’ 
à l’axe  des  y,  la  courbe  aura  un  arc  indéfini , tel  que  CR,  dont  OL 
est  asymptote. 

Quand  x est  plus  grand  que  2 , écrivons  V de  cette  manière  : 


2(x  — 2)  ’ 

On  voit  que , si  on  fait  décroître  l’abscisse  jusqu’à  x = 2 , V aug- 
mente jusqu’à  — co ; et,  si  on  fait  augmenter  x jusqu’à  l’infini, 
V diminue  jusqu’à  zéro;  donc  la  courbe  a une  branche  telle  que 
TT',  dont  OL'  et  OH  sont  asymptotes. 
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Faisons  x — — z,  on  a 


2(2  + z)‘ 

Celte  quantité  reste  positive  et  diminue  depuis  V = -(  jusqu’à 
V = 0,  lorsque  z augmente  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini  ; de  là  ré- 
sulte l’arc  indéfini  CR',  qui  est  le  prolongement  de  CR  et  qui  a 
pour  asymptote  OH'. 

Exemple  V (fig.  102).  x1  -f-  3xy  + 2y  + 2ar  -f- 1 = 0.  Cetto 
équation  donne 

— x'— %x— | t. 


et  cette  valeur  indique  une  droite  telle  que  BC,  qui  rencontre  les 
deux  axes.  Mais  l’équation  proposée  détermine  aussi  une  droite 
DE  parallèle  à l’axe  des  y : en  effet,  de  ce  que  la  division  a pu  sc 
faire  exactement,  il  s’ensuit  que  3x  + 2 est  un  facteur  de  l’équa- 
tion ; donc  elle  est  satisfaite  en  posant  3x  + 2 = 0 ou  x — — -J, 
ce  qui  donne  une  parallèle  aux  ordonnées. 

Exemple  YI  (fig.  103).  xy  + 2y  -f-  3x — 2 = 0.  De  là  on  tire 


3x  + 2 , 8 

y~  x + 2 — 'J  + x + 2; 


et  une  discussion  facile  à faire  détermine  une  hyperbole,  telle  que 
l’indique  la  figure,  avec  ses  deux  asymptotes  HH',  KK',  qui  sont 
parallèles  aux  axes,  et  qui  ont  pour  équations  y= — 3,  x= — 2. 
238.  Exemples  dans  lesquels  on  a B1  — 4AC  = 0. 

Exemple  I (fig.  104).  y*  -|-  2zy -f- x*  -j- 4y  -f- 3x  + 3 = 0. 
Cette  équation  donne 

y = — x — 2±v^-f-l; 


et  comme  le  radical  renferme  la  première  puissance  de  x,  sans  le 
carré  x1,  on  doit  avoir  une  parabole  (251  ).  Le  diamètre  est  donné 
par  l’équation  y — — x — 2 : il  rencontre  les  axes  en  deux  points 
I,  I',  aux  distances  AI  = 2,  AI' = 2. 

En  faisant  croître  x positivement  de  zéro  à l’infini,  le  radical 
sjx  -j- 1 est  réel  et  augmente  indéfiniment  à partir  de  l’unité. 
Ainsi  sont  déterminés  les  arcs  FS  et  FS',  qui  coupent  l’axe  des  y 
aux  points  F et  F',  construits  en  prenant  IF  = IF'  = 1 . 

Si  x croît  négativement  jusqu’à  l’unité,  v/â"+ 1 diminue  jus- 
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qu’à  zéro;  donc,  en  prenant  AB  = 1 et  menant  BC  parallèle  à Ay, 
cette  parallèle  coupera  le  diamètre  au  point  C , où  viennent  se 
réunir  les  deux  arcs  de  la  parabole.  Ils  ne  vont  pas  au  delà  de  BG: 
car  les  abscisses  négatives  > 1 rendent  le  radical  imaginaire. 

La  parabole  ne  rencontre  point  l’axe  des  x : car  en  faisant 
y = 0 dans  l’équation  proposée , il  vient  x*  -f-  O-37  + 3 = 0,  d’où 
l’on  tire  des  valeurs  imaginaires  x — — f±V  — !• 

Exemple  II  (fig.  105).  y 1 + 2 xy  -{-  x'  — Ay  — 3x  + ^ = 0. 

De  là  on  tire 

y — — x + 2 ± \J — x : 

alors  la  parabole  et  son  diamètre  sont  placés  comme  on  le  voit 
dans  la  figure. 

Exemple  III  (fig.  106).  x!  — 3x  -J-  2y  -{-  1 = 0. 

On  peut  résoudre  cette  équation  par  rapport  à y;  mais  on  peut 
aussi  la  traiter  comme  les  exemples  précédents,  en  changeant 
dans  les  raisonnements  x en  y et  y en  x.  On  trouvera  le  diamètre 
HH'  et  la  parobole  SCS'. 

Exemple  IV.  ys  — 2 xy  -f-  x*  -j-  2y  — 2x  — 3 = 0. 

De  là  on  tire  y = x — 1 ± vl.i=x  — 1±;2,  c’est-à-dire 

y = x -f- 1 et  y—x — 3. 

Ces  valeurs  déterminent  deux  droites  parallèles.  Dans  ce  cas,  l’é- 
quation proposée  a pour  premier  membre  le  produit  des  deux 
facteurs  (y  — x — 1 ) et  (y  — x-f-  3) 

Exemple  V.  y* — 2xy-J-x* — 2y-j-2x-(-l=0. 

Cette  équation  donnant  pour  y deux  valeurs  égales  à x-(-  1 , son 
premier  membre  est  le  carré  de  (y — x — 1),  et  elle  ne  détermine 
qu’une  seule  droite,  laquelle  a pour  équation  y = x + 1 . 

Exemple  VI.  y,-|-2ay-)-x,-)-y-(-x  + l = 0.  Ici  on  a 

J ,—  —x—y±:  y'— f; 

et  comme  ces  valeurs  sont  imaginaires,  on  conclut  que  l’équation 
est  impossible.  En  effet  elle  revient  à (y  + x -f  î)1  ’ =0,  et  sous 

cette  forme  on  voit  sur-le-champ  pourquoi  elle  est  impossible. 
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CHAPITRE  IX. 

RÉDUCTION  DE  L'ÉQUATION  GÉNÉRALE  DU  SECOND  DEGRÉ 
A DES  FORMES  PLUS  SIMPLES. 


Évanouissement  des  termes  du  premier  degré. 

259.  Pour  reconnaître  avec  plus  de  facilité  les  propriétés  des 
courbes  du  second  degré,  il  convient  de  réduire  leur  équation  à 
la  plus  grande  simplicité  ; et  le  procédé  qu’on  emploie  pour  opé- 
rer cette  réduction  mérite  d’être  soigneusement  remarqué.  Il  con- 
siste à changer  le  système  des  coordonnées  sans  supposer  d’abord 
aucune  valeur  particulière  aux  quantités  qui  servent  à fixer  la  posi- 
tion des  nouveaux  axes.  Par  là,  on  introduit  dans  l’équation  trans- 
formée des  quantités  indéterminées,  dont  on  dispose  ensuite  pour 
annuler  quelques-uns  des  termes  de  cette  équation. 

La  transformation  la  plus  générale  serait  de  changer  à la  fois 
l’origine  et  la  direction  des  axes  : mais  il  revient  tout  à fait  au 
même  d’effectuer  ces  changements  l’un  après  l’autre.  De  cette  ma- 
nière, on  démêle  mieux  l’influeDce  propre  à chacun  d’eux,  et  le 
calcul  est  moins  compliqué. 

260.  Soit  donc  l’équation  générale 

[A]  Aÿ*+BiCÿ-f  Ca’  + Dy  + Eæ-f  F=0: 

prenons  d’autres  axes,  parallèles  aux  axes  actuels,  mais  passant 
par  une  origine  quelconque.  A cet  effet,  il  faudra  faire  dans  [A] 

x=af+a,  yz=t/-\-b, 

a et  b étant  les  coordonnées  de  cette  origine,  et  a/  et  y'  les  nou- 
velles coordonnées  variables.  Par  cette  substitution  l’équation  se 
transforme  en  celle-ci  : 

[B]  A ÿ* + Bx'y'+  Cx'J  -f  D 'y'+  EV+  F'  = 0. 
dans  laquelle,  pour  abréger,  on  a fait 

D'  = 2A6  + Ba  + D,  E'  = 2Ca  -f  Bb  -f-  E, 

F'  = Ai*  + Baô  -f  Cas+  Dé  -f  Ea  -f  F. 

Remarquons  la  composition  de  la  transformée  [B].  1°  Les  coef- 
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ficients  des  termes  du  2e  degré  n’ont  pas  changé.  2°  Les  coefficients 
D'  et  E'  de  y'  et  de  x'  s’obtiennent  en  formant  le  polynôme  dérivé 
relatif  à y et  le  polynôme  dérivé  relatif  à x,  du  premier  membre 
de  l’équation  primitive  [A],  et  en  remplaçant  dans  ces  polynômes 
a;  et  y par  les  coordonnées  a et  b de  la  nouvelle  origine.  3°  Enfin, 
la  partie  constante  F'  se  trouve  en  substituant  a et  b à la  place  de 
a:  et  de  y dans  le  premier  membre  de  l’équation  [A]. 

Revenons  maintenant  à l’équation  [B],  et  profitons  de  l’indéter- 
mination de  a et  6 pour  faire  disparaître  les  termes  du  premier 
degré.  En  conséquence  nous  poserons 
[1]  2Aé+B«  + D = 0,  2Ca  + B64-E=0; 

et  nous  tirerons  de  ces  équations  les  valeurs  de  a et  de  b , savoir  : 
_ 2AE— BD  2GD — BE 

“ ~ B*— 4 AC  ’ — B*— 4AC  ' 

Dans  le  cas  des  ellipses  ou  des  hyperboles,  le  dénominateur 
Bs  — 4AC  n’est  pas  nul  (233)  ; ces  valeurs  ne  sont  donc  ni  infinies 
ni  indéterminées;  de  sorte  qu’en  plaçant  l’origine  au  point  qu’elles 
déterminent,  l’équation  [B]  perd  véritablement  les  termes  en  x' 
et  en  y'.  Ce  point  est  le  seul  qui  jouisse  de  cette  propriété;  car  les 
équations  [1]  n’admettent  pas  deux  solutions. 

Pour  les  paraboles  cette  simplification  est  impossible  : car  alors 
Bs  — 4AC  = 0,  et  les  valeurs  de  a et  de  6 sont  infinies. 

Mais  si,  de  plus,  un  des  numérateurs,  2AE  — BD,  par  exemple, 
est  nul  en  môme  temps  que  B*  — 4 AC,  ces  deux  suppositions 
rendent  aussi  nul  l’autre  numérateur,  et  les  valeurs  de  a et  de  b 
deviennent  indéterminées.  Alors  on  sait  que  les  équations  [1 
rentrent  l’une  dans  l’autre  : ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les 
droites  qu'elles  représentent  n’en  font  plus  qu’une  seule  ; et  par 
conséquent  il  existe  une  infinité  d’origines,  toutes  situées  sur  cette 
droite,  avec  lesquelles  on  peut  faire  évanouir  les  termes  du  pre- 
mier degré.  Alors  aussi  l’équation  [A]  ne  représente  plus  une 
courbe.  En  effet,  les  valeurs  générales  de  y qui  s’en  déduisent  sont  : 

y = ~BX-~E>±  s/ (U*  — 4AC)x* + 2(BD— 2AE)g  + B* — 4AF; 

JiA.  A 

et,  par  la  double  hypothèse  B*  — 4AC  = 0 et  2AE  — BD  = 0, 
elles  se  changent  en  celles-ci  : 

— B#  — I)  ^ 1 

y~  2Â 


V'D1  — 4AF. 


Digitized  by  Google 


20S 


DEUXIÈME  PARTIE. 


Or,  ces  valeurs  ne  représentent  plus  que  deux  droites  parallèles, 
lesquelles  peuvent,  dans  certains  cas,  se  réduire  à une  seule,  ou 
même  devenir  imaginaires. 

Donc  les  ellipses  et  les  hyperboles  sont  les  seules  courbes  du 
second  ordre  dont  l’équation  puisse  se  ramener  à la  forme 
[G]  Ai/*  + Bxy  -f  Cx”  -f  F'  = 0. 

261.  On  pourrait  penser  qu’en  changeant  à la  fois  l’origine  et 
la  direction  des  axes,  il  sera  possible  de  faire  disparaître  les 
termes  du  1"  degré,  dans  des  cas  où  le  seul  changement  d’ori- 
gine ne  suffirait  pas.  Il  est  facile  de  se  détromper  à cet  égard.  Sup- 
posons qu’une  telle  transformation  ait  en  effet  opéré  cette  simpli- 
fication, et  qu’elle  ait  donné  l’équation  [C],  Remplaçons  les  derniers 
axes  par  d’autres  qui  aient  même  origine  qu’eux,  mais  qui  soient 
parallèles  aux  coordonnées  primitives  x et  y.  Les  valeurs  qu’il 
faudra  substituer  dans  la  dernière  équation  [G]  seront  de  la 
forme  x'  — mx"  -|-  ny",  y'  — m'x”  -j-  n'y"-,  et  il  est  évident  qu’on 
ne  reproduira  aucun  terme  du  4'r  degré.  De  là  je  conclus  que  si 
on  était  passé  tout  d’abord  de  la  première  origine  à la  seconde , 
sans  altérer  la  direction  des  premiers  axes,  les  termes  du  1er  degré 
auraient  également  disparu;  de  sorte  que  la  direction  des  axes 
n’a  aucune  influence  sur  l’évanouissement  de  ces  termes. 

Évanouissement  des  rectangles. 

262.  Dans  ce  qui  précède,  les  coordonnées  de  l’équation  [A] 
avaient  une  direction  quelconque.  On  suppose,  dans  ce  qui  suit, 
qu’elles  sont  rectangulaires.  Si  elles  ne  l’étaient  pas,  on  pourrait 
les  rendre  telles  par  une  simple  transformation  d’axes. 

Cela  posé,  cherchons  à faire  disparaître  le  produit  des  coordon- 
nées en  choisissant  de  nouveaux  axes  qui  soient  aussi  rectangu- 
laires. Il  est  inutile  de  changer  l’origine  : car  si,  en  la  plaçant  en 
un  certain  point,  ce  produit  disparaît,  cette  simplification  aurait 
encore  lieu  pour  toute  autre  origine,  attendu  qu’en  y transpor- 
tant les  nouveaux  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  les  termes  du 
second  degré  ne  changent  pas  (260),  et  que  par  conséquent  le 
produit  ne  saurait  reparaître.  Prenons  donc  les  formules  [4]  du 
n°  191  qui  servent  à passer  des  axes  rectangulaires  à d’autres  axes 
rectangulaires,  et  faisons-y  a = 0,  6 = 0:  on  aura 

x = x'  cos  a — if  sin  a,  y = x'  sin  a -f-  y'  COS  * ; 
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et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l équation  [A],  on  la  change  en  une 
autre  telle  que 

[D]  M)/*  + Kx'y’  + N.r"  + Rï/  + Sîf  + F = 0, 

dans  laquelle  M,  K,  N,  R,  S,  contiennent  l’indéterminée  a. 

Pour  que  le  terme  affecté  du  rectangle  x'y'  puisse  disparaître,  il 
faut  que  l’équation  K = 0 détermine  pour  a une  valeur  réelle.  Or, 
si  on  développe  les  calculs  autant  que  cela  est  nécessaire  pour 
avoir  K,  on  trouve 


K = 2(A  — G)  sin  a cos  a B(cos*a  — sin’a). 

Ainsi,  pour  connaître  a,  l’équation  à résoudre  est 

2(A — C)  sin  a cos  a -f-  B (cos*a  — sin’a)  = 0. 

Dans  la  trigonométrie  (29) , on  a trouvé  2 sin  a cos  a = sin  2a , 
cos*  a — sin*  « = cos  2a.  Par  suite  l’équation  K = 0 devient 
(A  — C)  sin  2a  -f-  B cos  2a  = 0, 

d’où 


sin  2a 
cos  2a 


= tan  g 2a  = 


— B 
A — G' 


Comme  la  tangente  peut  prendre  tous  les  états  de  grandeur  entre 
— «s  et  + 00 , il  s’ensuit  que  l’arc  2a  est  toujours  réel.  Cet  arc 
peut  avoir  quatre  valeurs  : en  effet,  a doit  être  compris  entre 
0 et  360°  (194) ; donc  2a  est  compris  entre  0 et  360° X2,  et  si 
nous  désignons  par  2a'  l’arc  moindre  que  180°,  qui  répond  à 
la  tangente  ci-dessus,  il  y aura  entre  0 et  360° X 2 quatre 
arcs  qui  auront  cette  même  tangente  (16).  Ces  quatre  arcs  sont 
2a',  2a' -j- 180°,  2a'  -j-  2. 180° , 2a' -f- 3.180°;  donc  a aura  aussi 
quatre  valeurs , savoir  : 

a',  a'  -j-  90°,  a' + 2.  90°,  a' + 3.  90°. 

Les  deux  premières  déterminent  deux  droites  à angle  droit,  et  les 
dernières  en  déterminent  les  prolongements.  11  est  clair  que  si  on 
prend  une  de  ces  droites  pour  l’axe  des  x' , l’autre  sera  celui  des  rj . 
N’oublions  pas  que  l’origine  n’a  pas  été  changée,  et  qu’elle  était 
située  d’une  manière  quelconque  : alors  on  pourra  conclure  qu’il 
existe,  autour  de  chaque  origine,  un  système  d’axes  rectangulaires 
propre  à faire  disparaître  le  rectangle  x';/,  ou  à réduire  l’équation 
du  second  ordre  à la  forme 


[E]  My's  -J-  Nj/*  -f-  Ry'  4-  Sx'  -f-  F =0  ; 

et  en  général  il  n’en  existe  qu’un  seul. 

ik 
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203.  U faut  cependant  remarquer  ici  le  cas  où  l’on  a en  môme 
temps  B = 0 et  A =C.  Alors  l’éq.  [AJ  peut  s’écrire  ainsi 

y,+«’+^y+|*+|=°î 

et  on  voit  qu’elle  représente  un  cercle  (n°  236).  Exemple  V.  Alors 
aussi  tang  2a  est  indéterminée,  ou  plutôt  le  coefficient  K est  nul  de 
lui-même;  et  cela  prouve  qu’on  peut  prendre  deux  axes  quelcon- 
ques à angles  droits,  sans  ramener  dans  l’équation  le  rectangle 
des  coordonnées.  Cette  conclusion  s’accorde  avec  le  n°  186,  où 
l’on  voit  que  l’équation  générale  du  cercle,  rapportée  à des  axes 
rectangulaires,  ne  contient  point  le  rectangle  xy. 

201.  Selon  que  l’équation  primitive  [A]  représente  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole , la  quantité  B* — 1AC  est  négative, 
positive  ou  nulle.  Or,  la  quantité  analogue,  tirée  de  l’éq.  [E],  est 
— IMiN  ; donc  les  coefficients  M et  N doivent  être  de  même  signe 
dans  le  cas  de  lellipse,  et  de  signe  différent  dans  je  cas  de  l’hy- 
perbole. Dans  le  cas  de  la  parabole,  un  de  ces  coefficients  doit  être 
nul  : d’ailleurs,  ils  ne  peuvent  pas  l’être  tous  deux  : autrement 
l’éq.  (EJ  cesserait  d’être  du  2*  degré. 


RédacUon  de  l’équation  générale. 


265.  Si  on  ne  considère  que  les  ellipses  et  les  hyperboles,  on 
peut  faire  disparaître  d'abord  les  termes  du  premier  degré , en  dé- 
plaçant l’origine  (260),  et  ensuite  le  rectangle  des  variables  en  choi- 
sissant de  nouveaux  axes  rectangulaires,  comme  on  vient  de  l’ex- 
pliquer; ou  bien,  si  on  le  préfère,  on  peut  changer  d’abord  la 
direction  des  axes,  et  ensuite  l’origine.  Par  cette  double  opération, 
l’équation  de  la  courbe  sera  réduite  à la  forme 

[Fl  My*  -J-  Nx*  = P, 


en  désignant  par  x et  y les  dernières  coordonnées. 

Dans  le  cas  de  l’ellipse,  M et  N sont  de  même  signe;  et  en  faisant 
N P 

— »«’,  jjj  — />,  l’équation  peut  s’écrire  ainsi 
//’  -J-  mïx1  — p. 


Dans  le  cas  de  l’hyperbole,  M est  de  signe  contraire  à N : Alors 
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N P 

on  fait  — = — »t*,  — = p,  et  l’équation  s’écrit  ainsi 
ys  — m'x1  — p. 

266.  Ces  formes  d’équations  ne  conviennent  pas  aux  paraboles  : 
car  l’équation  de  ces  courbes  ne  peut  jamais  perdre  les  deux  termes 
du  1"  degré  (260).  Mais  on  peut  eu  faire  disparaître  le  rectangle, 
et  même  alors  l’un  des  carrés  disparait  aussi  (264).  Supposons  que 
ce  soit  x'*  : l’équation  des  paraboles  sera 

[G]  My  + Ry'  + Sx'-f  F = 0. 

Prenons  de  nouveaux  axes,  parallèles  à ceux  des  x'  et  des  y',  et 
rapportons-y  la  courbe.  Pour  cela,  on  fera  dans  l’éq.  [G] 

*'=*"  + «,  ÿ'  = y"+é: 

il  ne  reparaîtra  point  de  rectangle  x"y",  et  nous  introduirons  ainsi 
deux  indéterminées  a et  b,  à l’aide  desquelles  on  pourra  faire  dis- 
paraître deux  nouveaux  termes.  La  substitution  donne 

[H]  My"!  + Sx"  + (2Mé  + K)  y"  -f  -j-Rè-fSa+F  = 0, 

équation  dans  laquelle  la  partie  affectée  de  y ",  et  celle  qui  est 
indépendante  des  variables,  sont  les  seules  où  entrent  les  indéter- 
minées a et  b.  On  fera  disparaître  ces  deux  parties  en  posant 
2M6  + R = 0,  M6s-j-Rô  + Sa-|-F  = 0,  d’où 
. —R  — M6’— Ré  — F 
4 = âP  *= s 

b n’est  pas  intini,  car  M n’est  pas  nul;  et  a n’est  pas  infini  non 
plus,  car  il  est  permis  de  supposer  que  S n’est  pas  zéro.  En  effet, 
si  S était  zéro,  l’équation  [GJ  ne  contiendrait  plus  af,  et,  en  la 
résolvant  par  rapport  à y',  on  trouverait  deux  valeurs  constantes; 
donc  l’équation  donnée  ne  représenterait  plus  une  ligne  courbe, 
et  pour  cette  raison  on  rejette  le  cas  particulier  où  S est  nul. 

Maintenant,  il  est  clair  qu’en  plaçant  l’origine  au  point  qui  a 
pour  coordonnées  les  valeurs  précédentes  de  a et  b,  la  dernière 
transformée  [H]  se  réduit  à cette  équation 

[I]  M/*  + Sx"=0, 

g 

ou  bien,  en  supprimant  les  accents  et  faisant — — = 2p,  à 

M 

y*  = 2jox, 

qui  est,  sous  la  forme  la  plus  simple,  l’équation  des  paraboles. 
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267.  En  résumé,  on  conclut  qu’en  choisissant  convenablement 
l’origine  et  la  direction  des  axes,  les  ellipses,  les  hyperboles  et  les 
paraboles  peuvent  être  représentées  par  les  équations 

[a]  yi-\-m*xi  — p,  [6]  y'  — mtxt=p,  [c]  y*=2px; 
et  que  ces  formes  d’équations  ne  subsistent  que  pour  un  seul 
système  d’axes  rectangulaires  (le  cas  du  cercle  excepté). 

Du  centre  et  des  axes. 

268.  Ces  équations  mettent  en  évidence  quelques  propriétés 
qui  méritent  de  fixer  l’attention.  D’abord,  de  ce  que  («]  et  [6]  ne 
contiennent  pas  les  termes  du  1er  degré,  on  conclut  que  l’origine 
est  un  centre.  Mais  il  faut  reprendre  les  choses  de  plus  haut. 

On  appelle  centre  d’une  courbe  un  point  qui  divise  en  deux  par- 
ties égales  toute  droite  qui  passe  par  ce  point , et  qui  est  terminée  à 
la  courbe.  De  cette  définition  découle  le  théorème  suivant  : 

Quand  l’origine  des  coordonnées  est  placée  au  centre  d’une  ligne 
du  second  ordre,  les  termes  du  1er  degré  n’entrent  point  dans 
l’équation  de  cette  ligne;  et  réciproquement,  lorsque  les  termes 
du  1"  degré  n’entrent  pas  dans  l’équation  d’une  ligne  du  second 
ordre,  l’origine  est  le  centre  de  cette  courbe. 

Pour  le  démontrer,  reprenons  l’équation  générale 

[A]  Ay*+Bxy  + Cxî  + Dÿ  + Ea;  + F = 0; 

supposons  que  la  courbe  représentée  par  cette  équation  ait  un 
centre,  et  que  ce  centre  soit  pris  pour  origine  des  coordonnées. 
Toute  droite  menée  par  ce  point  a pour  équation  y — ax;  et,  pour 
obtenir  les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  la 
courbe,  il  faut  faire  y = ax  dans  l’équation  [A].  On  a ainsi 

( A«*  + Ba  + C)  x*  + (Da -|- E)x  + F = 0, 

équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  cherchées.  Or,  MN 
(fig.  107)  étant  la  partie  de  la  droite  comprise  dans  la  courbe,  on 
doit  avoir  AN  = AM;  donc  si  on  mène  les  ordonnées  MP,  NQ,  les 
triangles  AMP,  ANQ,  seront  égaux;  donc  AQ  = AP:  c’est-à-dire 
que  l’équation  qui  donne  ces  abscisses  a ses  racines  égales  et  de 
signes  contraires  ; donc  on  doit  avoir  Da  -f-  E = 0.  Cette  égalité  doit 
exister  quel  que  soit  a ; donc  on  a séparément  D = 0,  E = 0 : donc 
les  termes  du  l'r  degré  ne  doivent  pas  entrer  dans  l’équation  [A]. 
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Réciproquement,  lorsqu’on  a D=0,  E=0,  l’équation  qui  donne  x 
a ses  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires,  d’où  l’on  conclut 
que  les  triangles  APM,  AQN,  sont  égaux,  et  par  suite  que  toute 
corde  MN,  menée  par  l’origine,  y est  divisée  en  deux  parties 
égales  : c’est-à-dire  que  l’origine  est  un  centre. 

Pour  qu’une  courbe  du  second  ordre  ait  un  centre,  il  faut  donc 
qu’on  puisse  transporter  les  axes,  parallèlement  à eux-mômes,  à 
une  origine  qui  fasse  évanouir  les  termes  du  1er  degré;  et  alors 
cette  origine  sera  le  centre.  Cette  transformation  est  impossible 
pour  les  paraboles  ; elle  ne  l’est  que  d’une  seule  manière  pour  les 
ellipses  et  les  hyperboles  (260);  donc  les  ellipses  et  les  hyperboles 
ont  un  centre  qui  est  unique,  mais  les  paraboles  n’en  ont  pas. 

269.  Suivant  la  définition  (227),  un  diamètre  est  une  droite  qui 
divise  en  parties  égales  une  suite  de  cordes  parallèles.  De  là  il  suit 
que  si  une  des  coordonnées,  y,  par  exemple,  n’entre  qu’au  carré 
dans  l’équation  d’une  courbe  du  second  ordre,  l’axe  auquel  l’autre 
coordonnée  x est  parallèle  est  un  diamètre.  Il  est  visible,  en  effet, 
que , pour  chaque  abscisse , les  valeurs  de  y seront  égales  et  de 
signes  contraires  : donc  l’axe  des  x divise  en  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à la  ligne  des  y ; donc  il  est  un  diamètre. 

Quand  un  diamètre  est  perpendiculaire  à la  direction  des  cordes 
qu’il  coupe  par  moitiés , c’est  un  axe  de  la  courbe.  La  partie  com- 
prise dans  la  courbe  est  la  longueur  de  cet  axe.  Les  points  où  il  la 
rencontre  se  nomment  sommets. 

La  ligne  sur  laquelle  se  comptent  les  abscisses  x,  dans  les  équa- 
tions [a],  [6],  [e],  est  donc  un  diamètre,  et  même  un  axe  de  la 
courbe.  Pareillement,  la  ligne  des  y est  aussi  un  axe  de  l’ellipse  et 
de  l’hyperbole  données  par  les  deux  premières  : mais  elle  n’en  est 
pas  un  pour  la  parabole  donnée  par  la  troisième,  parce  que  x y est 
au  1er  degré.  On  verra  plus  tard  que  les  axes  dont  nous  parlons 
ici  sont  les  seuls  qui  existent  dans  les  courbes  du  second  ordre. 


Développement*  des  calculs  qui  mènent  aux  transformées  [F]  et  [I]. 

270.  L’objet  de  ce  chapitre  était  .de  découvrir  la  forme  des  équa- 
tions les  plus  simples  qui  représentent  les  courbes  du  second  or- 
dre. Il  était  donc  bien  plus  important  de  reconnaître  la  possibilité 
des  transformations  que  de  les  effectuer;  c’est  pourquoi  j’ai  né- 
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gligé  les  détails  de  calcul  qui  m’auraient  écarté  du  but  vers  lequel 
je  tendais.  Je  vais  réparer  ici  cette  omission  volontaire. 

Supposons  d’abord  que  l’équation 

[A]  Ay’  + Bxy  + Cx’  + Dyff  Ex  + F = 0, 

représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole , et  développons  les  cal- 
culs nécessaires  pour  la  réduire  à la  forme  [F],  My!  -(-  Na:5  = P, 
en  prenant  des  axes  rectangulaires.  La  question  se  résout  en  opé- 
rant , ainsi  qu’on  la  dit  (265) , deux  transformations  d’axes. 

Première  transformation  (260).  On  fait  disparaître  les  termes  du 
1"  degré,  ce  qui  revient  à transporter  l’origine  au  centre,  et  on 
obtient  une  transformée  telle  que 

[Cl  ' kif  -f  B xy  + Cx*  + F = 0. 

Les  coefficients  A , B,  C , sont  les  mômes  que  dans  [A[  ; les  coor- 
données du  centre  sont  déterminées  par  les  équations 

[I]  2A6  + B«  + D = 0,  2C«  + B4  + E = 0; 

et  on  a 

F'  = A45  + B ab  -f  Ca5  -f  D6  + Ea  + F. 


On  peut  simplifier  cette  valeur  de  F'  : en  effet , si  on  multiplie  les 
éq.  [I[  respectivement  par  4 et  par  a,  et  qu’on  ajoute,  il  vient 


d’où 


2A45  + 2B  ab  + 2C«5  + Dé  + Ea  =0 , 


A45 -j- Ba4 -f- Ca*  = — — donc  F = F+  --  . 


En  réunissant  ici  les  valeurs  de  a et  b (260)  à celle  de  F,  on 
aura  les  éléments  de  la  première  transformation . savoir  : 


2AE  — BD  2CD  — BE 

Bs  — 4AC  * Bs  — 4 AC  ’ 


F'  = F -f 


D4  4-E« 
2 


Seconde  transformation.'  Avant  de  procéder  à cette  transforma- 
tion il  faudrait  rendre  les  coordonnées  rectangulaires  si  elles  ne 
l’étaient  pas.  Mais  je  supposerai  qu’elles  le  soient  déjà  dans  l’équa- 
tion [C],  et  je  cherche  immédiatement  de  nouveaux  axes  rectan- 
gulaires qui  fassent  disparaître  le  produit  xy,  de  telle  sorte  que 
l’équation  résultante  prenne  la  forme  demandée 

[F]  Mt/5  + Nx5=P. 

Pour  y parvenir,  dans  [C]  on  remplace  x par  xcos  a — y sin  a , 
y par  x sin  a-j-y  cos  a;  et  on  détermine  a d’après  la  condition  que 
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le  multiplicateur  de  xy  soit  égal  à zéro.  On  a trouvé  (282) 

et  par  suite  on  obtient  facilement  (25) 


tuo  M*  — ' ' — , 

V^l  -J-  tang1 2a  ^B*+(A  — C)* 

B 

sin  2a  = cos  2a  tang  2a  = » 

t/ü’-HA-C)5 

Dans  ces  valeurs,  le  radical  porte  avec  lui  le  signe  dr.  parce  qu’on 
peut  choisir  chacun  des  nouveaux  axes  pour  celui  des  x\  mais 
pour  écarter  toute  ambiguïté,  je  donnerai  partout  au  radical  lé 
signe  -J-,  ce  qui  revient  à prendre  sin  2a  de  signe  contraire  à B. 

Maintenant  il  faut  calculer  les  coefficients  M , N , P.  La  substi- 
tution immédiate  des  formules  x cos  a — y sin  a,  x sin  a-)-  y cos  a, 
dans  l’équation  [C],  donne 

M = A cos’a  — B sin  a cos  a -j-  C sin’a, 

N = A sin’a  -f-  B sin  a cos  a -J-  C cossa, 

P=  — F'. 

En  faisant  la  somme  M + N et  la  différence  M — N , on  trouve 
M -f  N = A + C , 

M — N = ( A — C)  (cos*a  — sin’a)  — 2B  sin  a cos  a — 

(A  — C)  cos  2a  — B sin  2a  — - B*  + f A — G ^ + /A_  Cj.. 

v'B’-HA-c)’ 

et  alors  on  obtient  facilement  les  valeurs  de  M et  de  N.  En  y joi- 
gnant celles  de  tang  2a  et  de  P,  on  aura  tous  les  éléments  de  la  se- 
conde transformation,  savoir  : 

tan82a  = Â^c’  M = i(A  + C)  + WB‘  + (A-C)*, 

N = i(A  + C)  — ^B’  + fA-C)’,  P = — F'. 

(I  ne  faut  pas  oublier  que  sin  2a  est  de  signe  contraire  à B. 

271.  Supposons  maintenant  que  l’équation  [A]  représente  une 
parabole,  et,  sans  cesser  de  prendre  des  coordonnées  rectangu- 
laires, ramenons-la  à la  forme  [IJ,  My*  -f  Sar  = 0.  Dans  ce  cas,  on 
fait  d’abord  évanouir  le  rectangle  en  changeant  la  direction  des 
axes,  et  ensuite  on  déplace  l’origine. 
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Première  transformation.  Elle  conduit  (266)  à l’équation 
[G]  My2  + Ry  + Sx  + F = 0. 

Les  axes  primitifs  sont  supposés  rectangulaires  ; les  nouveaux  le 
sont  aussi,  et  l’angle  a qui  détermine  leur  situation  est  donné  par 
la  même  formule  que  dans  le  n“  270.  On  a aussi,  pour  M et  N,  les 
mêmes  formules  ; mais  comme,  dans  la  parabole,  on  a B2  = 4AC, 
elles  reçoivent  de  grandes  simplifications. 

D’abord  ^B2  + (A  — C)2  = dt(  A + G).  Relativement  au  signerfc, 
observons  qu’on  peut  toujours  rendre  A positif  dans  l’équation  [A], 
et  qu’alors,  en  vertu  de  la  relation  B2  = 4 AC,  C est  aussi  posi- 
tif; donc,  si  on  continue  de  prendre  le  radical  positivement,  on 
aura  ^B2  + (A  — C)2  = A C.  En  conséquence,  il  viendra 


'"**“=  Â=c>  C0s2,=X+c 

M = A + C,  N = 0. 


sin  2a  = 


— B 
A -fC’ 


On  voit,  ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre,  que  l’évanouissement  du 
rectangle  fait  disparaître  un  des  carrés  (264). 

Il  faut  de  plus  calculer  R et  S.  Or,  quand  on  remplace  dans  [A] 
x par  x cos  a — y sin  a,  et  y par  x sin  a -f-  y cos  a,  on  trouve 


R = D cos  a — E sin  a,  S = D sin  a -|-  E cos  a. 


Au  moyen  de  la  trigonométrie,  on  a d’abord  ; 


A + C’ 


sin  2 a — B 
co  s a — — = -. 

2sma  2v/C(A-f  C) 

Puis,  au  moyen  de  ces  valeurs,  on  obtient  R et  S, 


R_  — 2CE— BD  R __  2CD  — DE 

2V/C(A  + C)  * ’ 2^C(A+C 

J’ai  pris  sin  a positivement , parce  qu’il  est  permis  de  choisir  le 
côté  des  x positifs  de  manière  qu’on  ait  a < \ 80“.  Quant  à cos  a , 
il  est  de  signe  contraire  à B. 

Seconde  transformation,  il  reste  encore  à déplacer  l’origine. 
Mettons  x -f-  a et  y é à la  place  de  x et  de  y dans  [G],  puis 
égalons  à zéro  le  multiplicateur  de  y et  la  partie  constante. 
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On  a 2M&-fR  = 0,  Mé1  -f  116  + Sa  -f  F = 0,  d’où 

L — R R1  — IMF 

~ 2M  ’ n~  IMS  ' 

Les  coefficients  de  y1  et  de  x restent  les  mêmes  que  dans  [G],  de 
sorte  qu’on  a,  pour  dernière  transformation, 

[I]  M y1  + Sx  = 0. 


CHAPITRE  X. 

Dü  CERCLE. 


Formes  diverses  de  l’équation  du  cercle. 

272.  Dans  l’équation  [a],  n°  267,  supposons  m=  1,  p = R*  : il 
vient 

[1]  y*  + x*  = R«, 

équation  déjà  trouvée  n°  186,  et  qui  exprime  que,  dans  le  cas  par- 
ticulier dont  il  s’agit,  la  courbe  a tous  ses  points  à une  distance  de 
l’origine,  constante  et  égale  à R;  cette  courbe  est  donc  une  cir- 
conférence de  cercle.  Par  là  on  apprendrait,  si  on  ne  le  savait 
déjà  (238),  que  cette  ligne  est  un  cas  particulier  de  l’ellipse. 

273.  L’équation  la  plus  générale  du  cercle,  tant  que  les  coor- 
données sont  rectangulaires,  est  (186) 

[2]  (*-«)*  + (ÿ  - p)' =R*. 

Elle  redonne  l’équation  [1  ] en  faisant  a = 0,  p = 0. 

Si  on  veut  placer  l’origine  à l’extrémité  d’un  diamètre  et  pren- 
dre ce  diamètre  pour  axe  des  x (fig.  108),  il  faut  faire  a = R,  (5  = 0 : 
l’éq.  [2]  devient  (x  — R)*  -)-  y1  = R5,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

[3]  rf  — 2Rx  — x\ 

Si  on  fait  seulement  (J = 0,  le  centre  sera  sur  l’axe  des  x (fig.  109), 
mais  la  circonférence  ne  passera  plus  à l’origine;  et  si  on  fait  seu- 
lement a.  — 0,  le  centre  sera  sur  la  ligne  des  y (fig.  110).  Dans  ces 
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deux  positions,  les  équations  du  cercle  seront 

[4]  y>-Hx-a)’  = R*, 

[5]  *,+(y-P)*  = R*- 

274.  En  coordonnées  obliques,  l’équation  du  cercle  est  peu  em- 
ployée. On  l’obtient  immédiatement  en  exprimant  que  la  distance 
du  centre  à un  point  quelconque  de  la  courbe  est  égale  au  rayon. 
Cette  distance  est  donnée  par  la  formule  du  n°  220,  de  sorte  que, 
si  on-désigne  par  0 l’angle  des  axes , par  a et  p les  coordonnées  du 
centre  du  cercle,  et  par  r le  rayon,  on  aura 

[6]  ( x — «)*  -f  [y  — P)*  + 2 ix  — «)  (ÿ— P)  COS  0 = r*. 

275.  L’équation  [2]  étant  développée,  en  donne  une  de  la  forme 
x1  -f  y*  -\-ax-\-  by  e = 0 , qui  ne  contient  point  xy,  et  où  les 
coefficients  des  carrés  x ! et  y * sont  égaux.  Quand  ces  conditions 
sont  remplies  (les  axes  étant  toujours  rectangulaires),  l’équation 
ne  peut  pas  représenter  d’autre  courbe  qu’une  circonférence.  En 
effet,  après  l’avoir  divisée  par  le  coefficient  de  y’,  si  ce  coefficient 
n’est  pas  déjà  égal  à l’unité,  on  lui  donne  la  forme  précédente; 
puis,  en  complétant  les  carrés,  on  lui  donne  celle-ci 

[x  + |a)*  + (y  + 16)  = }a’+|ô’ -c. 

Or,  cette  équation  représente  évidemment  un  cercle,  dont  le 
centre  a pour  coordonnées  — {a,  — j b,  et  dont  le  rayon  est  égal 
à j- jt* — c.  Toutefois,  cette  équation  ne  représente  vérita- 
blement un  cercle  que  lorsque  la  quantité  -ja’-j-  — c est  posi- 

tive : car,  si  elle  est  nulle,  le  cercle  se  réduit  à son  centre,  et  si 
elle  est  négative,  l’équation  est  impossible.  Ces  détails  ont  déjà  été 
donnés  n°  256,  Exemple  V. 

276.  Étant  donnée  une  équation  du  second  degré , entre  coor- 
données obliques  dont  l’inclinaison  est  connue,  on  peut  demander 
comment  on  jugera  qu’elle  représente  un  cercle.  Pour  répondre  à 
cette  question,  on  développe  l’équation  [6],  et  on  l’écrit  ainsi  : 

x'-\-ytJT  %xy  cos  0 — 2 (a  -j-  § cos  0)  x — 2(P-[-a  cos  0)y 
-J-  a*  -j-  p1  -|-  2ajî  COS  6 — r’  = 0. 

Alors  on  voit  sur-le-champ  qu’après  avoir  divisé  l’équation  pro- 
posée par  le  coefficient  de  y*,  il  faut  que  celui  de  x * soit  égal  à un, 
et  celui  de  xy  égal  au  double  du  cosinus  de  l’angle  des  axes. 

Je  dis  de  plus  que  toute  équation  qui  remplit  ces  conditions  ne 
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peut  pas  représenter  d’autre  ligne  qu’une  circonférence.  En  effet, 
supposons  que  cette  équation  soit 

[7]  + y5  + 2xy  cos  § ax*{-  by  -{-c  = Q, 

et,  afin  de  la  rendre  identique  avec  celle  du  cercle,  posons 

a-|-pcosO=: — p-j-acos8  = — a!-f-  P*-j-2apcos6 — r*=c. 
2 2 


De  ces  égalités  on  tire 


icos  0 — a 
2sin’0  ’ 


a co  s 8 — b 
:_2sins6  ’ 


s/1 


-\-b- — 2«6cos6 
4sin*6 


donc  ces  valeurs  étant  mises  à la  place  des  a,  fi,  r,  rendront  l’équa- 
tion [6]  identique  avec  l’équation  [7]  ; donc  cette  dernière  ne  peut 
pas  représenter  d’autre  ligne  qu’une  circonférence,  dont  le  centre 
et  le  rayon  seront  donnés  par  les  formules  ci-dessus. 

Pour  construire  le  centre,  il  n’est  pas  nécessaire  de  calculer  a 
et  p.  Soit  O ce  centre  (fig  111)  dont  les  coordonnées  sont  AB  = 
OC  = aet  AC  = OB— p:  abaissez  OD  perpendiculaire  à Ax,  et  OE 
perpendiculaire  à Ay.  Les  triangles  rectangles  BOD,  COE  donnent 
BD  = pcos8  , CE  = acos8;  donc  AD  = a -f-  p cos6  = — La, 
AE  = p + acos8  = — {b.  Ainsi,  en  prenant  avec  des  signes  con- 
traires, dans  l’équation  [7],  les  moitiés  des  coefficients  de  x et  de  y, 
on  aura  les  longueurs  AD  et  AE;  et  par  suite,  en  élevant  les  per- 
pendiculaires DO  et  EO,  on  connaîtra  le  centre  0. 

Si  la  valeur  de  r est  nulle,  l’équation  [6]  exprimant  que  le  carré 
d’une  distance  entre  deux  points  est  égal  à zéro,  on  en  conclut  que 
le  cercle  se  réduit  à son  centre.  Si  r est  imaginaire,  l'équation  est 
impossible.  On  peut  encore  rendre  ces  conséquences  évidentes  en 
écrivant  l’équation  [6]  d’abord  sous  cette  forme 


[(x  — a)*  + (y  — P)’]  (cos’L  8 + sin’LO) 

-J-  2 (as  — a)  [y  — P)  (cos’£8  — sin’^8  ) = r!  ; 
puis,  sous  la  suivante  : 

[{x  — - «)  + [y — P)]’  cos’L  8 + [(x— «)  — {y — P)]!  sin*’  6 = r\ 

Comme  le  premier  membre  est  la  somme  de  deux  carrés,  on  voit 
que  si  r es  imaginaire  l’équation  est  impossible  ; et  si  r est  zéro, 
elle  ne  peut  être  satisfaite  qu’en  égalant  chaque  carré  à zéro,  ce 
qui  conduit  à x = a,  y — p. 
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277.  Je  vais  faire  voir  ici  comment  on  peut  démontrer  par  le 
calcul  les  théorèmes  sur  le  cercle,  établis  dans  la  Géométrie. 

- Reprenons  l’équation  du  cercle 

Elle  donne  y=±v  Rs — x1  ; donc  il  y a (fig.  112)  deux  ordonnées 
égales  et  opposées,  MP  et  PN,  pour  chaque  abscisse  AP.  Or,  MN 
étant  perpendiculaire  à AB,  si  on  applique  la  partie  inférieure  du 
cercle  sur  la  partie  supérieure,  en  la  faisant  tourner  autour  du 
diamètre  BC,  le  point  N tombera  sur  le  point  M ; et  pareillement, 
tous  les  autres  points  de  la  partie  BNG  se  placeront  sur  la  partie 
supérieure  BMC.  De  là  on  conclut 
1°  Que  tout  diamètre  divise  le  cercle  et  la  circonférence  en  deux 
parties  égales; 

2*  Que  le  diamètre,  perpendiculaire  à une  corde,  divise  aussi 
cette  corde  et  l’arc  sous-tendu,  chacun  en  deux  parties  égales. 

278.  Sur  la  figure  on  voit  que  CP  = R -f-  x etBP  = R — x\  donc 

CP  X BP  = (R  + x)  (R — x)~  R*—  x\ 

Mais  par  l’équation  du  cercle,  on  a MP’  = R1  — donc  MP" 
= CP  X BP.  Donc,  l’ordonnée  perpendiculaire  au  diamètre  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  de  ce  diamètre. 

279.  Si  on  mène  la  corde  CM,  et  qu’on  désigne  par  x et  y les 
coordonnées  du  point  M,  on  aura 

CM*  = if  -f  (x  + R)’  = if  + **+  2Rx  + R*. 

Or,  l’équation  du  cercle  donne  x*-}-  y1—  R1;  donc 
CM*  — 2R!  + 2Rx  =2R  (R  + x). 

Mais  on  a BC  = 2R,  CP  = R + x ; donc  CM*  = BC  X CP  : c’est-à- 
dire  que  la  corde  CM  est  moyenne  proportionnelle  entre  le  dia- 
mètre BC  et  le  segment  CP. 

280.  Si,  par  le  point  C pour  lequel  y=0  etx  = — R,  et  par  le 
point  M dont  nous  continuerons  de  désigner  les  coordonnées  par  x 
et  y,  on  mène  une  droite  CM,  et  qu’on  représente  par  a la  tan- 
gente de  l’angle  MGx,  on  aura 
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Si,  par  le  même  point  M,  et  par  le  point  B pour  lequel  y — 0 
et  x = + R,  on  mène  la  droite  MB,  et  qu’on  représente  par  a'  la 
tangente  de  l’angle  Mlîx,  on  aura  pareillement 


a1 


En  multipliant  a par  a'  et  remarquant  que  y*  = R* — x *,  il  vient 


y*  R*— x 
x*  — R*  x1 — R* 


donc  aa'-f- 1 = 0 ; donc  (221)  les  droites  CM  et  MB  sont  perpen- 
diculaires l’une  sur  l’autre,  ou,  en  d’autres  termes , tout  angle  in- 
scrit dans  un  demi-cercle  est  droit. 

281.  En  général,  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  sont 
égaux.  Pour  le  prouver,  je  prends  pour  axe  des  x (fig.  113)  la 
corde  DE  qui  sous-tend  le  segment,  et  pour  axe  des  y le  diamètre 
perpendiculaire;  alors  le  cercle  sera  donné  par  l’éq.  [5]  du  n°273; 
en  désignant  par  p l’élévation  du  centre  au-dessus  de  DE  et  par  c 
la  demi-corde  AD,  l’équation  du  cercle  sera 

(y— P)’  + x!=c3  + p*. 


Si  on  joint  un  point  quelconque  M de  l’arc  DME  avec  les  points  E 
et  D,  et  si  on  nomme  encore  x,  y,  les  coordonnées  du  point  M,  et 
a , a!,  les  tangentes  des  angles  ME# , MDx , il  est  facile  de  voir 
qu’on  aura 

a=_JL_, 

x-\-c  x — c 


Mais  tang  DME  = — —,  (221);  remplaçons  donc  a et  a'  par  leurs 

1 -)-aa 

valeurs , et  il  viendra 


tang  DME  æ,_c»_j_ÿî  **_e*  + y*' 

Comme  le  point  M appartient  au  cercle,  on  a,  entre  x et  y, 
(y-p)*+*’=c*  + p *: 
de  là  on  tire  xî  — c*  -f-  y*  = ‘ 


- Ofîii  • nt 


tangDME  = |. 

Cette  valeur  est  constante , c’est-à-dire  qu’elle  ne  varie  pas  quand 
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le  point  M change  de  position  sur  la  circonférence.  De  plus , le 
triangle  rectangle  AOD  donne 


langA°D  = ^ = îj; 


donc  tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  de  cercle  sont 
égaux  à la  moitié  de  l’angle  au  centre , gui  s’appuie  sur  le  même  arc 
que  le  segment. 

282.  Démontions  maintenant  les  théorèmes  relatifs  aux  lignes 
droites  qui  se  coupent  dans  le  cercle,  et  ;hors  du  cercle.  Soit  A 
(fig.  H 4)  un  point  quelconque,  pris  dans  le  plan  d’un  cercle.  Ayant 
mené  Ax  par  le  point  A et  par  le  centre  0,  puis  A y perpendiculaire 
sur  Ax,  prenons  les  abscisses  et  les  ordonnées  sur  ces  deux  lignes. 
En  désignant  le  rayon  par  R , et  la  distance  AO  par  a,  l’équation  du 
cercle  sera  (273) 

(x — «)*  + y*  = R!. 


L’équation  d’une  droite  quelconque , passant  par  le  point  A , sera 
de  la  forme 

y=Ôx; 


et  si  on  veut  avoir  l’équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  M 
et  N,  où  cette  droite  rencontre  le  cercle,  il  faut  mettre  cette  valeur 
de  y dans  l’équation  du  cercle,  ce  qui  donne 


ou,  en  effectuant  le  carré,  transposant  R*,  et  divisant  ensuite  par 
le  coefficient  de  x», 


H 


2a 


‘ — R* 


x ' 


1+8» 


1+8= 


= 0. 


Nommons  x',  y',  et  x",  y"  les  coordonnées  des  points  de  rencontre, 
on  aura 


AM*  = x'*  + y»,  AN*  = x"»  + ÿ’%  ; 
or,  ces  points  étant  sur  la  droite,  on  a 

y'  = 8x',  y"  = Sx"; 

donc  AM  =(l  + 8*)x'1,  AN*  = (4 + 8*) x"*;  et  par  suite, 

ÂM*  x AN*  = (1  + 8«)  W\ 

Maintenant,  remarquons  que  x'  et  x”  sont  les  deux  racines  de 
l’équation  [«],  et  que  dans  toute  équation  du  second  degré  le  pro- 
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duit  des  racines  est  égal  au  dernier  terme  : nous  conclurons  que 

a*— R* 

afx"  — ^ , et  par  suite  que 

ÂM*  X ÂN*  = (a*  — R*)*. 

De  là , suivant  que  a est  > R ou  < R , on  tire 


AM  X AN  = a*  — R%  ou  AM  X AN  = R1  — a*. 

Dans  le  premier  cas,  le  point  est  extérieur  au  cercle,  et  dans 
le  second  il  est  intérieur.  Mais , ni  dans  l’un , ni  dans  l’autre , le 
produit  AMxAN  ne  contient  o;  et  cela  prouve  qu’il  reste  le 
même,  quelle  que  soit  la  position  de  la  sécante  : donc,  si  on  mène 
une  seconde  sécante  qui  coupe  le  cercle  en  M'  et  N',  on  aura 

AM  AN' 

AM  x AN  = AM'  x AN'.  Or,  cette  égalité  donne  ~ — 

donc,  si  par  un  point  A,  extérieur  ou  intérieur,  on  mène  deux 
droites  qui  coupent  le  cercle,  les  distances  comprises  entre  le  point  A 
•et  le  cercle,  sur  l’une  des  droites,  sont  réciproquement  proportion- 
nelles aux  distances  analogues  comprises  sur  l’autre  droite. 

Cet  énoncé  comprend  évidemment  les  deux  théorèmes  suivants, 
démontrés  en  Géométrie  : 

Quand  deux  cordes  se  coupent  dans  le  cercle , les  parties  de  l’une 
sont  réciproquement  proportionnelles  aux  parties  de  l’autre. 

Si,  par  un  point  pris  hors  d’un  cercle,  on  mène  deux  sécantes  quel- 
conques à la  circonférence,  les  sécantes  entières  sont  réciproquement 
jjroportionnelles  à leurs  parties  extérieures. 

A quoi  l’on  peut  ajouter  ce  troisième  théorème  : Si , par  un 
point  pris  hors  d’un  cercle,  on  mène  une  sécante  et  une  tangente  à ce 
cercle,  la  tangente  sera  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  et 
sa  partie  extérieure. 

Ce  dernier  n’est  en  effet  qu’un  cas  particulier  du  précédent , et 
il  s’en  déduit  en  supposant  que  l’une  des  sécantes  tourne  autour 
du  point  A jusqu’à  ce  que,  les  deux  points  d’intersection  M'  et  N' 
se  confondant  en  un  seul , la  droite  devienne  tangente.  Alors  la 
sécante  entière  et  sa  partie  extérieure  ne  font  plus  qu’une  seule  et 
même  distance,  égale  à la  tangente. 

283.  Cherchons  encore  les  conditions  relatives  à l’intersection 
et  au  contact  des  cercles.  Pour  y parvenir  de  la  manière  la  plus 
facile,  prenons  pour  axe  des  x (fig.  115)  la  droite  Ax  qui  passe 
par  les  centres  A et  B,  et  plaçons  l’origine  des  coordonnées  ree- 
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tangulaires  au  centre  A.  En  désignant  par  a la  distance  AB,  et  les 
deux  rayons  par  R et  R',  les  équations  des  cercles  seront 

*’  + y*  = R»,  (*-«)*  + y»  = R”. 

Les  coordonnées  de  chaque  point  commun  aux  deuv  circonfé- 
rences doivent  satisfaire  à ces  deux  équations  ; et  réciproquement, 
deux  coordonnées  qui  satisfont  à ces  équations  appartiennent  à un 
point  commun  aux  deux  circonférences.  Si  donc  on  considère  x 
et  y comme  deux  inconnues,  et  qu’on  cherche  toutes  les  solutions 
des  deux  équations , celles  qui  seront  réelles  feront  connaître  les 
intersections  des  deux  cercles. 

Pour  résoudre  les  équations,  on  effectue  le  carré  [x  — a)1  et  on 
retranche  la  seconde  de  la  première  : il  vient  2ax — a*=Rs — R", 
d’où  l’on  tire 

a*  R’  — R'J 
X= !— . 

2a 

En  substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation,  on  obtient 
les  valeurs  correspondantes  de  y,  savoir  : 

y = ± i v/4«*R*  — (a‘  + Rs  — R'»)*. 

On  ne  trouve  que  deux  solutions,  et  de  là  ce  théorème  connu  : 
Deux  circonférences  ne  peuvent  avoir  plus  de  deux  points  communs, 
à moins  qu’elles  ne  se  confondent. 

Les  deux  points  d’intersection  ayant  une  môme  abscisse  AP, 
mais  deux  ordonnées  MP  et  NP,  égales  et  opposées,  on  conclut 
encore  cet  autre  théorème  : Quand  deux  circonférences  se  coupent, 
la  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à la  corde  qui  joint  les  points 
d’ intersection,  et  la  divise  en  deux  parties  égales. 

Pour  qu’il  y ait  en  effet  intersection,  il  faut  que  la  quantité 
soumise  au  radical , dans  les  valeurs  de  y,  soit  positive.  Afin  de 
reconnaître  dans  quel  cas  cette  condition  est  remplie,  remarquons 
d’abord  que  cette  quantité  est  une  différence  de  carrés,  et  que  par 
suite  y peut  s’écrire  ainsi  : 

y — ±~  \!l 2*R  + a*  + R’  — R”)  (2aR  — a»  — R*  + R'5). 

sa 

Chaque  facteur  est  lui-même  une  différence  de  carrés,  et  peut 
aussi  se  décomposer  en  deux  autres;  de  là  résulte 

y = ± g v/(«  + R 4-  R')  (ecH-R  — R')  (R  + R'- «)  (a  + R'- R)ï 
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Il  est  toujours  permis  de  placer  l'origine  au  centre  du  plus  grand 
cercle,  et  de  prendre  les  abscisses  positives  du  même  côté  que  le 
centre  de  l’autre  cercle;  c’est  pourquoi  je  supposerai  a positif  et 
R > R'  ou  au  moins  égal.  Alors  les  deux  premiers  facteurs  sont 
positifs,  et,  pour  que  y soit  réel,  il  faut  que  les  deux  autres  fac- 
teurs soient  tous  deux  positifs , ou  tous  deux  négatifs.  On  devrait 
donc  avoir  en  même  temps  a < R + R'  et  R < a + R',  on  bien 
«>R  + R'  et  R>  a + R': 

Mais  les  deux  dernières  conditions  sont  incompatibles  ; car  il 
résulte  de  l'une  que  « serait  > R , et  de  l’autre , que  R serait  > a, 
ce  qui  implique  contradiction.  Ainsi  les  conditions  relatives  à l’in- 
tersection des  cercles  sont  a < R -f  R'  et  R < a -j-  R'  : c’est-à-dire 
que  la  distance  des  centres  doit  être  moindre  que  la  somme  des 
rayons , et  que  le  plus  grand  rayon  doit  être  moindre  que  la  somme 
faite  de  la  distance  des  centres  et  du  plus  petit  rayon. 

Pour  qu’il  y ait  contact,  il  faut  que  les  deux  valeurs  de  y se  rédui- 
sent à une  seule,  ce  qui  ne  peut  pas  avoir  lieu  si  la  quantité  placée 
sous  le  radical  n’est  pas  nulle  : mais  les  deux  premiers  facteurs  ne 
peuvent  pas  être  nuis;  il  faut  donc  que  ce  soit  le  3*  ou  le  4*.  Ainsi 
on  doit  avoir  R + R' — a=0  d’où  a = R + R',  ou  bien  a + R' 
— R = 0 d’où  a = R — R'.  Donc , pour  que  deux  cercles  se  tou- 
chent, il  faut  que  la  distance  des  centres  soit  égale  à la  somme  des 
rayons,  ou  bien  à leur  différence.  Dans  l'un  et  l’autre  cas,  le  contact 
a lieu  sur  la  ligne  des  centres;  et  il  est  évident  d’ailleurs  que  dans 
le  premier  cas  il  est  extérieur  et  que  dans  le  second  il  est  intérieur. 

Enfin  y est  imaginaire,  et  il  n’y  a plus  de  point  commun  aux 
deux  circonférences,  quand  on  a a>  R + R',  ou  bien  quand  on  a 
R > a + R'  : car,  dans  l’une  de  ces  hypothèses , il  n’y  a que  le  3e  fac- 
teur qui  soit  négatif,  et  dans  l’autre,  il  n’y  a que  le  4e facteur  qui 
le  soit.  Donc,  pour  que  deux  circonférences  n’aient  aucun  point  com- 
mun, il  faut  que  la  distance  des  centres  soit  plus  grande  que  la 
somme  des  rayons , ou  que  le  plus  grand  rayon  surpasse  la  somme 
faite  de  la  distance  des  centres  et  du  plus  petit  rayon. 

Si  on  avait  en  même  temps  R'  = R et  a = 0,  les  valeurs  de  x et 
de  y se  présenteraient  sous  la  forme  § , qui  est  le  symbole  de  l’in- 
détermination. Et  en  effet,  les  deux  cercles  ayant  même  centre  et 
même  rayon , leurs  circonférences  ont  tous  leurs  points  communs. 

On  pourrait  se  servir  du  calcul  pour  démontrer  beaucoup  d’au- 
tres théorèmes  relatifs  au  cercle  ; mais  il  nous  suffit  d’avoir  retrouvé 
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ceux  qui  sont  établis  dans  les  Éléments  de  Géométrie,  et  dont 
l’usage  est  le  plus  fréquent. 

De  la  tangente  au  cercle  et  de  la  normale. 

284.  En  Géométrie  on  définit  la  tangente  au  cercle  une  droite 
qui  n’a  qu’un  point  commun  avec  la  circonférence.  Il  suit  de  cette 
définition  que  si,  par  deux  points  M et  M'  (fig.  116),  pris  sur  la  cir- 
conférence, on  mène  une  sécante  indéfinie  MS,  et  qu’on  la  fasse 
tourner  autour  du  point  M jusqu’à  ce  que  le  point  M'  se  réunisse 
au  point  M , alors  la  droite  deviendra  tangente  : car  elle  n’aura 
qu’un  point  commun  avec  la  circonférence.  Cette  considération 
fournit  un  moyen  facile  de  déterminer  la  tangente  en  un  point 
donné  sur  la  circonférence. 

Soit  S le  point  où  l’axe  des  x est  rencontré  par  la  sécante  qui 
passe  par  les  points  M et  M'  : en  désignant  par  x'  et  y',  x!'  et  y",  les 
coordonnées  des  points  M et  M',  on  aura  (214) 

tangMS^j^. 

Les  deux  points  étant  sur  le  cercle,  leurs  coordonnées  doivent  satis- 
faire à l’équation  <Jp  cette  combe;  donc,  si  l’équation  du  cercle  est 

[1]  y’+*s  = Rs, 

on  aura 

y^+x^R*,  y"*+x"*=R*. 

En  retranchant  la  seconde  équation  de  la  première,  il  vient 
y”  — *"»+*'»  — x"'  = 0. 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  cette  forme 

ly'-fW+y")  + (*’-*")(*’+ x") = o. 

y' y"  x'  4-  X" 

Alors  elle  donne  — — — —7 — - , et  par  suite 

x —x"  !/  + !! 

r/j  XU 

tangMSx  = 

y +y 

Quand  le  point  M'  se  réunit  au  point  M,  on  a x " = x',  y"—  ÿ : alors 
la  sécante  MS  prend  la  position  de  la  tangente  MT;  donc,  si  dans 
l’expression  ci-dessus  on  suppose  x"  = x'  et  y"  —y",  on  aura  la 
tangente  de  l’angle  MTæ,  formé  avec  l’axe  des  x par  la  tangente 
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au  point  M.  Ainsi,  en  nommant  a la  tangente  de  cet  angle,  on  a 

xi 


L’équation  de  la  droite  MT  est  y — ÿ = a (x  — a/)  ; rempla- 
çons-y  a par  sa  valeur,  et  il  viendra,  pour  l’équation  de  la  tan- 
gente au  point  M, 

■ x! 

y — y' (*—*')• 

«y 

En  chassant  le  dénominateur  ÿ,  effectuant  la  multiplication 
par  x',  transposant  les  termes  convenablement,  et  remarquant 
que  ÿ * + x/*  = R*,  on  obtient  cette  équation,  qui  est  plus  simple, 
[l]  y y'  + xx'  = R?. 

285.  Il  est  facile  de  s’assurer  à posteriori  que  la  droite  donnée 
par  cette  équation  est  en  effet  tangente  au  cercle,  en  démontrant 
qu’elle  est  tout  entière  hors  du  cercle,  excepté  dans  le  seul  point 
qu’elle  a de  commun  avec  lui.  Gela  se  voit  très-simplement  au 
moyen  des  équations 

y;/  -)-  xx!  = R*,  ÿ1*  -f-  x'1  = R!, 

dont  l’une  appartient  à la  tangente,  et  dont  l’autre  signifie  que  le 
point  de  tangence  est  sur  la  circonférence  du  cercle.  Si  de  la  se- 
conde on  retranche  le  double  de  la  première,  il  vient 

— 2yy'  + xf*  — <ïxx'z=  — R*; 

et  en  ajoutant  x 1 + y*  aux  deux  membres  on  a 

(y  — i/Y  + (*  — 2')s  = X5  -f  y1  — R*. 

Le  premier  membre  étant  la  somme  de  deux  carrés,  il  s’ensuit 
que,  pour  aucun  point  de  la  tangente  la  quantité  y2  + x*  — R!  ne 
saurait  être  négative  : or,  a:2  + y2  est  le  carré  de  la  distance  de 
l’origine,  qui  est  le  centre  du  cercle,  à un  point  quelconque  de  la 
tangente  ; donc  cette  distance  n’est  pas  moindre  que  le  rayon.  Elle 
ne  devient  égale  au  rayon  que  lorsqu’on  fait  x = x'  et  y = y'; 
donc  tous  les  points  de  la  tangente,  le  point  de  tangence  excepté, 
sont  situés  hors  du  cercle. 

28G.  Supposons  maintenant  qu’on  veuille  l’équation  de  la  tan- 
gente qui  passe  par  un  point  donné  hors  du  cercle.  Désignons 
par  x ",  y",  les  coordonnées  de  ce  point,  et  par  x!,  y',  celles  du 
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point  de  contact  qui  est  inconnu  : quand  on  connaîtra  x'  et  y',  on 
aura,  pour  l'équation  de  la  tangente, 

y}/  + xx'  = R*; 

et  comme  la  tangente  doit  passer  au  point  donné,  cette  équation 
doit  être  satisfaite  en  y mettant  x",  ÿ,  au  lieu  de  x et  de  y,  ce  qui 
donne 

[«]  y"ÿ  + x"x'  = E*. 

On  a de  plus,  pour  exprimer  que  le  point  de  contact  est  sur  la 
circonférence, 

(P]  y + *«  = R*. 

Ces  deux  équations  serviront  à déterminer  x',  ÿ.  De  [a]  on  tire 
, R!  — xV 

y ~ yr  ' 

Kn  substituant  cette  valeur  dans  [p],  on  trouve  cette  équation 
x'*(x"*  + y"*)  — 2RW  + R!(R!  — y"*)  = 0 , 
laquelle  étant  résolue  par  rapport  à x',  donne 

, R V ± Ry’'  v/x",  + y//1— R5 . 

* — x "*  + y"1  ’ 

et,  en  remplaçant  x'  par  ces  valeurs,  on  obtient  les  valeurs  corres- 
pondantes de  y', 

, _ RY'  q=  Rx"  s /x"*  + y"*  — R1 
y~  4- y"’ 

Quand  le  point  donné  est  extérieur  par  rapport  au  cercle,  on  a 
x**  4*  y'*  > R’;  donc  alors  les  valeurs  de  x1  et  de  y'  sont  réelles, 
et  il  y a deux  tangentes.  Quand  le  point  donné  est  sur  la  circonfé- 
rence, on  a x"*  4-  y"s  = R!,  les  valeurs  de  x?  se  réduisent  à une 
seule,  de  même  que  celles  de  y',  et  il  n'y  a plus  qu’une  seule  tan- 
gente. Enfin,  quand  le  point  est  intérieur,  on  a x’'’ 4 y"*  <R*,  les 
valeurs  de  x'  et  de  xf  sont  imaginaires,  et  on  ne  peut  plus  mener 
de  tangente  au  cercle. 

287.  La  construction  des  valeurs  de  x'  et  y'  est  assez  compliquée 
et  ne  présente  rien  de  remarquable.  Mais  si  ou  reprend  les  deux 
équations  [a]  et  [p] 

y"y'+x"x'=  R*,  y'î+x'*=R*, 
et  si  on  regarde,  dans  chacune  successivement,  x'  et  y'  comme  in- 
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déterminées,  on  aura  les  équations  de  deux  lieux  géométriques  qui 
contiennent  les  points  de  tangence.  La  seconde  équation  est  celle 
du  cercle  proposé  lui-même.  La  première  est  celle  d’une  ligne 
droite  facile  à construire;  car  si  on  suppose  alternativement  ÿ'=0 
et  x'  = Q,  on  aura  les  distances  de  l’origine  aux  points  où  cette 

H*  R* 

droite  rencontre  les  axes , savoir  (fig.  M7)  : AT=— , AT’  = — . 

x y 

Ces  expressions  se  construisent  assez  simplement  par  des  troisièmes 
proportionnelles.  Les  points  T et  T'  sont  donc  déterminés;  et  par 
suite  la  droite  TT,  dont  les  rencontres  avec  le  cercle  donnent  les 
points  de  contact  M et  M',  l’est  aussi. 

288.  En  général,  lorsqu’un  problème  conduit  à deux  équations, 
entre  les  coordonnées  x et  y d’un  point  inconnu , chacune  de  ces 
équations,  prise  isolément,  donne  un  lieu  géométrique  sur  lequel 
ce  point  est  placé  ; par  conséquent,  en  construisant  les  deux  lieux 
géométriques,  on  a deux  lignes  dont  les  intersections  déterminent 
les  points  qui  satisfont  au  problème. 

Mais  rarement  ces  lignes  sont  faciles  à construire,  et  alors  on  en 
cherche  d’autres  qui  remplissent  cette  condition.  Or,  si  on  ajoute 
les  deux  équations,  ou  qu’on  les  retranche  l’une  de  l’autre,  ou 
qu’on  les  combine  de  toute  autre  manière,  on  en  déduira  une  nou- 
velle équation  qui  devra  se  vérifier  par  les  mêmes  valeurs  de  x et  y 
que  les  deux  premières;  par  conséquent,  le  lieu  géométrique  de 
cette  équation  devra  contenir  aussi  le  point  cherché.  Tout  l’artifice 
consiste  donc  à opérer  des  combinaisons  propres  à donner  des 
lignes  faciles  à construire  ; et  ce  sont  ordinairement  des  droites  et 
des  cercles  qu’on  tâche  d’obtenir. 

289.  La  construction  donnée  plus  haut  (287)  pour  obtenir  les 
points  de  contact,  toute  simple  qu’elle  est,  ne  l’est  pas  encore  au- 
tant que  celle  qui  est  connue  par  la  Géométrie.  Mais  cette  dernière 
se  déduit  aisément  des  considérations  générales  qu’on  vient  d’ex- 
poser. Reprenons  encore  les  équations 

y"y’+x"x'=W,  ÿ'*+x'»=R*, 
dans  lesquelles  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  inconnues  du  point  de 
contact.  Si  on  retranche  la  première  de  la  seconde,  il  vient 
y'*— y"y'+x’*  — x"x'= 0. 

En  complétant  les  carrés,  cette  équation  peut  s’écrire  ainsi 

.y'- if  Y + i 
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et  en  la  comparant  alors  avec  l’équation  générale  du  cercle  (273), 
on  reconnaît  qu’elle  représente  elle-même  une  circonférence  dont 
le  centre  a pour  coordonnées  \^>  W>  et  dont  le  rayon  est 
\J i y"’  Or,  si  on  suppose  que  N soit  le  point  donné  par 

lequel  on  doit  mener  les  tangentes,  si  on  joint  AN,  et  si  on 
prend  le  milieu  O de  AN,  il  est  clair  que  x"  et  y"  étant  les 
coordonnées  du  point  N,  celles  du  point  O seront  \x",  \ÿ',  et  que 
AO  = \J { y -j- ; donc  le  nouveau  cercle,  dont  la  circonfé- 
rence contient  les  points  cherchés,  doit  être  décrit  sur  AN  comme 
diamètre  : c’est  la  construction  connue. 

Les  résultats  de  cette  construction  s’accordent  parfaitement  avec 
les  conclusions  tirées  des  valeurs  de  x'  et  de  ÿ.  Il  est  évident,  en 
effet,  que  dans  tous  les  cas  où  le  point  N est  hors  du  cercle  donné, 
la  circonférence  décrite  sur  AN  doit  couper  la  première  en  deux 
points;  que  ces  deux  points  se  réduisent  à un  seul,  qui  est  le 
point  N lui-même,  quand  le  point  N est  sur  cette  circonférence 
(fig.  118);  et  qu’il  n’y  a plus  d’intersection  possible  quand  le 
point  N est  au  dedans  du  cercle  donné , car  alors  les  deux  circon- 
férences sont  intérieures  l’une  à l’autre  (fig.  1 19). 

R* 

290.  La  valeur  AT  = — (287),  qui  détermine  le  point  T,  où 

X 

l’axe  des  x est  coupé  par  la  ligne  TT'  (fig.  117),  donne  lieu  à une 
conséquence  remarquable.  Comme  elle  ne  renferme  point  l’ordon- 
née if  du  point  N , il  s’ensuit  que  le  point  T ne  doit  pas  changer 
lorsque  le  point  N change  de  position , en  restant  néanmoins  sur 
la  droite  NL  perpendiculaire  à A.r  ; car  alors  x"  conserve  toujours 
la  même  valeur.  De  là  ce  théorème,  qui  a son  analogue  dans  toutes 
les  lignes  du  second  ordre  : Si,  de  chaque  point  d’une  droite 
donnée,  on  mène  deux  tangentes  à un  cercle,  et  qu’on  joigne  les  deux 
points  de  contact , on  aura  des  sécantes  qui  se  rencontreront  toutes 
au  même  point. 

Pour  que  AT  change,  il  faut  que  x"  varie;  d’où  l’on  conclut 
cette  proposition  réciproque  : Si,  par  un  point  pris  dans  le  plan 
d’un  cercle,  on  tire  différentes  sécantes  à ce  cercle , et  que,  par  les 
points  ou  chaque  sécante  rencontre  la  circonférence , on  mène  deux 
tangentes,  le  lieu  des  points  d’ intersection  de  ces  tangentes,  ainsi 
prises  deux  à deux,  sera  une  ligne  droite. 

291.  Une  droite  menée  par  le  point  de  contact,  perpendiculai- 
rement à la  tangente;  se  nomme  une  normale.  Les  coordonnées  de 
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ce  point  étant  a?  et  %/ , l’équation  de  la  normale  sera  de  la  forme 
y — ]!  — d[x  — a!). 


La  condition  d’être  perpendiculaire  à la  tangente  donne  (321) 


a' 


i-t 

a a!' 


donc  l’équation  de  la  normale  sera  y — y’  =—,(x— a/),  ou,  en 


réduisant, 


Cette  ligne  passe  par  l’origine , qui  est  ici  le  centre  du  cercle.  On 
retrouve  ainsi  cette  propriété  : que  la  tangente  au  cercle  est  per- 
pendiculaire à l’extrémité  du  rayon  mené  au  point  de  contact. 


CHAPITRE  XI. 

DE  L’ELLIPSE. 


L’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes,  etc. 

292.  On  a vu  précédemment  (267)  qu’il  existe  un  système  uni- 
que de  coordonnées  rectangulaires  pour  lequel  l’équation  de  l’el- 
lipse prend  la  forme  y * + wi’x*  = p. 

Si  p est  négatif,  cette  équation  est  impossible , puisque  le  pre- 
mier membre  ne  peut  pas  devenir  négatif,  quelque  valeur  réelle 
qu’on  y substitue  pour  a;  et  y.  Si  p = 0,  l’équation  ne  représente 
que  la  seule  origine  : car  le  premier  membre  ne  peut  être  nul 
qu’en  y.  faisant  en  même  temps  # = 0 et  y = 0.  Ainsi,  pour  que 
l’équation  représente  véritablement  une  ellipse,  p doit  être  une 
quantité  positive.  C’est  pourquoi  je  remplacerai  p par  6%  et  je 
prendrai,  pour  l’équation  de  l’ellipse, 

y'  -j-  m'a1  — b*. 

293.  Cette  forme  montre  d’ailleurs,  à la  seule  inspection,  que 
l’origine  des  coordonnées  est  au  centre  de  l’ellipse  : car  les  termes 
du  1er  degré  n’y  sont  pas  (268).  Elle  montre  également  que  l’axe 
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des  x et  celui  des  y sont  des  diamètres  , et  même  des  axes  de  la, 
courbe;  car  cette  équation  donnant,  pour  chaque  abscisse  AP 
(fig.  120),  deux  ordonnées  égales  et  opposées,  et  aussi,  pour 
chaque  ordonnée  AQ,  deux  abscisses  égales  et  opposées,  il  s’ensuit 
que  chacun  des  axes  de  coordonnées  est  perpendiculaire  sur  les 
cordes  parallèles  à l’autre , et  les  divise  en  deux  parties  égales.  On 
verra  plus  loin  que  l’ellipse  n’a  pas  d’autres  axes  que  ceux-là. 

294.  Pour  avoir  les  grandeurs  de  ces  axes,  c’est-à-dire  la  partie 
de  chacun  d’eux  qui  est  comprise  dans  l’ellipse , on  fait  successi- 
vement y — 0 et  x = 0 dans  l’équation  de  cette  courbe.  Or  y = 0 

donne  x = ± — , et  x = 0 donne  y — de:  b;  en  conséquence  on 
m 

prendra  AB  = AG  = — sur  la  ligne  des  x,  et  AD  = AE  = b sur  la 

ligne  des  y : les  distances  BC,  DE,  seront  les  longueurs  des  axes. 

On  appelle  grand  axe  ou  premier  axe  la  plus  grande  de  ces 
deux  distances,  et  petit  axe  ou  second  axe  la  plus  petite.  Les 
points  B,  G,  D,  E sont  les  sommets  de  l’ellipse.  Cependant  ce  nom 
se  donne  plus  particulièrement  aux  extrémités  du  grand  axe. 

295.  Représentant  AB  par  a,  on  aura  ^ = a,  d’où  m = -.  En 

mettant  cette  valeur  au  lieu  de  m dans  l’équation  [a j , et  chassant 

le  dénominateur  a’,  il  vient 

[e]  a*yx  + b'x*  = a’ô’ . 

Cette  équation  de  l’ellipse  est  celle  dont  on  fait  l’usage  le  plus 
fréquent.  Comme  le  centre  est  pris  pour  origine,  et  que  les  deux 
axes  de  l’ellipse  sont  en  même  temps  les  axes  des  coordonnées, 
on  dit  alors  que  Y ellipse  est  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes. 

296.  Si  on  veut  placer  l’origine  au  sommet  C,  il  faut  changer 
dans  l’équation  [e]  i en  i — a;  et  il  vient  successivement 

ay  -fi*  («—«)*  = a*i*, 

a'y*  + b'x*  — 2 ab'x  + a*6*  = a’é1, 

[d]  yt  = -^[2ax~xt). 

• a 

297.  Lorsque  b = a,  les  équations  [e]  et  [e1]  deviennent 

ÿ*  -f-  x*  = a*,  y*  — 2 ax  — x % 

et  alors  elles  représentent  un  cercle  ; donc  le  cercle  est  une  ellipse 
dont  les  axes  sont  égaux, 
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298.  L’équation  [e]  donne 

y = ±^  v^1—  x'i 

et  on  voit  que  x augmentant  positivement  depuis  zéro  jusqu'à  a, 
les  deux  valeurs  de  y sont  réelles  et  vont  en  diminuant  depuis  b 
jusqu’à  zéro;  mais  que  x devenant  plus  grand  que  a,  ces  valeurs 
sont  imaginaires.  Ainsi,  du  côté  AB  (fig.  120),  l’ellipse  a un  arc 
de  la  forme  DBE.  Si  on  change  le  signe  de  x,  les  valeurs  de  y ne 
changent  point;  par  conséquent  l’ellipse  a la  même  forme  du 
côté  AC  que  du  côté  AB.  Remarquez  d’ailleurs  qu’elle  a,  en  chacun 
de  ses  points,  sa  concavité  tournée  vers  son  centre  : autrement, 
elle  pourrait  être  coupée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points , 
ce  qui  n’arrive  jamais  aux  lignes  du  second  ordre  (199). 

299.  Soient  MP  et  NP  deux  ordonnées  correspondant  à la  même 
abscisse  AP,  les  angles  MP  A,  NPA,#  seront  droits,  puisque  les  axes 
sont  rectangulaires,  et  PM  sera  égal  à PN;  donc,  si  la  partie  infé- 
rieure de  l’ellipse  tourne  autour  de  BC,  pour  s’appliquer  sur  la 
partie  supérieure,  le  point  N tomltera  en  M,  et  pareillement  tous 
les  points  de  l’arc  BNC  se  placeront  sur  l’arc  BMC;  donc  ces  deux 
arcs  coïncideront.  On  peut  dire  la  même  chose  des  arcs  DBE,  DCE, 
puisque  chaque  ordonnée  AQ  détermine  deux  abscisses  égales  et 
opposées , QM  et  QL  ; donc  chacun  des  axes  de  V ellipse  divise  cette 
courbe  en  deux  parties  égales. 

300.  Le  triangle  AMP  donne 

MA  = v/x*  + ys=Y/®,+  ^i  («’  — ^*)  = y/  (“T-)  **  + b'- 

Il  est  toujours  permis  de  prendre  les  abscisses  sur  le  grand  axe  : 
ainsi  on  peut  supposer  a > b.  Or,  il  est  clair  qu’en  faisant  occu- 
per au  point  M toutes  les  positions  possibles  entre  les  points  D 
et  B,  x croissant  depuis  zéro  jusqu’à  a,  MA  croîtra  depuis  DA  — b 
jusqu’à  BA  = a ; donc , si  dans  l'ellipse  on  mène  des  droites  ou 
rayons  entre  la  courbe  et  son  centre , le  plus  petit  rayon  est  égal 
« la  moitié  du  petit  axe , et  le  plus  grand  rayon,  à la  moitié  du 
grand  axe. 

Quand  b = a,  on  a MA  = a : c’est-à-dire  que  les  rayons  sont 
égaux,  ce  qui  fait  reconnaître  le  cercle. 

301.  En  supposant  que  x et  y représentent  les  coordonnées  d’un 
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point  particulier  M pris  sur  l’ellipse , l’équation  [c]  donne 

y,  = ^î(a*— x,)  = ^(«— *)  («+*)• 

Or,  sur  la  figure,  on  a MP  = y,  BP  = (a  — x),  PG  = a -{-  x ; donc 
MP*  = ^XPBX PC.  Pour  un  autre  point  M',  on  a de  même 

MP'*  = ^ X P B X PC;  donc 
a 

MP*  PBXPG 
fp!“FBxP'C' 

Donc,  dans  l’ellipse , les  carrés  des  ordonnées,  perpendiculaires  à 
l’un  des  axes  de  cette  courbe,  sont  entre  eux  comme  les  produits  des 
segments  correspondants  formés  sur  cet  axe. 

302.  Pour  tous  les  points  situés  sur  l’ellipse,  on  doit  avoir 
ay>+  b'x'—  a* b-  — 0.  Si  on  considère  un  point  extérieur  K,  et 
qu’on  tire  la  droite  AK,  cette  ligne  coupera  l’ellipse  en  un  point  M 
dont  les  coordonnées  seront  moindres  que  celles  du  point  K; 
donc,  pour  le  point  K,  on  aura  a'y'  -f-  blx* — a'b*  > 0.  On  verrait 
de  la  même  manière  qu’on  a a* y*  -f-  btxt — a'b*  < 0 pour  un  point 
intérieur  K'.  Ainsi  on  a toujours 

a'y*  -f  b'r'  — a’ô1  = 0 pour  un  point  pris  sur  l’ellipse, 
a*yt-\-btxt — aibi^>  0 pour  un  point  extérieur, 
a *ÿ*  -f  b'x* — aibi  < 0 pour  un  point  intérieur. 

Par  conséquent,  pour  savoir  si  un  point  est  sur  l’ellipse,  s’il  est 
extérieur,  ou  s’il  est  intérieur,  il  suffit  de  reconnaître  si  la  quan- 
tité dé  y'-  + 6’x5 — est  nulle,  positive,  ou  négative. 

Comment  on  décrit  l’ellipse  an  moyen  des  axes. 

303.  L’équation  [e]  de  l’ellipse  donne 

y'—b-t(at—x'). 

Si  on  décrit  un  cercle  sur  l’axe  BC  comme  diamètre  (fig.  121), 
son  équation  sera 

ÿ*=a’—  x%-, 

d’où  il  suit  qu’en  représentant  par  y et  Y les  ordonnées  PN  et  PM 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS.  235 


qui,  sur  l’ellipse  et  le  cercle,  correspondent  à une  même  abscisse, 
on  aura  généralement 


ou 


y 

Y 


b 

a' 


Supposons,  pour  rendre  le  discours  plus  facile,  que  BC  ou  2a  soit 
le  grand  axe.  Ces  résultats  prouvent  que,  dans  l'ellipse , les  ordon- 
nées, perpendiculaires  au  grand  axe,  sont  aux  ordonnées  corres- 
pondantes du  cercle,  décrit  sur  cet  axe  comme  diamètre,  dans  le 
rapport  constant  du  petit  axe  au  grand  axe. 

304. 1M  construction.  Il  suit  de  là  qu’on  peut  construire  l’ellipse 
en  diminuant  les  ordonnées  du  cercle  dans  le  rapport  de  b à a.  En 
conséquence,  ayant  décrit  une  circonférence  sur  le  grand  axe  BC, 
décrivez-en  une  aussi  sur  le  petit  axe  DE.  Soit  PM  une  des  ordon- 
nées de  la  première,  tirez  le  rayon  AM  qui  coupe  la  seconde  en  G, 
puis  menez  GN  parallèle  à AP.  Cette  parallèle  rencontre  PM  en  un 
point  N qui  appartient  à l’ellipse. 

En  effet,  à cause  des  parallèles,  on  a 


PN  _ AG  _ b 
PM  AM  a ’ 


d’où 


PN  = - X PM  ; 

a 


et  cette  valeur  est  précisément  celle  de  l’ordonnée  de  l’ellipse, 
correspondant  à l’ordonnée  PM  du  cercle.  En  répétant  cette  con- 
struction, on  aura  autant  de  points  qu’on  voudra. 

305.  2e  construction.  D’un  point  quelconque  F (fig.  122)  pris 
sur  l’un  des  axes,  sur  l’axe  égal  à 2 b,  par  exemple,  et  d’un  rayon 
égal  à la  somme  a + b des  deux  demi-axes,  on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  l’autre  axe  en  E;  on  joint  FE,  et  on  prend  FM 
égal  à a : le  point  M sera  à l’ellipse. 

En  effet,  si  du  point  M on  mène  MR  et  MP  parallèles  aux  deux 
axes,  on  aura,  par  le  triangle  MRF, 

FR  = V^FM*  — MR*  = y/a* — x*  ; 
et  ensuite  les  deux  triangles  semblables  MRF,  EMP,  donneront 

MP  ME  y b . 

ou  .•  — ~ i donc 

FR  MF  y/ a* — x * a 

y = sjax—xx  ; 
donc  le  point  M est  à l’ellipse. 


Digitized  by  Google 


236 


DEUXIEME  PARTIE. 


Il  est  clair  que  EF  peut  être  une  règle  dont  la  longueurest  a-\-b, 
et  sur  laquelle  on  marque  un  point  M tel  que  MF=a.  En  faisant 
mouvoir  cette  règle  dans  l’angle  xAy,  le  point  M décrira  un  quart 
de  l’ellipse  demandée  ; et  on  aura^les  autres  parties  de  l'ellipse  en 
plaçant  la  règle  dans  les  autres  angles. 

306.  3°  construction.  D’un  point  quelconque  F (fig.  123)  pris 
sur  le  petit  axe , et  d’un  rayon  FE  égal  à la  différence  a — A des 
demi-axes , décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  l’axe  BC  en  E;  par 
les  points  E et  F menez  FEM  ; et  prenez  FM  = AB  = a.  Le  point  M 
appartiendra  à l’ellipse. 

Si,  parallèlement  à BC,  on  mène  FR  qui  rencontre  en  R le  pro- 
longement de  l’ordonnée  MP,  on  aura,  dans  le  triangle  rectan- 
gle FMR,  MR=s/ôî  — x * : et  ensuite  les  triangles  semblables 

lien  lien  j . MP  ME  M b 

MEP,  MFR,  donneront  —=  — rr=  ou  J = - : donc 
MR  MF  fîT—i  a 

y = 

par  conséquent  le  point  M appartient  à l’ellipse. 

FM  peut  être  une  règle  d’une  longueur  égale  à a,  sur  laquelle  on 
marque  un  point  E tel  que  EM  = b.  En  faisant  mouvoir  la  ligne  EM, 
d’abord  dans  l’angle  xA y,  et  ensuite  dans  les  trois  autres , on  aura 
toutes  les  parties  de  l’ellipse  demandée. 

Des  foyers  et  des  directrices. 

I 

307.  Lorsqu’on  cherche  la  distance  d’un  point  donné  à un  point 
quelconque  de  l’ellipse,  et  qu’on  exprime  cette  distance  en  fonc- 
tion de  l’abscisse  de  la  courbe , on  trouve  une  formule  assez  com- 
pliquée, dans  laquelle  cette  abscisse  est  engagée  sous  des  radicaux. 
Mais  cette  formule  se  réduit  à une  fonction  rationnelle  d’une  ex- 
trême simplicité  en  plaçant  dans  certaines  positions  le  point  d’où 
part  la  distance  ; et  dès  lors  ces  positions  méritent  d’être  remar- 
quées. La  question  à résoudre  est  donc  celle-ci  : 

L’ellipse  étant  rapportée  « ses  axes,  déterminer  les  points  dont  la 
distance,  à un  point  quelconque  de  cette  courbe , est  exprimée  par  une 
fonction  rationnelle  de  l’abscisse  de  ce  point.  Ces  points  se  nomment 
les  foyers  de  l’ellipse. 

Soit  pris  à volonté  un  point  G (fig.  124)  dans  le  plap  de  l’ellipse  : 
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désignons  par  x'  et  ÿ ses  coordonnées,  par  x et  y celles  d’un  point 
quelconque  M de  la  courbe , et  par  8 la  distance  GM , on  aura 
ô*  = [x — x')*  -{-(y  — ÿ')’,  ou,  en  développant  les  carrés, 

8’  = x*  — 2x'x  + + y*  — y -(-  y'*. 

Le  point  M étant  sur  l’ellipse,  on  a entre  x et  y l’équation 
«*ÿ*  + i’x1  = «*ô*.  Or,  en  tire 


portons  donc  cette  valeur  dans  S*,  et  on  aura , réductions  faites , 

a» h1  / h'x* 

8*  = x*  — 2x'x  + x'*  + y*  + **  — 2y' 

Pour  que  8 soit  une  fonction  rationnelle  de  x,  il  faut  à plus  forte 
raison  que  8’  en  soit  une,  ce  qui  ne  peut  pas  arriver  à moins  que 
le  radical  ne  disparaisse.  Or,  ce  radical  ne  peut  disparaître  qu’en 
faisant  y = 0;  donc  le  point  G,  pour  être  un  foyer  de  l’ellipse, 
doit  être  situé  sur  l’axe  des  x. 

En  faisant  y'  = 0,  on  a 

a1—  ** 

8*  = — — — x* — 2x'x  -f-  é’  + «'*  ; 


et  le  seul  moyen  de  rendre  la  valeur  de  8 rationnelle  en  x est  de 
disposer  de  l’indéterminée  x*  de  manière  que  le  second  membre 
soit  un  carré  parfait.  Pour  cela,  il  faut  qu’on  ait 

4(6*+x'»)(^-,)  = 4x'«, 
équation  d’où  l’on  tire , après  réductions , 


x'  — ± */«*  — br. 


Ces  valeurs  ne  sont  réelles  qu’aulant  que  a est  plus  grand  que  l : 
c'est-à-dire  que  les  abscisses  doivent  être  comptées  sur  le  grand 
axe,  et  non  sur  le  petit.  Supposons  donc  qu’il  en  soit  ainsi , et  nous 
aurons  deux  foyers , F et  F’,  situés  sur  le  grand  axe , de  part  et 
d'autre  du  centre,  à une  distance  égale  à y/a*  — 6* . 

On  construit  facilement  ces  foyers  par  les  intersections  du 
grand  axe  BC  et  d’un  arc  de  cercle  décrit  du  point  D,  extrémité 
du  petit  axe  2 b,  avec  un  rayon  égal  à n.  En  effet,  si  on  suppose 
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que  F et  F'  aient  été  trouvés  par  cette  construction,  on  aura 
AF  = AF'  = V a*  — b*. 

La  distance  FF'  se  nomme  l'excentricité  de  l’ellipse. 

308.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  des  distances  FM  et  F'M , 
qu’on  nomme  ordinairement  rayons  vecteurs.  Si  on  veut  avoir  FM, 
on  mettra  dans  la  dernière  expression  de  S1,  au  lieu  de  x'  la  valeur 
positive  + y a* — 6*;  et  pour  avoir  F'M , on  remplacera  par  x'  la 
valeur  négative  — \Ja ’ — b1.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité, 
y/â*  — b'-  = c,  remarquons  que  6*  -f-c*  = as,  et  nous  trouverons 

FM^^—acx-f-a*,  FM,  = ^ + 2cx  + a% 
a*  a’ 

ou,  en  extrayant  les  racines, 

On  ne  doit  prendre  que  les  valeurs  qui  sont  positives  : or,  x est 
moindre  que  a pour  tous  les  points  de  l’ellipse,  et  c est  aussi  une 
quantité  moindre  que  a;  donc  il  faut  prendre,  pour  FM  et  F'M, 
les  premières  valeurs,  c’est-à-dire, 

FM  = a — — , F'M  = a -f-  — . 

a a 

309.  En  ajoutant  ces  expressions,  on  trouve  FM  + FM  = 2a, 
ce  qui  donne  ce  théorème  remarquable  : La  somme  des  rayons 
vecteurs,  menés  à un  point  quelconque  de  l’ellipse,  est  constante  et 
égale  au  grand  axe. 

310.  Soit  N (fig.  123)  un  point  hors  de  l’ellipse,  menons  NF 
et  NF'.  Soit  M le  point  où  NF'  coupe  l'ellipse,  joignons  MF.  On  a 
FN  -f  F'N  > FM  -f- F'M  : or,  FM  + F'M = 2a  ; donc  FN  +F'N  > 2a. 

Pour  un  point  intérieur  N',  on  a,  en  suivant  la  figure,  FN'  -f- 
F'N'  < FM  -f  F'M  ; donc  FN"  + F'N'  < 2a. 

Ainsi , selon  qu’un  point  est  sur  l’ellipse,  ou  au  dehors,  ou  au 
dedans,  la  somme  des  rayons  vecteurs,  menés  à ce  point,  est  égale 
au  grand  axe,  ou  plus  grande,  ou  moindre. 

311.  Ce  qui  précède  donne  un  moyen  fort  simple  de  trouver 
autant  de  points  qu’on  voudra  d’une  ellipse,  ou  même  de  la  décrire 
d’un  mouvement  continu,  quand  on  connaît  son  grand  axe  BC  et 
ses  foyers  F et  F'  (fig.  123). 

On  prend  sur  BC  une  longueur  quelconque  BK;  du  foyer  F, 
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avec  BK  pour  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle;  de  l’autre 
foyer  F',  avec  CK  pour  rayon,  on  décrit  aussi  un  arc  de  cercle. 
Le  point  M,  où  se  coupent  ces  arcs,  appartient  à l’ellipse  : car  on 
a FM  + F'M  = BC. 

Il  est  bon  de  décrire  les  arcs  de  cercle  au-dessus  et  au-dessous 
de  l’axe.  Par  ce  moyen  on  trouve  à chaque  opération  deux  points 
de  l’ellipse;  et  on  en  obtient  quatre  quand  on  porte  successi- 
vement la  même  ouverture  de  compas  à chacun  des  foyers. 

Lorsque  l’ellipsé  doit  être  fort  grande,  comme  cela  a lieu  lors- 
qu’on opère  sur  le  terrain,  on  fixe  aux  foyers  les  extrémités  d’un 
cordeau  dont  la  longueur  est  égale  au  grand  axe,  et  qu’on  tend  par 
le  moyen  d’un  piquet  : on  fait  glisser  ce  piquet  de  manière  que  le 
cordeau  soit  toujours  tendu,  et  la  courbe  se  trouve  tracée  quand 
il  a fait  une  révolution  entière. 

312.  Proposons-nous  de  résoudre  directement  cette  question  : 
Trouver  me  courbe  telle  que  la  somme  des  distances  de  chacun  de 
ses  points  à deux  points  fixes  soit  constante  et  égale  à 2a. 

Par  les  deux  points  fixes  F et  F (fig.  124),  menons  la  droite  x'x, 
et  au  milieu  de  A de  FF'  élevons  la  perpendiculaire  t/y.  Soit  M un 
point  de  la  courbe,  abaissons  la  perpendiculaire  MP,  et  prenons 
PM'  = PM.  Le  point  M'  sera  aussi  à la  courbe,  car  on  a FM'  -j- 
FM'  = FM  + F'M  = 2a;  donc  la  ligne  x'x  partage  la  courbe  sy- 
métriquement. Le  même  raisonnement  s’applique  à la  ligne  ÿy. 
C’est  pourquoi  l’on  choisit  x'x  et  t/y  pour  axes  des  coordonnées. 
Cela  posé,  puisqu’on  doit  avoir  FM  + F'M  = 2a,  on  peut  faire 

FM  = a — z,  FM  = a + z, 

z étant  une  quantité  variable.  Désignons  par  c la  distance  AF,  et 
para:  et  y les  coordonnées  AP  et  PM;  les  triangles  rectangles  MFP, 
MF'P  donnent 

y*+(c— *)*  = («  — z)*, 
y*  + («  +«)*  = (« + *)*> 

équations  entre  lesquelles  il  s’agit  d’éliminer  z.  En  retranchant  la 
première  de  la  seconde,  il  vient 

» ex 

4 ex  = 4az,  d’ou  z = — . 

a 

En  portant  cette  valeur  dans  l’une  des  équations,  on  obtient,  pour 
l’équation  de  la  courbe  cherchée,  après  toute  réduction, 

a*y 1 (a*  — c!)x*  = a*(a*  — cs). 
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D’après  l’énoncé  même , il  est  clair  qu’on  a FM  -f-  F'M  > FF'; 
donc  2a  > 2c;  donc  a*  — c*  est  une  quantité  positive.  Si  on  com- 
pare l’équation  ci-dessus  avec  celle  de  l’ellipse , 

a.y  + b'x'  = a'b', 

on  voit  que  les  deux  équations,  et  par  conséquent  les  deux  courbes 
qu’elles  représentent  seront  identiques , quand  on  aura 

a’  — c1  — b\ 

On  tire  de  là  4=y/a’ — c*;  donc  la  courbe  cherchée  est  une  ellipse 
dont  le  grand  axe  = 2a,  et  dont  le  petit  axe  = 2 ^ja1  — c*. 

313.  La  relation  a5  — c’  = b * donne  aussi 

c — yja'  — b'-, 

donc,  si  BG  est  le  grand  axe  d’une  ellipse,  et  si  sur  BC,  à partir  du 

centre,  on  prend  AF  = AF  = y' a5  — b *,  on  sera  sûr  que  pour 

chaque  point  de  l’ellipse  on  aura  FM  -f-  FM  = 2a.  Cette  propriété 

est  celle  qui  a été  trouvée  n°  309,  et  pourrait  servir  à définir  les 

foyers  s’ils  ne  l’avaient  pas  été  d’une  autre  manière. 

En  mettant  dans  a — z et  dans  a -|-z,  au  lieu  de  z sa  valeur 

ex  ex  ex 

— , on  retrouve  FM  = a , F'M  = a H . Ces  expressions 

a a a 

sont  des  fonctions  rationnelles  de  l’abscisse  x,  et  cette  propriété 

est  celle  que  nous  avons  adoptée  pour  définition  des  foyers , selon 

l’usage  le  plus  répandu. 

314.  Chaque  foyer  divise  le  grand  axe  en  deux  segments  respec- 
tivement égaux  à a \Ja'  — b'  et  a — sja*  — 6*,  dont  le  rectangle 
est  égal  à b 1 : c’est  par  cette  propriété  fort  simple  que  les  foyers 
sont  définis  dans  le  traité  d’ Apollonius. 

315.  Aux  deux  foyers  répondent  deux  droites  remarquables, 
qu’on  nomme  directrices , et  que  je  vais  faire  connaître. 

Pour  la  distance  du  foyer  F à un  point  quelconque  M de  l’ellipse, 

ex  c /a*  \ fl* 

on  a trouvé  MF =a = - I x ) . Or,  si  on  prend  AH  = —, 

aa\c/  c 

si  ensuite  on  mène  HL  perpendiculaire  à AB,  et  MR  perpendiculaire 

fl*  c MF  c 

à HL,  on  auraMR  = - x;  doncMF  = -xMR;  donc  —-=7  = - . 

c a MR  a 

a1 

De  l’autre  côté  du  centre,  à la  distance  AH'  = AH  = — , menez 

C 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS.  241 


aussi  H'L'  perpendiculaire  à AB,  et  MR'  perpendiculaire  à H'L'.  On 

aura  MR'  = — -(-  x : mais  MF'  = a-|-  — = -(—  + x\;  donc 
c a a \c  J 

. MF'  c 
aussi = - . 

MR’  a 

Les  perpendiculaires  HL  et  H'L'  se  nomment  les  directrices  de 
l’ellipse;  et  les  propriétés  précédentes,  qui  les  caractérisent,  peu- 
vent s’énoncer  ainsi  : Les  distances  de  chaque  point  de  l’ellipse  à 
l'un  des  foyers  et  à la  directrice  voisine  de  ce  foyer,  sont  entre  elles 
comme  l'excentricité  est  au  grand  axe. 

Remarquez  d’ailleurs  que,  d’après  la  construction,  on  a 
AHxc  = a‘  : c’est-à-dire  que  le  demi-grand  axe  AB  doit  être 
moyen  proportionnel  entre  AF  et  AH. 

316.  Supposons  qu’on  veuille  trouver  directement  la  courbe  dont 
chaque  point  est  tel  que  ses  distances  à un  point  donné  et  à une  droite 
donnée  soient  entre  elles  constammerU  m ; n. 

Soient  F'  et  H'L'  le  point  et  la  droite  donnés  : abaissez  la  ligne 
HT"x  perpendiculaire  à la  droite  donnée  H'L',  et  divisez  PH'  en  C 
de  manière  qu’on  ait  F'G  ; CH'  m ; n;  il  est  évident  que  le  point  C 
appartient  à la  courbe,  et  qu’on  peut  supposer  wi=FC  et  n=CH'. 
Élevez  CY  perpendiculaire  à Cx,  et  prenez  les  lignes  Cx,  CY,  pour 
axes  des  coordonnées. 

Cela  posé,  x et  y étant  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M 
de  la  courbe,  les  distances  de  ce  point  au  point  F'  et  à la  ligne  H'L' 
seront  MF'  = yV  -j-  (x — mf  et  MR'  = x + n ; donc , d’après 
l’énoncé  on  aura  

vV  + (g  — ”>)* 

x -j-  n n * 

et,  par  suite,  toutes  réductions  faites, 

n*y*  -j-  (n*  — m’)  x*  — 2 rrm  (n  + m)  x — 0. 

Cette  équation  est  celle  de  la  courbe  cherchée,  et  elle  montre  que 
cette  courbe  sera  une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  ou  une  parabole, 
selon  qu’on  donnera  m<n,oiim>»,ou»î  = n. 

Prenons  la  première  hypothèse,  et,  pour  avoir  les  points  où 
l’ellipse  coupe  l’axe  Cx , faisons  y = 0 dans  l’équation  : il  vient 
(n* — n»’)x*  — 2mn(n  + m)  x = 0 , 

d’où 


x = 0 


et  x — 


Imn 
n — m ’ 


IC 
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la  valeur  x = 0 donne  le  point  G déjà  connu,  l’autre  valeur  déter- 
mine le  point  B.  Transportons  l’origine  au  point  A,  milieu  de  CB  : 

il  faut  changer  x en  x 4-  - -ü>  -,  et  alors  on  trouve  l’équation 
n — m 


, , , , , ...  sn’n  + m 

n'ir  -j-  (n*  — mr)  x * = . 

y ' ' n — m 

« 

L’ellipse  est  actuellement  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes.  On 
connaît  déjà  la  longueur  du  demi-axe  AB;  et  si  on  fait  x~  0 dans 
l’équation  précédente,  on  connaîtra  l’autre  demi-axe.  En  désignant 
ces  demi-axes  par  a et  b,  on  aura 

mn  /n+m 

[1]  a = , b = m V / — ! — . 

n — m y n — m 

En  désignant  par  c la  distance  du  centre  A aux  foyers,  on  a 

r-z tt  . / m V m\n  4-  m)  m* 

c=\Jai  — bt=\/- - i = . 

y (n  — m)  n — m n — m 


Mais  on  a 


AF'  = AC  — CF': 


mn 


•m 


■ m = • 


m* 


■m 


donc  le  point  F'  est  un  foyer  de  l’ellipse.  Il  est  facile  aussi  de  re- 
connaître que  la  droite  H'L'  est  une  des  directrices  : car  elle  vérifie 
la  relation  AC‘  = AF'  x AH'  (315). 

317.  La  définition  des  foyers,  telle  qu’elle  est  présentée  n°  307, 
d’après  Elleu,  est  simple  sans  doute,  mais  elle  ne  caractérise  pas 
ces  points  par  une  propriété  géométrique;  et  celle  d’Arou.0- 
nics  (314)  n’exprime  pas  une  propriété  assez  saillante  pour  qu’on 
doive  s’y  arrêter.  Il  serait  mieux  de  réunir  les  foyers  et  les  direc- 
trices dans  une  même  recherche  comme  dans  le  problème  précé- 
dent; et  alors  l’analyse  qui  résout  ce  problème  pourra  servir  à les 
déterminer.  Si  on  adopte  cette  marche,  on  devra  regarder  a et  b 
comme  donnés,  tandis  que  m et  n seront  des  inconnus  qu’il  faudra 
déduire  des  éq.  [1].  Mais  il  vaudra  mieux  encore  prendre  pour 
inconnues  les  distances  AF'  et  AH',  qui  sont  déterminées  très- 
simplement  par  les  relations  AF'  = sja*  — • b*  et  AF'  X AH'  = a5. 

318.  En  cherchant  les  foyers  par  l’analyse  du  n”  308  on  a 

(‘X  CûC 

trouvé  FM  = a , F'M  = a-| ; et,  plus  tard  (315),  la 

a a 

forme  même  de  ces  valeurs  a fait  découvrir  avec  facilité  les  deux 
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directrices.  A ce  sujet,  je  ferai  remarquer  d'une  manière  générale 
qu’il  suffit  que  la  distance  d’un  point  fixe  à un  point  quelconque 
'd’une  courbe  soit  exprimée  par  une  fonction  rationnelle  du 
1"  degré,  entre  les  coordonnées  de  ce  dernier  point,  pour  con- 
clure qu’il  existe  une  droite  fixe  qui  est  telle  que  les  distances  de 
chaque  point  de  la  courbe  au  point  fixe  et  à la  droite  soient  entre 
elles  dans  un  rapport  constant.  Voici  comment  on  démontre  cette 
proposition,  et  comment  on  détermine  la  position  de  la  droite. 

Désignons  par  6 l’angle  des  axes,  que  nous  laisserons  quelcon- 
ques; par  x , y,  les  cordonnées  de  la  courbe;  et  par  p,  p',  les  deux 
distances  dont  il  s’agit.  D’après  l’hypothèse,  p est  une  fonction 
qu’on  peut  mettre  sous  la  forme 

P = % — 9X~  h)- 

Supposons  qu’une  droite  de  position  indéterminée  ait  pour  équation 
y,  — Gtf,  + H, 

et  faisons  K = ■■  ■ Sm  ° : le  n°  224  donnera,  pour  la 

V^l  + G*  + 2G  cos  8 
perpendiculaire  p', 

p'  = K(iy  — G®  — H)  : 

alors  on  voit  qu’en  prenant  G = g et  H = h,  les  distances  p et  p' 

p k 

seront  en  effet  dans  un  rapport  constant;  car  on  aura 

p K 

De  la  tangente  et  de  la  normale. 

319.  Pour  avoir  une  définition  de  la  tangente  qui  convienne  à 
toutes  les  courbes,  et  à laquelle  le  calcul  s’applique  facilement,  on 
la  considère  comme  une  sécante  qui  passe  d’abord  par  deux  points 
de  la  courbe,  et  qui  ensuite  tourne  autour  d'un  de  ces  points  jus- 
qu’à ce  que  l’autre  point  vienne  se  confondre  avec  lui. 

Occupons-nous  de  chercher,  d’après  celte  considération,  l’équa- 
tion de  la  tangente  à l’ellipse  dont  l’équation  est 
[e]  * atyt  -(-  b'xi  = a’é*. 

Soient  x y et  x",  y",  les  coordonnées  de  deux  points  pris  sur  la 
courbe  : si  on  mène  la  sécante  qui  passe  par  ces  points,  et  qu’on 
désigne  par  S l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x , on  aura 

tang8=irI5- 
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Les  deux  points  étant  sur  l’ellipse,  leurs  coordonnées  doivent  satis- 
faire à l’équation  de  cette  courbe;  donc  on  a «V*+  éV’  = «*0* 
et  a*  y"*  -}-  è’x"’  =a*è*.  En  retranchant  la  seconde  équation  de  la 
première,  il  vient 

«•(y'*—  y"*)  + 6*  (x'*—  a-"')  = 0. 

Cette  équation  peut  s’écrire  ainsi 

«’  W—  y ")  (y'+  y")  4-  *")  (*'+  x") = o : 

alors  on  en  tire 

ÿ-y"_  b'ix'+x"). 


x’—x" 

et  par  conséquent  on  a 

tangS  = - 


«%'+//')’ 

b'{x'+x') 


<**{y'+ÿ'Y 

Quand  le  second  point  se  réunit  au  premier,  on  a x"=  xf,  y"—]/, 
et  alors  la  sécante  devient  tangente  ; donc,  si  on  suppose,  dans 
l’expression  ci-dessus,  x"=x' et  y" = ÿ.  on  aura  la  tangente  tri- 
gonométrique  de  l’angle  formé  avec  l’axe  des  x,  par  la  tangente 
menée  à l’ellipse,  au  point  qui  a pour  coordonnées  x',  ÿ.  En  dé- 
signant cette  tangente  trigonométrique  par  a,  il  vient 

6V 

“ — a1  y'  ‘ 

Par  suite  l’équation  de  la  tangente  sera 

ou,  sous  une  autre  forme, 

a')/ y -f-  b'x'x  = a*;/*  -j-  iV*, 

ou  enfin,  en  remarquant  que  a*y'i-\-bt3/t=atb ’,  sous  celle-ci  : 

[f]  a'ÿy  -f-  b'x'x  — trb \ 

Comme  il  n’y  a qu’une  valeur  pour  a,  on  ne  peut  mener  par 
chaque  point  de  l’ellipse  qu’une  seule  tangente  à cette  courbe. 

320.  On  peut  ici,  comme  pour  le  cercle,  prouver  que  la  droite 
ainsi  déterminée  est  tout  entière  hors  de  l’ellipse.  En  effet,  si  on 
reprend  les  équations 

a't/y  -f-  b'x'x  = a’6%  a V*  + 6 V*  = o*ô*, 
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et  qu’on  retranche  de  la  seconde  le  double  de  la  première,  le  ré- 
sultat pourra  être  mis  sous  cette  forme 

a*  (y  — /)'  4-  4*  [x  — x'f  = ah/  -f  — a'bh 

La  quantité  a*y*-l-  b'x1 — a' b'  est  donc  constamment  plus  grande 
que  zéro  pour  tous  les  points  de  la  droite,  excepté  pour  celui  dont 
les  coordonnées  sont  x',  y : tous  ces  points,  excepté  celui  de  tan- 
gence, sont  donc  situés  hors  de  l’ellipse  (302). 

321.  La  formule  trouve  plus  haut, 

b'x' 

“ — a*/’ 

montre  que  si  on  tire  par  le  centre  une  droite  quelconque,  qui 
rencontre  l’ellipse  en  M et  en  127),  les  tangentes  menées 

à ces  deux  points  seront  parallèles.  En  effet,  en  passant  du  point  M 
au  point  M',  les  coordonnées  changent  de  signe,  mais  non  de 
grandeur;  par  conséquent  la  valeur  de  a ne  changera  point.  Au 
reste,  ce  parallélisme  des  tangentes  résulte  immédiatement  de  la 
symétrie  de  l’ellipse  par  rapport  à ses  axes. 

322.  La  même  formule  montre  encore  comment  la  tangente  MT 

s’incline  sur  l’axe  BC,  quand  le  point  M change  de  position.  En  B 
et  en  C on  a x1 = ± a et  y'  = 0 ; donc  a est  infini  ; donc  la  tangente 
est  perpendiculaire  sur  BC.  En  D et  en  E on  a x — 0,  ÿ=±b-, 
donc  a = 0 ; donc  la  tangente  est  parallèle  à BC.  Dans  les  points 
intermédiaires,  en  allant  de  B vers  D,  x'  diminue  et  y'  augmente  ; 
donc  a diminue  négativement.  Cela  prouve  que  l’angle  MTx  est 
obtus,  et  s’ouvre  de  plus  en  plus  jusqu’à  ce  que  fa  tangente  soit 
devenue  parallèle  à BC.  . 

323.  Pour  avoir  (fig.  128)  le  point  où  la  tangente  rencontre  l’axe 
BC,  il  faut  faire  y = 0 dans  l’équation  [f],  laquelle  donne  alors 

a* 

x ou  AT  = — . 

x 

Cette  valeur  ne  contient  pas  b : elle  est  do’hc  la  même  pour  toutes 
les  ellipses  qui  ont  le  même  premier  axe  BC  ; elle  convient  par 
conséquent  à la  circonférence  décrite  sur  cet  axe  comme  diamètre. 
Ainsi,  prolongez,  si  cela  est  nécessaire,  MP  jusqu’à  cette  circonfé- 
rence, menez  la  tangente  NT  au  point  de  rencontre  N,  et  alors  en 
tirant  MT  vous  aurez  la  tangente  à l’ellipse  au  point  M. 
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Cette  construction  s’appliquerait  également  au  second  axe;  car 
l’expression  de  la  distance  AR  est  indépendante  de  a. 

324.  On  nomme  sous-tangente  la  partie  de  l’axe  des  abscisses 
comprise  entre  la  tangente  et  l’ordonnée  du  point  de  tangence  : 
telle  est  PT.  On  obtient  ici  cette  sous-tangente  en  retranchant  AP 
ou  x'  de  la  valeur  trouvée  pour  AT,  ce  qui  donne 

«*  — x'* 

PT  = 7 . 

X 

En  prenant  la  sous-tangente  sur  le  second  axe,  on  trouverait 
l’expression  analogue 

325.  Si,  par  le  centre  et  le  point  de  tangence,  on  mène  le  rayon 
AM  (fig.  127),  son  équation  sera  de  la  forme  y — a'x;  et  la  condi- 
tion de  passer  par  le  point  de  tangence  donnera  y'  = a’x';  donc 

x 

En  cherchant  l’équation  de  la  tangente  n°  319,  on  a trouvé 

b'x' 

a~  «y 

Or,  en  multipliant  ces  valeurs  l’une  par  l’autre,  il  vient 

b\ 

donc  le  produit  des  tangentes  a et  a'  reste  le  même,  quelle  que 
soit  la  position  du  point  de  tangence. 

326.  Pour  avoir  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  AMT 
(fig.  127),  formé  par  le  rayon  et  par  la  tangente,  il  suffit  de  rem- 
placer, dans  la  formule  connue  (221) 

tangAMT  = £=^, 

a et  ai  par  leurs  valeurs.  En  réduisant  à l’aide  de  la  relation 
a*  y*  + b*x' ’5  — arb*,  on  trouve 

. . — a*b* 

,a"8AMI=i^w- 

Il  est  permis  de  prendre  les  abscisses  x sur  le  grand  axe,  et  alor  s 
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on  a a > b.  Si  de  plus  on  suppose  le  point  M situé  dans  l'angle  des 
coordonnées  positives,  la  valeur  précédente  sera  négative;  donc 
l’angle  AMT  est  obtus.  Tour  qu’il  soit  droit,  il  faut  que  tang  AMT 
soit  infinie,  ce  qui  exige  qu’on  ait  x'  = 0 ou  ÿ = 0.  Or,  y'  n’est 
zéro  qu’aux  extrémités  de  l’axe  BC,  et  x!  n’est  zéro  qu’aux  extré- 
mités de  l’axe  DE;  donc  les  extrémités  des  axes  sont  les  seuls  points 
de  l’ellipse  où  la  tangente  soit  perpendiculaire  au  rayon. 

327.  Cherchons  présentement  l’équation  de  la  tangente,  lorsque 
cette  ligne  doit  passer  par  un  point  donné  hors  de  l’ellipse,  et  dont 
nous  représenterons  les  coordonnées  par  x”  et  y".  Dans  ce  cas,  les 
coordonnées  xd  et  y'  du  point  de  contact  sont  inconnues,  et  elles 
doivent  être  telles  que  l’équation  de  la  tangente 

d’y  y -f-  b’x'x  = a'b’ 

soit  vérifiée  en  y remplaçant  x par  x",  et  y par  y ",  d’où  résulte 
cette  première  équation 

[1]  d’y* y'  -|-  b’xd'xd  — a’ b*. 

De  plus,  le  point  de  contact  étant  sur  l’ellipse,  on  doit  avoir 

[2]  d’y"’  + b’x’’  ss  a’ b’. 

Ces  deux  équations  suffiront  pour  déterminer  les  inconnues  x'  et  y’; 
et  quand  on  les  connaîtra,  il  n’y  aura  plus  qu’à  substituer  leurs 
valeurs  dans  l’équation  de  la  tangente. 

Si  on  tire  de  l’éq.  [1]  la  valeur  de  ij  en  fonction  de  x',  et  qu’on 
la  substitue  dans  l’éq.  [2],  on  aura  une  équation  du  second  degré 
en  x'  qui  donne  deux  valeurs  pour  cette  inconnue.  En  portant 
ensuite  ces  deux  valeurs  dans  l’éq.  [1],  on  trouve  les  valeurs  corres- 
pondantes de  y'.  C’est  ainsi  qu’on  arrive  aux  formules 

a’[b’x"  ± y"  s/ d’y'”  -f  b’jd”  — a’ b’) 

X ~ a Y*  + b’x"’ 

b’(a’y"  rp  xT  \ja’y"’  +4V'*  — a’b’  ) 

>J  ~ a Y*  -f  b’x!'* 

Quand  le  point  donné  est  au  dehors  de  l’ellipse,  la  quantité 
a’y"’  + b ’x"* — a’b’  est  positive  (302),  et  ces  valeurs  sont  réelles 
et  inégales  ; donc  il  y a deux  tangentes.  Si  le  point  donné  est  sur 
l’ellipse,  la  quantité  d’y"’  -(-  b’x!'’  — a’b’  est  nulle,  et  l’on  n’a 
plus  qu’une  seule  solution  x'  = ar",  rj  = y"-,  donc  il  n’y  a plus 
qu’une  seule  tangente.  Enfin,  si  le  point  donné  est  intérieur,  la 
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quantité  a’y"1  -}-  i’x"1  — a’ô*  est  négative,  x'  et  y'  sont  imagi- 
naires; donc  alors  on  ne  peut  plus  mener  de  tangente  à l’ellipse. 

328.  Cherchons  l’équation  de  la  normale.  On  remarque  d’abord 
qu’elle  doit  être  de  la  forme 

y — t/  = <t'[x  — x1). 


Mais  de  plus  elle  doit  être  perpendiculaire  à la  tangente  ; donc 

1 aV 

a'— = — z-  et  par  suite  l’équation  de  la  normale  devient 

b o\r 


, «V  / ,, 


329.  Pour  avoir  le  point  S (fig.  129),  où  la  normale  rencontre 
l’axe  des  x , il  faut  faire  y= 0 dans  l’équation  précédente;  la  valeur 
correspondante  de  x sera  celle  de  AS.  On  trouvé 


AS  as 


a1  — b* 


-x. 


En  supposant  toujours  que  BC  soit  le  grand  axe,  cette  valeur  de  AS 
aura  le  même  signe  que  x1,  ce  qui  revient  à dire  que  le  point  P et 
le  point  S sont  toujours  du  même  côté  du  centre. 

Si  on  fait  xf  = 0,  on  a AS  = 0;  donc  le  point  S tombe  en  A : 
mais  si  x augmente  positivement , AS  augmente  aussi , et  le  point  S 
s’éloigne  du  centre.  Enfin  quand  x'  = a,  la  distance  AS  atteint  son 
a*— b* 

maximum  et  est  égale  à — - — . Soit  donc  pris  AN  égal  à cette 

valeur,  le  point  N sera  une  limite  dont  les  normales  approchent 
indéfiniment,  à mesure  que  le  point  M approche  lui-même  du 
point  B : de  telle  sorte  qu’on  peut  toujours  prendre  le  point,  M 
assez  voisin  de  B pour  que  l’intervalle  SN  devienne  moindre  que 
toute  quantité  donnée. 

330.  Il  existe,  entre  la  direction  de  la  tangente  à l'ellipse  et  celle 
des  rayons  vecteurs  menés  au  point  de  contact , des  relations  re- 
marquables que  nous  allons  faire  connaître. 

Soient  RT  (fig.  130)  la  tangente  au  point  M,  et  FM,  FM,  les  rayons 
vecteurs  menés  à ce  point.  La  ligne  MF  passant  au  point  M dont 
les  coordonnées  sont  x'  et  \j , son  équation  est  de  la  forme 

ÿ—ÿ' = <*'(*—  x'). 

Si  on  fait  AF  = yV*  — h'  =,  r}  la  condition  de  passer  par  le  foyer  F 
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donnera  — y'  = a!(c — x'),  d’où  a'= — ;.  Pour  la  valeur  de  a, 

4V 

relative  à la  tangente  MT,  on  a trouvé  a = — —^-t.  Or,  on  a 


tangFMT: 
il  viendra 


1 + «*' 


remplaçons  donc  « et  a'  par  leurs  valeurs,  et 


i y* 

a*?/  c — x' 

tangFMT  = , 


1 + «V(c_®0 

En  effectuant  les  calculs , et  remarquant  que  aty*  + 4V*  = a’6* 

et  que  a1  — bî  =c*,  on  trouve  successivement 

«V*  + * V'  — b'cxf  a*b* — b'cx' 

tang  MFT  = rr-< 

a’c/  — (a*  — b*)xy  arcy  — e x y 

_ b* (a*  — ex')  _ 

~ cy\a* — ex')  ~ ey'’ 

On  obtiendrait  semblablement,  en  changeant  partout  c en— c, 

b * 

tang  FMT  = — — . 


Ainsi , les  angles  FMT,  FMT,  ont  leurs  tangentes  égales  et  de 
signes  contraires;  donc  ils  sont  suppléments  l’un  de  l’autre.  Mais 
l’angle  F'Mî  est  aussi  supplément  de  l’angle  FMR;  donc  FMT 
est  égal  à FMR.  Si  on  mène  la  normale  MS,  et  que  des  angles 
droits  TMS,  RMS,  on  retranche  les  angles  égaux  TMF,  RMF',  il 
restera  FMS=FMS.  Donc,  dans  l’ellipse,  les  rayons  vecteurs  menés 
au  point  de  contact  font  avec  la  tangente,  d’un  même  côté  de  cette 
ligne , des  angles  égaux  ; et  la  normale  divise  en  deux  parties  égales 
l’angle  de  ces  rayons  vecteurs. 

331.  Ces  propriétés  fournissent  une  construction  très-simple 
pour  mener  une  tangente  à l’ellipse  par  un  point  donné. 

Supposons  d’abord  que  ce  point  donné  M (fig.  131)  soit  sur 
l’ellipse.  On  mène  les  rayons  vecteurs  FM  et  F M,  on  prolonge  l’un 
d’eux,  par  exemple  FM,  d’une  quantité  MK  égale  à FM,  et  on  tire 
FK  : la  ligne  MT,  perpendiculaire  à FK,  sera  la  tangente  demandée. 
En  effet,  d’après  la  construction,  le  triangle  KMF  est  isoscèle  et 
l’angle  K MT  = TMF  : or,  KMT  = RMF;  donc  TMF  = RMF; 
donc  RT  est  tangente. 
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On  peut  d’ailleurs  s’assurer  que  cette  droite  a tous  ses  points 
hors  de  l’ellipse,  à l’exception  du  point  M.  En  effet,  pour  tout  autre 
point  R,  on  aurait  FR  -f-  RK  > FM  -j-  MK  : or,  FM  + MK  = 2a; 
donc  le  point  R est  hors  de  l’ellipse  (310). 

332.  Remarque.  D’après  la  construction,  il  est  évident  que  le 
point  0,  où  MT  rencontre  FK,  est  le  milieu  de  FK  ; et  comme  le 
point  A est  le  milieu  de  F'F,  il  s’ensuit  que  la  droite  AO  est  paral- 
lèle à F'K  et  égale  à y F'K  : or  F'K  = 2a;  donc  AO  = a.  Donc , si 
des  foyers  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à l’el- 
lipse, la  distance  des  pieds  de  ces  perpendiculaires,  au  centre  de 
l'ellipse,  est  constante  et  égale  au  demi-grand  axe  : de  sorte  que  tous 
ces  points  ont  pour  lieu  géométrique  une  circonférence  décrite  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre. 

333.  Supposons  maintenant  que  le  point  donné  T (fig.  132)  soit 
extérieur  à l’ellipse.  Si  le  problème  était  résolu,  que  TM  fût  la 
tangente  et  M le  point  de  contact,  en  menant  par  le  foyer  F'  la 
ligne  F 'MK  égale  au  grand  axe  2a,  et  par  le  foyer  F la  ligne  FK, 
la  tangente  TM  serait  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FK,  et  l’on 
aurait  TF  = TK  ; donc  le  point  K sera  déterminé  par  la  rencontre 
de  deux  circonférences,  l’une  décrite  du  point  F'  avec  le  rayon  2a, 
et  l’autre , du  point  T avec  le  rayon  TF.  Le  point  K étant  connu, 
on  tire  F'K  et  KF,  puis  on  abaisse  TR  perpendiculaire  sur  KF. 
Cette  perpendiculaire  est  tangente  à l’ellipse,  et  le  point  M,  où  elle 
rencontre  F'K,  est  le  point  de  tangence. 

En  effet,  par  construction,  TK  = TF;  donc  RT  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de  KF;  donc  MK=MF,  et  par  suite  F'M-|-MF=2a, 
ce  qui  prouve  déjà  que  le  point  M est  sur  l’ellipse.  De  plus,  l’an- 
gle FMT  = TMK  — RMF  ; donc  TM  est  tangente. 

334.  Comme  deux  cercles  peuvent  se  couper  en  deux  points,  il 
peut  aussi  y avoir  deux  tangentes.  C’est  ce  qui  arrive  quand  le 
point  T est  hors  de  l’ellipse,  car  les  conditions  relatives  à l’inter- 
section des  cercles  sont  alors  remplies.  En  effet,  si  on  joint  F’T,  le 
triangle  F'TF  donne  F'T  <F'F + FT,  et  a fortiori  F'T  < 2a+FT; 
donc  i°  la  distance  des  centres  est  plus  petite  que  la  somme  des 
rayons.  Ensuite,  le  même  triangle  donne  FT<F'F4-F'T,  et  a for- 
tiori FT  < 2a  -(- F'T.  D’ailleurs,  puisque  le  point  T est  extérieur  à 
l’ellipse,  on  a 2a<FT  + FT  (310);  donc  2°  chaque  rayon  est 
moindre  que  la  distance  des  centres,  augmentée  de  l’autre  rayon  ; 
donc  les  cercles  se  coupent , et  il  y a deux  tangentes. 
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Si  le  point  T était  sur  l’ellipse  (fig.  133),  le  plus  grand  l’ayon  2 a 
serait  égal  à la  distance  des  centres  F’T,  augmentée  du  plus  petit 
rayon  TF  ; donc  les  cercles  se  toucheraient  intérieurement , et  il 
n’y  aurait  qu’une  seule  tangente. 

Si  le  point  T était  intérieur  (fig.  13*1),  le  plus  grand  rayon  2a 
serait  plus  grand  que  la  distance  des  centres  F'T,  augmentée  de 
l’autre  rayon  TF  ; donc  l’un  des  cercles  serait  tout  entier  intérieur 
à l’autre,  et  il  n’y  aurait  plus  de  tangente. 


Des  diamètres. 

- • . .*i  ...  ♦*.  : h.  *' 

33b.  Il  a déjà  été  dit  que,  dans  les  lignes  du  second  ordre,  le 
diamètre  est  une  droite  qui  divise  en  parties  égales  toutes  les 
cordes  parallèles  à une  même  direction.  Il  est  facile  d’appliquer  le 
calcul  à cette  définition  et  d’en  déduire  l’équation  d’un  diamètre 
quelconque.  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  l’équation  générale  d’une 
corde , et  de  chercher  le  lieu  géométrique  qui  contient  toujours  le 
milieu  de  cette  corde , quand  on  suppose  qu’elle  se  meut  parallè- 
lement à elle-même  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Soit  donc 

y = hx  -f-  p 

l’équation  d’tane  corde  quelconque  FG  (fig.  13b).  En  la  combinant 
avec  celle  de  l’ellipse , 

à1  y*  -f-  b'x1  = a’ô’, 


on  trouve  facilement  les  coordonnées  des  points  F et  G , où  la 
droite  rencontre  la  courbe.  L’élimination  de  y donne 

23  fia* 


x ’ + 


ê*  -f  a’o1 


+ A*  + a*S*  ’ 


équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  AH  et  AK  des  points  F 
et  G.  Il  est  facile  de  voir  que  l’abscisse  AP  du  milieu  I de  FG  est 
égale  à |(AI1  -j-  AK)  ; donc,  si  on  nomme  x cette  abscisse  AP,  et 
x\  x",  celles  des  points  F et  G , on  aura  x — { [x1  -f  x").  Or,  on 
sait  que  dans  l’équation  générale  du  2e  degré  la  somme  des  deux 
racines  est  égale  au  coefficient  du  second  terme,  pris  avec  un 

280a* 

signe  contraire;  donc  x'-\-x"=- — par  conséquent, 
pour  l’abscisse  AP,  on  a 

8pa* 

x~  fi*  -fa’S* 


Digitized  by  Google 


252 


DEUXIEME  PARTIE. 


Si  on  met  cette  valeur  dans  l’équation  de  la  corde,  on  trouve 
pour  l’ordonnée  correspondante  IP, 

pô* 

y~p-\-a'  S*' 

Actuellement,  si , afin  d’éliminer  p,  on  divise  y par  x,  il  vient 


y — ô* 

x=in* 


ou 


Cette  équation  contient  encore  8;  par  conséquent  elle  représente 
le  lieu  géométrique  des  milieux  de  toute  les  cordes  pour  les- 
quelles 8 est  constant,  c’est-à-dire  de  toutes  les  cordes  parallèles 
à une  même  direction.  Cette  équation  est  donc  celle  d’un  dia- 
mètre; et  comme  la  droite  qu’elle  représente  passe  à l’origine, 
qui  est  ici  le  centre  de  la  courbe,  on  conclut  que  tous  les  diamètres 
de  l’ellipse  passent  par  le  centre. 

Réciproquemeut,  toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  dia- 
mètre : car  en  faisant  passer  8 par  tous  les  états  de  grandeur,  le 
coefficient  de  x,  dans  l’équation  du  diamètre,  prend  iui-mème 
toutes  les  valeurs  possibles,  positives  ou  négatives. 

336.  Il  y a un  rapport  remarquable  entre  la  direction  d’un 
diamètre  et  celle  des  cordes  qu’il  coupe  en  parties  égales.  Soit 
toujours  • | ;■ 

y=8a:  + p 

l’équation  d’une  corde  quelconque,  et  soit 


y=h'x 

\ 

celle  du  diamètre  correspondant.  On  vient  de  trouver  8’= — 
de  là,  entre  les  iangentes  8 et  8’,  cette  relation  fort  simple 


6» 

a’S" 


[«] 


’ 88’  = — 


6* 


qui  pourra  toujours  servir  à les  déduire  l’une  de  l’autre. 

337.  De  cette  relation  découlent  plusieurs  conséquences. 

1°  A l’extrémité  du  diamètre  menons  la  tangente  MT  (fig.  135), 
et  nommons  a la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  MTz  : on  a 
trouvé  (325)  entre  a et  8’  la  relation 


b * 


> > 
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donc  SS'rrroS' ; donc  a =8.  Donc  les  cordes , qu’un  diamètre  divise 
en  parties  égales,  sont  parallèles  à la  tangente  menée  à l’extrémité 
de  ce  diamètre. 

b' 

2°  Le  produit  88',  étant  constant  et  égal  à , ne  peut  pas  de- 

venir égal  à — 1,  si  ce  n’est  dans  le  cas  du  cercle  où  b = a;  donc 
les  axes  actuels  des  coordonnées  sont  les  seuls  axes  de  la  courbe, 
puisqu’aucun  autre  diamètre  n’est  perpendiculaire  aux  cordes 
qu’il  divise  en  parties  égales. 

3°  Si  on  mène  un  second  diamètre  dont  l’équation  soit  y = Sx, 
les  cordes  que  ce  diamètre  coupe  en  leurs  milieux  evront  être 
parallèles  au  premier,  car  si  on  représente  l’équation  générale  de 

b* 

ces  cordes  par  y = 8’'x-f-  p,  on  doit  avoir  88"  = — , et  par  con- 
séquent 88'  = 88",  d’où  8"=  5’.  Ainsi , deux  diamètres  dont  les 
équations  sont 

y = Sx,  y=S'x, 

et  pour  lesquels  on  a la  relation  [1],  sont  tels  que  chacun  d’eux 
divise  par  moitiés  les  cordes  parallèles  à l’autre.  Cette  propriété 
leur  fait  donner  le  nom  de  diamètres  conjugués. 


Des  cordes  supplémentaires. 


338.  Dans  l’ellipse,  on  appelle  cordes  supplémentaires  celles  gui 
sont  menées  d'un  point  de  cette  courbe  aux  extrémités  d’un  dia- 
mètre. Telles  sont  GM  et  G'M  (fig.  136). 

Si  on  désigne  par  x‘ , y’,  les  coordonnées  du  point  G , celles  du 
point  G'  seront — zt,  — y1;  si  de  plus  on  représente  par  x , y, 
celles  du  point  M,  et  par  y,  y’,  les  tangentes  trigonométriques  des 
angles  MHx,  MLx,  formés  par  les  cordes  supplémentaires  avec 
l’axe  BC,  les  valeurs  de  y et  de  y’  seront  (214) 


-,  = y-y'  ,.'=y+y 

‘ X — x ” x-\-x' 


En  multipliant  y par  y’,  il  vient 


Tl' 


x1 — 


Les  points  M et  G étant  sur  l’ellipse , on  a entre  x et  y,  x'  et  ÿ , les 


Digitized  by  Google 


254 


DEUXIÈME  PARTIE. 


b » 5» 

deux  équations  y'  = — (a1  — a:1),  y*  = — (a* — a/*);  en  retranchant 

6’ 

l’une  de  l’autre , il  vient  y * — y”  = — — (z*  — x'’)  ; donc 


W 


b' 


Telle  est  la  condition  qui  doit  toujours  être  remplie  lorsque  deux 
cordes  sont  supplémentaires. 

Réciproquement , toutes  les  fois  que  celte  condition  est  remplie 
pour  deux  cordes  qui  passent  aux  extrémités  d’un  diamètre,  ou 
pour  deux  cordes  qui  passent  par  un  même  point  de  l’ellipse,  on 
est  assuré  qu’elles  sont  supplémentaires. 

En  effet,  supposons  qu’elles  passent  en  G et  G',  et  que  leur 
intersection  N ne  tombe  pas  sur  l’ellipse  : soit  M le  point  où  G'N 
rencontre  l’ellipse , et  menons  MG.  Puisque  MG  et  MG'  sont  des 
cordes  supplémentaires , on  aura 

b * 

tang  MLz  X tan  g MHz  = ■ 

a* 

or,  par  hypothèse,  on  a 

tang  MLx  X tang  NK.z = — ^ ; 


donc  tang  MHz  = tang  NKx,  donc  NG  et  MG  se  confondent. 
Supposons  maintenant  qu’on  ait 

b * 

tang  MLz  x tang  MHz  = ; , 


je  dis  que  la  ligne  GAG'  sera  droite.  S’il  en  est  autrement,  soit  AO 
le  prolongement  de  G'A,  menez  MO  : on  aura 

b ! 

tang  MLz  X tang  MIz  = — — ; 


donc,  à cause  de  l’hypothèse,  il  vient  tang  MHz = tang  MIz,  c’est- 
à-dire  que  MO  se  confond  avec  MG,  et  AO  avec  AG. 

339.  L’équation  [t]  est  remarquable  en  ce  qu’elle  montre  que 
le  produit  -pt’  demeure  constant , non-seulement  quand  on  change 
la  direction  des  cordes  supplémentaires  qui  passent  par  les  extré- 
mités d’un  diamètre,  mais  encore  quand  on  mène  ces  cordes  par 
les  extrémités  d’un  nouveau  diamètre.  De  là  il  résulte  que  si  deux 
cordes  supplémentaires  BN  et  CN  (fig.  137)  sont  menées  par  les  extré- 
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mités  d’un  diamètre,  de  l’axe  BC,  par  exemple,  les  parallèles  à ces 
cordes,  menées  par  les  extrémités  de  tout  autre  diamètre  GG',  seront 
aussi  supplémentaires  relativement  à cet  autre  diamètre  : et  ces  nou- 
velles cordes  GM,  G'M,  étant  prolongées,  feront  entre  elles  les 
mêmes  angles  que  les  premières. 

340.  Pour  les  tangentes  a el  a!,  des  angles  formés  avec  l’axe  BG 

(fig.  138)  par  la  tangente  MT  et  le  demi-diamètre  AM,  on  a trouvé 
(325)  le  même  produit  que  pour  y?';  donc  ut!  — •p{.  Il  suit  dé  là 
que  si  on  doit  avoir  ; c’est-à-dire,  en  d’autres  termes, 

que  si  on  mène  le  demi-diamètre  AM  au  point  de  contact,  si  on 
tire,  par  l'extrémité  d’un  diamètre  quelconque,  la  corde  GN  pa- 
rallèle à AM,  et  si  on  tire  ensuite  la  corde  supplémentaire  NB,  la 
tangente  MT  sera  parallèle  à cette  dernière  corde. 

Cette  construction  fait  connaître  la  tangente  à l’ellipse  en  un 
point  donné  sur  cette  courbe;  et  il  est  facile  de  la  modifier  pour 
le  cas  où  la  tangente  doit  être  parallèle  à une  droite  donnée  HK. 
Alors  on  mène  BN  parallèle  à HK,  on  tire  la  corde  supplémen- 
taire CN,  puis  le  rayon  AM  parallèle  à CN,  puis  enfin  MT  paral- 
lèle à BN  : la  tangente  cherchée  est  MT. 

341.  Pour  deux  diamètres  conjugués,  dont  les  équations  sont 
y = ox,  y = «Y,  on  a trouvé  aussi  (337)  entre  3 et  S' la  même  re- 
lation qu’entre  y et  y'-  Be  là  on  conclut  encore  que  deux  dia- 
mètres parallèles  à des  cordes  supplémentaires  sont  toujours  con- 
jugués; et  réciproquement,  que  deux  diamètres  conjugués  sont 
toujours  parallèles  à des  cordes  supplémentaires. 

D’après  cela , on  peut  facilement  construire  deux  diamètres  con- 
jugués qui  fassent  entre  eux  un  angle  donné,  quand  l'ellipse  est 
déjà  décrite  et  qu’on  en  connaît  le  centre.  On  tire  (fig.  139)  un 
diamètre  quelconque  AB,  sur  lequel  on  décrit  un  arc  de  cercle  ACB 
capable  de  l’angle  donné  ; et  par  un  des  points  où  cet  arc  coupe 
l’ellipse,  on  mène  les  cordes  supplémentaires  CA,  CB  : ces  cordes 
seront  parallèles  aux  diamètres  cherchés,  et  en  leur  menant  des 
parallèles  EE'  et  FF'  par  le  centre,  on  aura  ces  diamètres. 

Sur  la  figure,  l’arc  ACB,  capable  de  l’angle  donné,  ne  rencontre 
l’ellipse  qu’en  un  seul  point  (on  fait  abstraction  des  points  A et  B); 
mais  le  prolongement  de  cet  arc  coupe  l’ellipse  en  un  autre  point  D, 
qui  détermine  une  seconde  solution,  quoique  l’angle  ADB  ne  soit 
pas  égal  à l’angle  donné.  Il  est  clair,  en  effet,  qu’il  en  est  le  sup- 
plément. Or,  deux  diamètres  parallèles  aux  cordes  AD  et  BD  font 
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entre  eux  quatre  angles , dont  deux  sont  égaux  à ADB,  mais  dont 
les  deux  autres  sont  égaux  à l’angle  supplémentaire;  donc  ces 
nouveaux  diamètres  satisfont  encore  au  problème. 

Il  y aurait  plusieurs  observations  à faire  sur  cette  construction, 
mais  on  se  bornera  à remarquer  que  la  circonférence  décrite  sur 
AB  ne  peut  pas  donner  d’autres  diamètres  conjugués  : car  le  cercle 
et  l’ellipse  ne  peuvent  pas  avoir  plus  de  quatre  points  communs , 
attendu  que  leurs  équations , étant  du  second  degré  en  x et  en  y, 
n’ont  pas  plus  de  quatre  solutions  communes. 

342.  Dans  chaque  ellipse  les  angles  des  cordes  supplémentaires 
sont  toujours  compris  entre  certaines  limites , et  il  en  doit  être  de 
même  de  ceux  des  diamètres  conjugués.  Pour  déterminer  ces 
limites  plus  simplement,  nous  supposerons,  et  cela  est  permis 
(n°  339) , que  les  cordes  soient  menées  par  les  extrémités  de  l’axe 
BC  (fig.  140).  Alors  on  trouve  facilement 


tang  MDx 

et  par  suite  on  aura 


tang  MCx 


y . 


tang  CMB  = 


x — a x -j-  a 


2 ay 


1 + 


y* 


y*  + x'  — a* 


£*  — a1 


Mais  le  point  M étant  sur  l’ellipse,  on  a a*y*  + btxi  = a'b',  d’où 

, a’y* 

x * — a*  = donc 

b 

— 2oi5 

t-gCMB  = (^-^.  • 

Si  BC  est  le  grand  axe , et  que  le  point  M soit  au-dessus  de  cet 
axe,  la  valeur  précédente  sera  négative,  ce  qui  montre  que  l’angle 
CMB  est  obtus.  Cette  valeur,  abstraction  faite  du  signe,  atteint  son 
minimum  lorsque  y = b : alors  le  point  M est  en  D à l’extrémité 
du  second  axe,  et  les  corde§  supplémentaires  sont  BD  et  CD.  L’angle 
obtus  CDD  est  donc  le  plus  grand  angle,  et  son  supplément  BDK , 
le  plus  petit  angle  que  puissent  faire  deux  cordes  supplémentaires. 
Pour  l’angle  maximum  CDB,  on  a 

— 2 nb 

tang  CDB  = — — . 

— 'y 
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De  part  et  d’autre,  du  petit  axe  DE,  il  y a deux  points  M et  N, 
pour  lesquels  y a la  même  valeur;  il  y a donc  aussi  deux  points 
pour  lesquels  les  angles  CMB,  CNB,  formés  par  des  cordes  supplé- 
mentaires, sont  égaux  entre  eux.  D’ailleurs,  comme  il  n’y  a que 
deux  points  pour  lesquels  y ait  une  même  valeur,  il  n’y  a aussi, 
au-dessus  de  RC , que  deux  systèmes  de  cordes  supplémentaires 
formant  entre  elles  un  angle  donné. 

Ainsi , on  peut  avoir  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  qui 
se  coupent  sous  un  angle  donné,  et  jamais  davantage. 

Ils  se  réduisent  à un  seul  dans  deux  cas  : i°  lorsque  les  diamè- 
tres sont  parallèles  aux  cordes  BD  et  CD;  2°  lorsqu’ils  sont  les  axes 
mêmes  de  l’ellipse. 

Enfin  il  n’existera  plus  de  diamètres  conjugués  formant  entre 
eux  un  angle  donné,  lorsque  cet  angle  sera  plus  grand  que  l’angle 
obtus  BDC,  ou  moindre  que  l’angle  aigu  BDK. 

343.  Les  axes  de  l’ellipse  n’étant  autre  chose  que  des  diamètres 
conjugués  rectangulaires,  il  faut,  pour  les  construire,  quand  on 
connaît  le  centre , décrire  une  circonférence  de  cercle  sur  un  dia- 
mètre quelconque  ; mener , par  un  des  points  d’interseetion , des 
cordes  aux  extrémités  du  diamètre,  et,  par  le  centre,  des  parallèles 
à ces  cordes  : ces  parallèles  seront  les  axes  demandés. 

Au  reste,  la  symétrie  de  l’ellipse,  par  rapport  à ses  axes,  rend 
raison  de  cette  construction.  Il  résulte,  en  effet  de  cette  symétrie 
qu’un  cercle  décrit  du  centre  A (fig.  441  ),  avec  un  rayon  quelcon- 
que AM,  coupera  la  courbe  en  quatre  points  situés,  deux  à deux, 
symétriquement  par  rapport  à chacun  des  axes,  et  que  la  figure 
MNQP,  formé  par  ces  points,  est  un  rectangle  dont  les  côtés  sont 
parallèles  aux  axes  : donc  en  menant,  par  le  centre,  des  pa- 
rallèles BG  et  DE  aux  côtés  de  ce  rectangle,  on  aura  les  axes  de 
l’ellipse. 

344.  Dans  les  constructions  précédentes,  on  a supposé  connu 
le  centre  de  l’ellipse.  Quand  cette  courbe  est  donnée,  ce  point  est 
en  effet  facile  à trouver  : il  suffit  de  mener  deux  cordes  paral- 
lèles EF  et  GH  (fig.  142),  de  tirer  par  leurs  milieux  la  droite  PQ, 
et  de  prendre  ensuite  le  milieu  A de  cette  ligne.  Le  point  A est  le 
centre  cherché;  car  PQ  est  un  diamètre,  et  tout  diamètre  passe 
par  le  centre  et  y est  coupé  en  deux  parties  égales. 


17 
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L’ellipse  rapportée  à ses  diamètres  conjugués,  etc. 


345.  L’équation  que  nous  avons  employée  jusqu’à  présent, 

[e]  «y  -f-  AV  = a8  A8, 

est  celle  de  l’ellipse  rapportée  à son  centre  et  à ses  axes.  Si  on  rap- 
porte cette  courbe  à des  axes  obliques,  et  que  son  équation  con- 
serve la  même  forme,  c’est-à-dire  ne  contienne  que  les  carrés  des 
variables  et  une  partie  constante,  les  nouveaux  axes  seront  des 
diamètres  conjugués,  puisque  chaque  valeur  de  Tune  des  coordon- 
nées fera  trouver  pour  l’autre  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires.  Il  n’en  serait  plus  ainsi  avec  une  autre  forme  d’équa- 
tion; donc  on  passera  de  l’éq.  [e]  à l’équation  aux  diamètres  con- 
jugués, en  cherchant  tous  les  systèmes  d’axes  pour  lesquels  l’équa- 
tion de  l’ellipse  conserve  la  même  forme. 

Prenons  donc  (190)  les  formules  qui  changent  les  axes  rectan- 
gulaires en  obliques,  et  supprimons-y  les  termes  constants,  attendu 
que  l’origine  doit  rester  au  centre  de  l’ellipse  : on  aura 
x = x'  cos  a -j-  ÿ cos  a',  y —ai  s in  a 1/  sin  d. 
Substituons  ces  valeurs  dans  [e];  et  posons,  pour  abréger, 

A = as  sin2  d -j-  A*  cos8  d,  B = a*  sin2  a -j-  A8  cos2  a, 

G = «2  sin  a sincf  + A8  cos  a cos  a 
il  viendra 

[1]  Ay12  + BV  -f  2Cx'y  = a*  A2. 

Afin  que  cette  équation  ne  contienne  x'  et  ÿ qu’au  carré,  il  faut 
profiter  de  l’indétermination  de  o et  de  d pour  faire  disparaître  le 
rectaijgle  x'y.  Posons  donc 

[2]  a*  sin  a sin  d -f-  A8  cos  a cos  d = 0, 
et  l’équation  [1]  sera  réduite  à celle-ci 

[3]  Ay'1  + BV  = a’A8. 

346.  L’ellipse  est  actuellement  rapportée  à des  diamètres  con- 
jugués. Si  on  veut  connaître  leurs  longueurs  FG,  HK  (fig.  143),  on 
fera  successivement  i/= 0 et  j!  =0  dans  cette  équation.  En  dési- 
gnant AF  par  a',  et  AH  par  A',  on  trouve 


w 

15) 


,,  _ a8  A2  _ a*  A» 

a B a!sin!a-j-  A*  cos!a’ 

a5  A8  «8  A8 

fj*  — — — , 

A fl8sin*a'-j-A8cos8«' 
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Par  suite  on  a A = li  = — , et  l'équation  [3]  devient 

[<?,]  aîy"'-+b'-xi=.a!'-b'\ 

347.  L’équation  [2],  étant  divisée  par  a-  cos  a cos  ni,  devient 

V 

[6]  tang  a tang  a'  — 

a~ 

Or,  il  est  clair  qu'en  donnant  à l’axe  Ax'  une  position  quelconque, 
ce  qui  revient  à déterminer  a,  on  pourra  sur-le-champ  assigner 
une  valeur  réelle  à a';  donc  chaque  diamètre  a son  conjugué.  De 
plus,  comme  l’équation  précédente  est  la  même  que  celle  qui  lie 
entre  elles  les  directions  de  deux  cordes  supplémentaires  (338),  il 
s’ensuit  que  si  l’une  de  ces  cordes  est  parallèle  au  premier  dia- 
mètre, l’autre  corde  sera  aussi  parallèle  au  second.  Ainsi  on  peut 
dire  que  deux  diamètres  conjugués  sont  toujours  parallèles  à deux 
cordes  supplémentaires  ; et  que,  réciproquement,  deux  diamètres 
parallèles  à des  cordes  supplémentaires  sont  toujours  conjugués.  Ces 
propriétés  sont  déjà  connues  (341). 

348.  Supposons  sin  a = 0 et  cos  a'  = 0,  ce  qui  fait  coïncider  les 
x'  avec  les  x,  et  les  ÿ avec  les  y : l’éq.  [2]  est  satisfaite,  et  cela  doit 
être  puisque  les  axes  de  l’ellipse  sont  des  diamètres  conjugués. 
Nous  savons  même  qu’ils  forment  le  seul  système  de  diamètres 
conjugués  rectangulaires  qui  existe  dans  l’ellipse,  et  c’est  ce  qu’on 
peut  retrouver  facilement.  En  effet,  supposonsqu’il  y en  ait  d’autres  : 
pour  ces  diamètres  on  devrait  avoir  a'  = 90°  + a,  et  par  suite 

sin  a'  = sin  (90°  -j-  a)  = sin  (90°  — a)  = cos  a, 
cos  a!  = COS  (90°  -j-  a)  = — COS  (90°  — a)  = — sin  a. 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’éq.  [2],  on  aurait 
(as  — 5*)  sin  a cos  a = 0; 

et  comme  on  ne  peut  pas  disposer  des  quantités  a et  b , on  ue 
peut  satisfaire  à cette  égalité  qu’en  faisant  sin  * = 0 ou  cos  a = 0, 
suppositions  qui  ramènent  précisément  aux  deux  axes  primitifs. 

Si  l’ellipse  se  change  en  cercle,  on  a a = b,  et  la  dernière  éga- 
lité est  vérifiée  d’elle-même,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a:  ainsi, 
dans  le  cercle  tous  les  diamètres  conjugués  sont  rectangulaires. 
Dans  l’ellipse,  les  axes  seuls  jouissent  de  cette  propriété. 

349.  Si  on  demandait  que  les  diamètres  conjugués  fussent 
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égaux,  on  aurait,  en  égalant  les  valeurs  de  a*  et  A'8, 
a*  sin8  « -(-  A8  cos8  a = a8  sin8  a'  -)-  A8  cos8  a'. 

En  remplaçant  cos8  a par  4 — sin’  a,  et  cos8  a'  par  t — sin8 a',  cette 
équation  se  change  facilement  en  ( a 8 — A8)  (sin8  a — sin8  a')  = 0 : 
De  là  sin8  a'  = sin8 a',  cos8  a'  = cos8  a , tang8  a!  — tang8  a,  et  enfin 

tang  a'  = ± tanga. 

Mais  l’éq.  [6]  exigeant  que  tanga  et  tanga'  soient  de  signe  con- 
traire, il  faut  prendre  tang  a' = — tanga.  Alors  l’éq.  [6]  devient 

b 8 b 

tang8  a = — , d’où  tanga  = ±-. 

«8  a 

Le  signe  supérieur  est  relatif  à l’un  des  diamètres,  et  l’autre  à 
son  conjugué.  Or,  si  on  mène  (fig.  144)  les  cordes  BD  et  CD  par 
les  extrémités  des  axes , on  a 

tangDCx=-,  tangDRr  = — 
a a 


donc  il  faut  mener  des  diamètres  parallèles  à ces  cordes , pour 
avoir  les  diamètres  conjugués  égaux. 

Lorsqu’on  rapporte  l’ellipse  à ces  diamètres , son  équation  est 
rj*  -f-  a^8  = a'*,  laquelle  est  analogue  à celle  du  cercle,  quand  il 
est  rapporté  à deux  diamètres  rectangulaires. 

350.  Il  y a,  sur  les  diamètres  conjugués  de  l’ellipse,  deux  théo- 
rèmes remarquables. 

Théorème  I.  Dans  l’ellipse,  le  parallélogramme  fait  sur  deux 
diamètres  conjugués  équivaut  au  rectangle  construit  sur  les  axes. 

En  multipliant,  l’une  par  l’autre,  les  valeurs  de  a'8  et  A'8,  on  a 

«»A‘ 

cl*  b'1 . 

a*sin8a  sin*a'-|-A4cos8acos8a'-}-a8A‘(sin8a'cos8a-j-cos8a'sin8a) 

Mais  on  a , entre  a et  a',  l’équation  [2],  et  si  on  élève  ses  deux 

membres  au  carré , on  en  tire  a‘  sin8  a sin8  a'  -f-  A1  cos8  a cos8  a'  = 

— 2a8A8  sin  a sin  a'  cos  a cos  a'  -,  donc  le  produit  a'8A'8  devient 

a4A4 



n8  A8  (sin8  a'  cos8  a -f  cos8  a'  sin8  a) — 2a8A8  sin  a si  n a'  cos  a cos  a’ 

a8 A8 a8A8 

(sin  a'  cos  a — sin  a cos  a')8  sin8  (a'  — a)  ’ 

et  de  là  on  conclut 

, a' b'  sin  (a'  — a)  = ab. 


a^A'8  == 
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Or,  l’angle  a' — « est  celui  que  forment  entre  eux  les  diamètres  con- 
jugués FG,  HK  (fig.  145)  ; donc,  dans  le  parallélogramme  AFLH, 
la  hauteur  LI=A'sin  (■' — a),  et  l’aire  est  exprimée  par  a! b'  sin  (a — a). 
Donc  cette  aire  est  constante  et  égale  au  rectangle  ab  des  demi- 
axes  , ce  qui  revient  au  théorème  énoncé. 

Théorème  II.  La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
est  constante  et  égale  à la  somme  des  carrés  des  deux  axes. 

Si  on  reprend  les  équations  [2] , [4] , [5] , 


12] 

w 

[s] 


d>  sin  a sin  a'  -|-  é*  cos  a cos  «'  = 0, 
a’A* 


6'*  = 


a*  sin*  a -f-  6’cos**’ 
a’A’ 


a®  sin*  a'  -|—  6*  cos*  a' 


et  qu’on  élimine  entre  elles  les  angles  a et  a',  on  tombe  sur  l’équa- 
tion a'*  -j-  6'*  = «*  -(-  à*,  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Pour  faire  cette  élimination,  on  tire  d’abord  de  l’équation  [4], 
combinée  avec  la  relation  sin’*  -f  cos*  = 1 , les  valeurs  de  sin’* 
et  cos*a  : ces  valeurs  sont 


A*  (o*— fl1*) 
•«(a*— A*)’ 


COS’a 


a*  (a'*— 6*) 
a”  (a* — A*)’ 


Gomme  l’équation  [5]  se  réduit  de  l’équation  [4]  en  changeant  a' 
en  b'  et  a en  a',  on  déduira  sin’*'  et  cos*a'  des  valeurs  précédentes, 
en  y changeant  a'  en  b',  On  trouve  ainsi 


sin’*'  = 


A*  (a’- A”) 
6'*  (a* — b*)’ 


COS  V: 


a’ (A”-  b') 

6'»  (a*_  ô^- 


Prenons  maintenant  l’équation  [2],  transportons  le  second  terme 
dans  l’autre  membre,  puis  élevons  au  carré  : il  vient 

a4  sin’*  sin*a'  = A4cos’*cos’*'. 


Remplaçons  les  lignes  trigonométriques  par  leurs  valeurs  : les  ré- 
ductions sont  faciles  à apercevoir,  et  il  vient  successivement 


(a* — a'*)  (a* — b'*)  = (a’’—  b')  [b'*— b'), 
a4—  a’a'* — n’A”  = - a”A’—  A”A3+  A4, 
a4—  A4=  a”  (a* — A’)  + b'*  (a1—  A»), 
a*+  A*=a”-f  6”. 

Ce  résultat  est  conforme  à l’énoncé. 
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351.  Les  trois  équations  [2],  [4],  [5],  suffisent  pour  déterminer 
trois  des  six  quantités  a , b,  d , b',  a,  a',  lorsque  les  trois  autres 
sont  connues;  elles  peuvent  par  conséquent  servir  à résoudre 
toutes  les  questions  relatives  aux  diamètres  conjugués. 

Mais  il  sera  souvent  plus  commode  d’employer,  au  lieu  de  ces 
équations,  les  suivantes,  qui  en  ont  été  déduites, 

tanga  tanga  = — -, 

a'i'sin  (a' — a)  = ab, 
d*-\ -V*  = a*+b*. 

352.  Revenons  à l’équation  [e,],  et,  pour  plus  de  simplicité, 
supprimons  les  accents  de  a!  et  de  ÿ : on  a 

[e4]  a'Y+A'V  = «'**'*. 

Cette  équation  étant  absolument  de  même  forme  que  celle  qui  est 
relative  aux  axes,  toutes  les  propriétés  indépendantes  de  l’incli- 
naison des  ordonnées  seront  communes  aux  axes  de  l’ellipse  et  à 
ses  diamètres  conjugués.  Ainsi  on  peut  regarder  les  propositions 
suivantes  comme  démontrées. 

1°  Selon  qu’un  point  est  situé  sur  l’ellipse,  ou  hors  de  l’ellipse, 
ou  au  dedans,  la  quantité  a'!ÿ*+  b',xi — a'26'*  sera  nulle,  positive, 
ou  négative  (302). 

2°  Les  carrés  des  ordonnées,  parallèles  à un  diamètre,  sont  pro- 
portionnels aux  produits  des  segments  qu’elles  forment  sur  son 
conjugué  (301). 

3°  Désignons  par  a le  rapport  de  sinus,  égal  au  coefficient  de  x 
dans  l’équation  y = ax-J-  ê:  on  aura  (319),  pour  la  valeur  de  a 
qui  convient  à la  tangente  menée  à l’ellipse,  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x'  et  ;/, 

b'*x' 

aï=  «'V* 

et,  pour  l'équation  de  la  tangente,  on  aura 

«.'*///  + b"x’x=a"b". 


Lasous-tangente  sera  (324) 


PT= - 


et  on  aura  toujours,  entre  les  valeurs  de  a et  de  a'  relatives  à la 
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tangente  et  au  diamètre  mené  au  point  de  contact , cette  relation 
remarquable  (323) 


4*  Si  y — Sx + p est  l’équation  d’une  corde  quelconque,  et  que 
y=8'xsoit  celle  du  diamètre  qui  passe  par  les  milieux  de  toutes 
les  cordes  parallèles,  on  aura  (336)  la  relation 


88-  = 


ô* 


laquelle  a encore  lieu  pour  deux  diamètres  conjugués  dont  les 
équations  seraient  y = 8x  et  y — %x  (337),  aussi  bien  que  pour 
deux  cordes  supplémentaires  menées  aux  extrémités  d’un  diamè- 
tre quelconque  (338). 

353.  L’ellipse  étant  rapportée  à deux  diamètres  conjugués,  et 
son  équation  étant 

a''yi+b',x'=a'tb'\ 

si  on  veut  mener  des  tangentes  à cette  courbe,  par  un  point  exté- 
rieur N (fig.  146)  dont  les  coordonnées  sont  x"  et  y",  on  aura  (327), 
entre  les  coordonnées  inconnues  de  chaque  point  de  contact,  les 
deux  équations 

oV +*'’*'*= «'**’%  «'W  + b'tjfx'—a'tb'\ 

La  seconde  prouve  que  la  droite,  qui  a pour  équation 
a!ty"y-\-b’'x"x=a''b’\ 


passe  par  les  points  de  contact.  Pour  construire  cette  ligne,  on  fait 
successivement  y — 0,  x = 0,  et  on  obtient  les  distances  de  l’ori- 
gine aux  points  où  elle  rencontre  les  deux  diamètres  : savoir. 


. _ u, 

kT  = lP’ 


AH  = £. 

' y 


Si  on  considère  l’une  de  ces  distances,  AT,  par  exemple,  on  voit 
qu’elle  ne  contient  pas  y"  : donc,  si  on  mène  la  droite  NL  parallèle 
à A y,  et  que  d’un  autre  point  quelconque  de  cette  ligne  on  mène 
deux  tangentes  à l’ellipse , la  sécante  qui  passe  par  les  nouveaux 
points  de  contact  coupera  encore  le  diamètre  Ax  au  même  point  T. 
Ce  point  ne  pourrait  changer  que  dans  le  cas  où  x"  changerait. 

Donc,  si,  de  chaque  point  d’une  droite  donnée , on  mène  deux 
tangentes  à une  ellipse,  et  qu’on.joigne  les  deux  points  de  contact,  on 
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aura  des  sécantes  qui  viendront  toutes  se  rencontrer  en  un  même 
point  situé  sur  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  à la 
droite  donnée. 

Et  réciproquement,  si,  par  un  point  donné  dans  le  plan  d'une 
ellipse , on  tire  différentes  sécantes , et  que,  par  les  points  où  chaque 
sécante  rencontre  la  courbe,  on  mène  deux  tangentes,  le  lieu  des 
points  d’intersection  de  ces  tangentes,  ainsi  prises  deux  à deux,  sera 
une  droite  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  passe  par  le 
point  donné. 

354.  La  conformité  des  équations  [e]  et  [e,]  donne  encore  un 
moyen  simple  de  décrire  une  ellipse  par  points,  lorsqu’on  connaît 
deux  diamètres  conjugués  2a',  26',  et  l’angle  qu’ils  font  entre  eux. 
Sur  le  premier,  par  exemple , on  décrit  une  ellipse  dont  les  axes 
soient  2a',  26';  et  ensuite  on  incline  (fig.  147)  les  ordonnées  MP, 
M'F,....  sous  l’angle  donné,  sans  changer  leurs  longueurs  : les 
points  N,  N',...  trouvés  par  ce  procédé  appartiennent  à la  courbe. 


Quadrature  de  l'ellipse. 


355.  Si,  du  centre  de  l’ellipse,  avec  un  rayon  égal  au  demi- 
axe  AB  (fig.  148),  on  décrit  un  cercle,  et  qu’on  nomme  a le  demi- 
axe  AB,  6 le  demi-axe  perpendiculaire  AD,  et  y,  Y,  les  ordonnées 
telles  que  NP  et  MP,  élevées  au  même  point  P,  on  a vu  (303)  que 

^ Je  vais  démontrer  que  les  aires  de  l’ellipse  et  du  cercle  sont 

aussi  dans  le  même  rapport. 

Inscrivons  à la  circonférence  un  polygone  quelconque  CMM'B, 
de  chacun  de  ses  angles  abaissons  des  perpendiculaires  sur  l’axe  BC, 
et  joignons  les  points  où  ces  droites  rencontrent  l’ellipse  : on  for- 
mera ainsi  le  polygone  CNN'B  intérieur  à cette  courbe. 

Cela  posé,  un  trapèze  quelconque  PNN' P',  pris  dans  le  dernier 
polygone  aura  pour  mesure  } ( PN  -f-  P'  N'  ) X PP'  ; et  le  trapèze 
correspondant  PMM'P',  pris  dans  le  cercle,  aura  pour  mesure 
1 (PM  + P'M')  X PP'-  Ces  deux  trapèzes  seront  donc  entre  eux 

PN  FN’  6 

::  PN  + P'N' : PM  + F M'.  Or,  ona^  = ~=:;  donc 


PM 

PN-fP'N'  6 


P'M' 


PM  -f-  P'M'  à 

Les  trapèzes  correspondants  étant  entre  eux  dans  le  rapport  con- 
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slant  de  b à a , les  aires  des  polygones  seront  aussi  dans  le  même 
rapport;  et  cela,  quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  de  ces  poly- 
gones. Donc,  ce  rapport  sera  encore  celui  de  leurs  limites;  donc, 
en  nommant  E et  E'  les  aires  de  l’ellipse  et  du  cercle , on  a 

E _ b m 
E'  â ’ 


c’est-à-dire  que  l’aire  de  l’ellipse  est  à celle  du  cercle  décrit  sur 
l’un  des  axes,  comme  l’autre  axe  est  à celui-ci. 

En  désignant  par  t.  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
l’aire  du  cercle  est  ira4,  et  par  suite  celle  de  l’ellipse  est 

E = itaè; 

donc  l’aire  de  l’ellipse  est  égale  à celle  d’un  cercle  dont  le  rayon  est 
moyen  proportionnel  entre  les  demi-axes  de  l’ellipse. 

356.  Si  a!  et  b'  sont  deux  demi-diamètres  conjugués  formant  un 
angle  y,  on  sait  (350)  que  ab  = a'b'  sin  y : on  a donc  aussi,  pour 
l’aire  de  l’ellipse,  en  fonction  des  diamètres  conjugués, 

E = 7ra  b'  sin  y. 


357.  Si,  au  lieu  de  l’ellipse  entière,  on  ne  considère  qu’un  seg- 
ment PP'N'N,  compris  entre  deux  ordonnées  perpendiculaires  à 
l’axe  BC,  et  qu’on  fasse  un  raisonnement  semblable  à celui  qui  a 
été  fait  pour  l’ellipse  entière , on  trouvera  en  désignant  par  S le 
segment  d’ellipse,  et  par  S' le  segment  correspondant  du  cercle , 


S 

S' 


d'où 


La  quadrature  du  premier  segment  se  ramène  ainsi  à celle  du  se- 
cond , laquelle  est  connue  par  la  Géométrie. 

358.  Supposons  qu’il  s’agisse  d’un  segment  d’ellipse,  compris  en- 
tre un  diamètre  quelconque  BC  (fig.  119)  et  deux  ordonnées  PN,  P'N', 
parallèles  à son  conjugué.  On  décrira  un  cercle  sur  BC  comme 
diamètre  ; on  inscrira  dans  le  segment  d’ellipse  une  portion  de  po- 
lygone NKR'N';  puis,  ayant  mené  les  ordonnées  RS,  R'S', 

parallèles  à NP,  on  élèvera  sur  BC  les  perpendiculaires  PM,  SH, 

qui  détermineront  sur  le  cercle  les  points  M,  H, Joignons  ces 

points  entre  eux,  et  comparons  les  trapèzes  obliques,  tels 
que  PSRN,  aux  trapèzes  rectangulaires  correspondants. 

Abaissons  SI  perpendiculaire  sur  NP.  Le  triangle  rectangle  SIP 
djpnne  SI  = SP  X sin  IPS , donc  l’aire  du  trapèze  oblique  sera 
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-5  (PN  + RS)  X SP  X sin  IPS.  L’aire  du  trapèze  rectangulaire  est 
égale  à -J  (PM  + HS)  x SP;  donc  le  rapport  des  deux  trapèzes  est 
(PN  + RS)  sin  IPS 
PM  + HS 


L’équation  de  l’ellipse,  rapportée  aux  deux  diamètres  conjugués, 
b'1 

étant  y'  — — [a'1  — x ’),  celle  du  cercle,  rapportée  au  diamètre  BC 

et  à un  autre  diamètre  perpendiculaire  à celui-ci,  sera  yt=u'* — x~  ; 
PN  RS  V 

donc  zrrz  — et  par  suite,  en  nommant  y l’angle  IPS  des 

PM  HS  a 

diamètres  conjugués,  on  a 

(PN  + RS)  sin  IPS  V 

PM  + HS  — ^smï- 


Les  trapèzes  correspondants  étant  entre  eux  dans  un  rapport 
constant , le  segment  elliptique  sera  au  segment  circulaire  dans  le 
même  rapport;  donc,  en  les  désignant  par  S et  S',  on  aura 


S 

S' 


— sin  y,  d’où  S = — S’ sin  y. 
a a 


Pour  avoir  toute  l’ellipse,  il  faut  prendre  S'=ita'!,  ce  qui  donne 
S = -ai b'  sin  y,  comme  plus  haut  (356). 


CHAPITRE  XII. 

DE  L’HYPERBOLE. 


L’hyperbole  rapportée  à ses  axes,  etc. 

359.  En  plaçant  l’origine  au  centre,  il  existe  (267)  un  système 
unique  de  coordonnées  rectangulaires , pour  lequel  l’équation  de 
l’hyperbole  prend  la  forme 
[J]  y * — m’rr*  = p. 

Lorsque  p = 0,  cette  équation  donne  y = ±mx,  et  alors  ellfe 
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représente  deux  droites.  Laissant  ce  cas  de  côté,  on  a encore  à 
considérer  les  deux  suivants  : 


[1]  y' — ndx*  = b*,  [2]  y1 — »n*x*  = — 6’, 

selon  que  p est  positif  ou  négatif.  Mais  la  première  équation  peut 
se  ramener  à la  seconde  : en  effet,  remplaçons-y  x par  y et  y par  x, 
divisons  tout  par  m',  et  changeons  les  signes  : il  vient 


équation  tout  à fait  semblable  à la  seconde,  et  qui  s’en  déduirait 

\ A1 

en  mettant  dans  celle-ci  — r au  lieu  de  m1,  et  au  lieu  de  6\  Il 

mr  m- 

suit  de  là  que,  pour  découvrir  les  propriétés  de  l’hyperbole,  il 
suffit  de  considérer  l’éq.  [2] . 

3G0.  La  forme  de  cette  équation  montre  sur-le-champ  que  l’ori- 
gine est  au  centre,  et  que  les  axes  des  coordonnées  sont  aussi  des 
axes  de  l'hyperbole  : mais  il  n’arrive  point  ici,  comme  pour  l’el- 
lipse, que  les  deux  axes  rencontrent  la  courbe.  En  effet,  y — 0 

donne  a;  = ± — , et  x = 0 donne  y = ±b \/ — I. 

Ainsi  l’axe  des  x (fig.  130)  est  encore  coupé  en  deux  points  B et  C, 

pour  lesquels  on  a AB  = AC  = Mais  l’axe  des  y ne  rencontre 

pas  la  courbe,  car  x — O donne  des  valeurs  imaginaires  pour  y. 

Soit  — = a : on  tire  de  là  m = -,  et  la  substitution  de  cette 

m a 

valeur  change  l’équation  [2]  en 

[A]  a*  y'  — bixi  = — a’tr. 


L’axe  BC,  égal  à 2a,  est  ordinairement  nommé  premier  axe  ou 
axe  transverse;  et  quoique  l’axe  des  y ne  rencontre  pas  l’hyper- 
bole, on  n’en  porte  pas  moins  sur  cet  axe  les  distances  AD , AE , 
égales  à b,  et  l'intervalle  DE  ou  2 b est  ce  qu’on  est  convenu  de 
prendre  pour  longueur  du  second  axe.  Les  extrémités  du  premier 
axe  sont  les  sommets  de  l’hyperbole. 

Pour  mettre  l’origine  au  sommet  B,  il  faut  changer  x en  x -{-  a, 
et  alors  on  peut  donner  à l’équation  de  l’hyperbole  la  forme 

[A  I y'  — x'). 
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Lorsque  b = a,  les  équations  [A]  et  [h’]  deviennent 
y * — x*  = — ar  et  y * = 2ax  -}-  x * : 

on  dit  alors  que  l’hyperbole  est  êquilat'ere.  Elle  est  parmi  les  hy- 
perboles ordinaires  ce  qu’est  le  cercle  parmi  les  ellipses. 

361 . En  résolvant  l’éq.  [A],  on  a 

v = zt  - Jx*  — fl*. 
a 

Tant  que  x est  moindre  que  a,  y est  imaginaire;  x = AB  = « 
donne  y = 0;  x augmentant  jusqu’à  + y a deux  valeurs 
réelles  et  de  signes  contraires,  qui  augmentent  jusqu’à  l’infini. 
Les  valeurs  positives  de  x déterminent  donc  une  branche  de  courbe 
telle  que  RBS,  qui  s’étend  à l’infini  dans  le  sens  de  Ax,  symétri- 
quement au-dessus  et  au-dessous  de  cet  axe.  Les  valeurs  négatives 
de  x donneront  une  branche  R'CS'  tout  à fait  semblable,  de  l’autre 
côté  de  l’axe  A y : car,  x changeant  seulement  de  signe,  les  valeurs 
de  y demeurent  les  mêmes.  Il  est  clair  d’ailleurs  que  les  deux 
branches  qui  composent  l’hyperbole  présentent  leur  convexité  à 
l’axe  des  y : autrement,  on  pourrait  mener  une  droite  qui  coupe- 
rait cette  courbe  du  second  ordre  en  plus  de  deux  points. 

362.  MP  étant  une  ordonnée  quelconque  de  l’hyperbole,  le 
triangle  rectangle  AMP  donne 

AM  = \fxl+y* = y4c*  -f  ^ (x*  — «*)  = y^a~Jr~  x'  — b'' 

L’abscisse  x pouvant  croître  jusqu’à  l’infini,  AM  peut  croître 
aussi  jusqu’à  l’infini.  Mais,  dans  l’hyperbole,  la  plus  petite  valeur 
de  x est  a;  le  minimum  de  AM  sera  donc  AB  = a.  Ainsi,  le  demi- 
axe  transverse  est  la  ligne  la  plus  courte  (yue  l’on  puisse  mener  entre 
l’hyperbole  et  son  centre. 

363.  L’éq.  [A]  donne  y1  = ~ (x*  — a*)  = (x  — a)  (x  -f-  a). 

— « A* 

Or,»/  = MP,  x — o— BP,  x-f  a=CP;  donc  MP  = — xBPxCP. 

Pour  toute  autre  ordonnée  M'P'  on  aurait  une  semblable  relation; 
MP*  BP  X CP 

donc  ■ f = pp,  çp  • Donc  les  can'és  des  ordonnées,  perpendi- 

culaires au  premier  axe  de  l’hyperbole , sont  comme  les  produits  des 
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distances  comprises  entre  les  extrémités  de  cet  axe  et  les  pieds  des 
ordonnées. 

364.  Pour  chaque  point  appartenant  à l'hyperbole  on  doit  avoir 
d'y*  — b'x*  -f  a* b*  = 0.  Si  un  point  N est  entre  les  deux  branches, 
et  que,  perpendiculairement  à Ay,  on  mène  QN  dont  le  prolon- 
gement rencontre  l’hyperbole  en  M,  il  est  évident  que  l’abscisse 
du  point  N sera  moindre  que  celle  du  point  M,  et  que  l’ordonnée 
sera  la  même;  donc  la  quantité  a*y* — b'x*  -f  a* b',  qui  est  nulle 
pour  le  point  M,  doit  être  positive  pour  le  point  N.  Un  raisonne- 
ment semblable  montre  qu’elle  doit  être  négative  pour  un  point  N 
situé  dans  l’une  ou  dans  l’autre  branche.  Ainsi,  on  a toujours 

t d'y* — b'x*  -f  a* b*  = 0 sur  l’hyperbole , 

d'y* — b'x*  -j-  a b*  > 0 hors  de  l’hyperbole , 
a*y* — b'x*  -f-  a* b*  < 0 dans  l’hyperbole. 

365.  Si  on  rapproche  l’une  de  l’autre  les  équations 

a'y * -f-  b'x*  — a*b*,  a*y*  — b'x*  = — a'b', 

dont  l’une  représente  une  ellipse,  et  l’autre  une  hyperbole,  on  voit 
que,  pour  passer  de  la  première  à la  seconde , il  suffit  de  changer 
b*  en — b*  ou  h en  b \j — T.  Cette  remarque  peut  être  utile  pour 
faire  pressentir  les  propriétés  de  l’hyperbole  qui  ont  quelque  ana- 
logie avec  celles  de  l’ellipse. 

Des  foyers  et  des  directrices. 

366.  Ce  qui  a été  dit  sur  les  foyers  de  l’ellipse  s’applique  à l’hy- 
perbole avec  fort  peu  de  modifications.  Et  d’abord  l’équation  de 
l’hyperbole  étant 

[A]  a*y*  — b'x*  — — a'b*, 

les  foyers  seront  les  points  dont  la  distance  à un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  exprimée  rationnellement  en  fonction  de  l’abscisse 
de  ce  point. 

Soient  donc  x’,  y',  les  coordonnées  d’un  foyer  ; x,  y,  celles  d’un 
point  à l’hyperbole,  et  8 la  distance  de  ces  deux  points  : on  aura 

O»  = (x  —x')*  -f  (y—y')*=x*  — 2x'x  -f-  x’*  -f  y*— ly'y  + yf*. 

Or  y =-  \fx* — a*;  donc  8!,  et  à plus  forte  raison  8,  ne  sera  point 
exprimé  rationnellement  en  x,  à moins  que  le  terme  it/y  ne  dis- 
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paraisse,  ce  qui  exige  qu’on  fasse  rj  = 0.  Alors  en  remplaçant  yt 
par  sa  valeur,  o1  devient 

g»  — a-~^  x% — 2x'.r 4-a tf  — ô*: 

et  il  faudra  que  cette  expression  soit  un  carré  exact.  Cette  condi- 
tion exige  qu’on  ait 

et  de  là  on  tire,  tout  calcul  fait, 

a/  = ± y/«5  -f-  A*. 

Nous  avons  déjà  trouvé  y'  — 0 : ainsi  l’hyperbole  a aussi  deux 
foyers,  placés  sur  son  premier  axe,  de  chaque  côté  du  cenére,  à 
la  distance 

Pour  les  construire,  on  élève  (fig.  15i)  à l’extrémité  du  premier 
axe  une  perpendiculaire  Bll,  égale  à la  moitié  du  second  axe,  on 
joint  AH,  et  du  point  A comme  centre,  avec  AH  pour  rayon,  on 
décrit  une  circonférence  qui  coupe  le  premier  axe  en  deux  points  F 
et  F'  : ces  points  sont  les  foyers.  La  distance  FF'  se  nomme  \’cx- 
centricité  de  l’hyperbole. 

367.  Pour  avoir  les  rayons  vecteurs  FM  et  FM,  faisons 
AF  = \/a*  -f-ô*  =c,  et  substituons,  au  lieu  de  x',  dans  la  valeur 
de  o*,  d’abord  + c et  ensuite— c.  Nous  trouverons,  en  remarquant 
que  c*  — b*  — a*, 

FM*  = ^ — 2 ex  +"o\  FM*  = C-~  + 2 ex  + o?  ; 
a!  a% 

et  par  .suite,  on  aura 


Les  rayons  vecteurs  doivent  être  essentiellement  positifs.  Or,  tant 
que  le  point  M reste  situé  sur  la  branche  placée  du  côté  des  x po- 
ex 

sitifs,  le  terme  — est  positif  et  > «;  donc  alors  il  faut  prendre 

les  signes  supérieurs.  Mais  ce  terme  sera  négatif,  et  toujours  > a, 
si  le  point  M est  sur  l’autre  branche;  donc  alors  il  faut  prendre  les 
signes  inférieurs  pour  que  FM  et  F'M  soient  positifs. 

3C8.  Ces  distances  étant  retranchées  l’une  de  l’autre , on  trouve 
F'M — FM=2a  pour  la  première  branche,  et  FM  — F'M  = 2</ 
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pour  la  seconde;  donc,  dans  l'hyperbole,  la  différence  des  rayons 
vecteurs  est  constante  et  égale  au  premier  axe. 

Pour  un  point  N (fig.  152)  situé  hors  de  l’hyperbole,  on  a 
F'N — FN<2a.  En  effet,  soit  M l’intersection  de  FN  et  de  la 
courbe,  on  a F'N  <F'M  + NM;  retranchant  d’une  part  FN,  et 
de  l’autre,  son  égal  NM -f- MF,  il  vient  F'N — FN<F'M  — MF; 
or,  F'M  — MF  = 2«;  donc  F’N  — FN  <2«.  On  a supposé  que  le 
point  M était  à droite  du  second  axe;  s’il  était  à gauche,  ce  serait 
FN  — FN  qui  serait  moindre  que  2 a. 

Pour  un  point  N'  intérieur  à l’une  des  branches,  on  doit  avoir 
FN' — FN'>2«.  En  effet,  on  a évidemment  FN' < FM -(- MN', 
et  F'N' = F'M  + MN';  donc  par  la  soustraction  il  viendra 
F'N'  — FN'  > F M — FM  ou  F N' — FN'  > 2a. 

Ainsi,  selon  qu’un  point  est  sur  l’hyperbole  ou  au  dehors,  ou  au 
dedans,  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  égal  au  premier  axe, 
ou  moindre  que  cet  axe,  ou  plus  grande. 

369.  Il  est  facile  maintenant  de  décrire  une  hyperbole  dont  on 
connaît  l’axe  transverse  BC  (fig.  132)  et  les  foyers  F et  F.  Du 
foyer  F,  avec  un  rayon  quelconque  BK,  on  décrit  une  circonférence 
de  cercle;  et  de  l’autre  foyer  F',  avec  CB  -j-  BK  pour  rayon,  on 
décrit  une  autre  circonférence.  Les  points  où  ces  circonférences  se 
coupent  appartiennent  à l’hyperbole  : car,  d’après  la  construction, 
on  a toujours  F'M  — FM  = BC. 

On  peut  aussi  décrire  l’hyperbole  d’un  mouvement  continu. 
Fixez  au  foyer  F'  une  règle  F'M  qui  puisse  tourner  autour  de  ce 
point  : attachez  au  point  M et  à l’autre  foyer  F les  extrémités  d’un 
fil  MF,  d’une  longueur  telle  que  F'M  — FM  soit  égal  à l’axe  trans- 
verse CB  ; puis  faites  glisser  une  pointe  le  long  de  la  règle,  de  ma- 
nière qu’une  portion  du  fil  y soit  toujours  appliquée.  La  pointe, 
par  ce  mouvement,  décrit  une  portion  de  l’hyperbole  demandée. 

370.  Suivant  la  marche  tracée  dans  le  chapitre  précédent,  pro- 
posons-nous de  trouver  une  courbe  telle  que  la  différence  des  dis- 
tances de  chacun  de  ses  points  à deux  points  fixes  soit  constante  et 
égale  à une  longueur  donnée  2a. 

F et  F'  (fig.  1 53)  étant  les  deux  points  fixes,  je  mènera  droite  x‘x 
par  ces  points,  et  j’élève  la  perpendiculaire  ÿy  au  milieu  de  FF. 
Je  prends  ces  lignes  pour  axes,  je  désigne  par  x et  y les  coordon- 
nées AP  et  MP  d’un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  par  2c  la 
distance  FF.  Cela  posé,  puisque  la  différence  F'M  — FM  est  égale 
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à 2a,  on  peut  représenter  FM  par  z -}-  a et  FM  par  z — a:  alors 
les  triangles  rectangles  F'MP  et  FMP  donnent 

(*  + «)*  = y* + (*  + *)*, 

(z— a)*  = y*  + (x  — c)*. 

En  retranchant  ces  deux  équations  Fune  de  l’autre,  on  trouve 

ex 

iaz  = Acx,  d’où  z = — : 
a 

et  en  mettant  cette  valeur  dans  Fune  des  équations,  il  vient 
a*ys — (c* — a’)  x*  = — a’(c* — a’). 

On  voit,  comme  on  devait  s’y  attendre,  que  la  courbe  est  une  hy- 
perbole, dont  2a  est  le  premier  axe,  et  2 y /c* — as  le  second. 

371.  Sans  entrer  dans  d’autres  détails  sur  les  foyers,  je  ferai 
remarquer,  comme  pour  l’ellipse,  que  les  foyers  de  l’hyperbole 
seraient  encore  définis  fort  simplement  par  la  propriété  que  les 
rectangles  F'  C x F'  B et  FB  x FC  soient  égaux  au  carré  b' . 

372.  L’hyperbole  a aussi  ses  deux  directrices.  Du  côté  AF 
(fig.  153)  prenez  AH  = d,  et  élevez  la  perpendiculaire  HL.  Si  d’un 
point  quelconque  de  la  courbe  on  abaisse  MR  perpendiculaire  à 
HL,  et  si  on  tire  MF,  on  aura 

ex 

MF  a ex — a’  ^ c 

MR  x — d ex  — cd'*'  a’ 

donc  ce  rapport  sera  constant,  et  égal  à celui  de  c à a,  si  on  choisit 
le  point  H d’après  la  condition  cd  = ai.  On  arrive  à la  même  con- 
clusion sur  quelque  branche  que  le  point  M soit  situé.  Ainsi, 
comme  dans  l’ellipse,  le  demi-axe  AB  doit  être  moyen  projjortionnel 
entre  AF  et  AH. 

Après  avoir  déterminé  AH,  on  peut,  du  côté  AF,  prendre 
AJH'=AH,  élever  la  perpendiculaire  H'L',  et  reconnaître  facile- 
ment que  pour  chaque  point  de  l’hyperbole  les  distances  MF'  et 
MR'  sont  encore  entre  elles  : : c : a. 

HL  et  H'L'  sont  les  directrices  de  l’hyperbole.  On  pourra  dire, 
comme  pour  l’ellipse,  que  les  distances  de  chaque  point  de  l’hyper- 
bole à l’un  des  foyers  et  d la  directrice  voisine  de  ce  foyer , sont  entre 
elles  comme  l’intervalle  des  foyers  est  à l’axe  transverse. 

On  peut  passer  de  cette  propriété  à la  recherche  du  lieu  géomé- 
trique défini  par  l’énoncé  du  n“ 316;  et  en  faisant  m > n dans  les 
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résultats,  on  a vu  qu’on  doit  avoir  une  hyperbole.  Si  on  suppose 
que  F soit  le  point  donné  et  HL  la  droite  donnée,  si  on  divise, 
comme  dans  le  numéro  cité,  la  distance  FH  de  manière  qu’on  ait 
FB  : BH  : : m : n,  si  l’on  prend  m = FB,  n = BH,  et  enfin  si  l’on 
choisit  pour  axes  de  coordonnées  la  ligne  BF  et  la  perpendicu- 
laire BY  élevée  au  point  B,  on  aura  encore  l’équation 


n'y'  + (n*  — m')x'  — imn  (n  -f-  m)  x = 0. 


Mais  ici  le  multiplicateur  de  x'-  est  négatif  puisqu’on  donne  m > n ; 
et  on  trouvera  que  la  ligne  des  abscisses  est  coupée  par  la  courbe 

Qiym 

du  côté  Bx'  à la  distance  BG  — . 

m — n 


L’origine  étant  transportée  au  milieu  A de  BC , l’équation  de 
l’hyperbole  devient 


n'y-  — (m'  — n')  x*  = — 


m'n ' ( m -f-  n) 
m — n 


Les  valeurs  des  demi-axes  sont  a = —nn—  et 

m — n V tn  — n 


avec  ces  valeurs  on  trouve  facilement 


V'  a*  + 6*  : 


ni* 


AF: 


m 1 


m ■ 


m ■ 


AF  X AH  = a*. 


De  là  on  conclut  que  le  point  F est  un  foyer  et  HL  une  directrice. 

373.  Le  lecteur  transportera  sans  peine  à l’hyperbole  les  re- 
marques faites  sur  les  foyers  de  l’ellipse,  n1-  317  et  318. 


De  la  tangente  et  de  ta  normale. 

374.  L’équation  de  l’hyperbole  étant 
[4]  ay_èV  = — d'h1, 

pour  obtenir  celle  de  la  tangente,  les  calculs  sont  les  mêmes  que 
dans  Fellipse,  avec  cette  différence  que  b'  sera  partout  remplacé 
par — b *.  Les  résultats  seront  donc  aussi  les  mêmes , à cette  modi- 
fication près.  Ainsi,  x',  ÿ étant  les  coordonnées  du  point  de  con- 
tact, et  a étant  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé,  avec 
l’axe  des  x,  par  la  tangente  à la  courbe,  on  aura  (319) 

4V 

18 
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et  l’équation  de  la  tangente  sera 

[<]  a't/y  — b'x'x  = — aW. 

375.  Pour  montrer  à posteriori  que  tous  les  points  de  la  tan- 
gente , excepté  le  point  de  tangence , sont  hors  de  l’hyperbole , il 
faut,  d’après  le  n°  364,  prouver  que,  pour  tous  ces  points,  la 
quantité  a'tf  — b'x*  + a'b*  est  positive.  Or,  tirons  de  l’équation  de 
la  tangente  la  valeur  de  y , 

b\x'x  — a*) 

substituons-la  à la  place  de  y dans  la  quantité  aïy*  — bîxi  + a!ô’, 
réduisons  tout  au  môme  dénominateur,  mettons  au  lieu  de  d'y'* 
sa  valeur  b*x ■'* — asôs  tirée  de  l’équation  de  l’hyperbole,  puis  effec- 
tuons divers  calculs  faciles  à apercevoir,  il  vient 

«Y  - ÔV  + a*b*  = b^x  — ay..  _ tfx*  + a'b* 

* 1 a'y* 


bk(x?x — a*)*  -f-  (a'b*  — b2xr)  (b'af*  — a* b*) b\x  — x')* 

= ^ÿî  - ÿi— • 

Ce  dernier  membre  est  essentiellement  positif  : ainsi , sur  la  tan- 
gente, on  a toujours  «y  — b'x*  -j-  a'b2  > 0,  ce  qui  prouve  que 
tous  ses  points  sont  extérieurs  à la  courbe.  Il  n’y  a d’exception  que 
pour  la  valeur  x = x' , laquelle  donne  a* y*  — b'x*  + a'b1  — 0;  et 
cette  valeur  nous  ramène  au  point  de  tangence. 

b*xf 

376.  Si,  dans  la  formule  a = , on  change  le  signe  de  od  et 

de  y',  la  valeur  de  a reste  la  même,  et  on  en  conclut  que  si  une 
droite  menée  par  le  centre  de  l’hyperbole , rencontre  cette  courbe 
en  deux  points,  les  tangentes  en  ces  points  seront  parallèles.  Cela 
résulte  aussi  de  la  symétrie  de  la  courbe  relativement  à ses  axes. 

377.  Si,  dans  la  même  formule,  on  fait  x'  = a et  t/  — 0,  on 
a«  = oo;  donc  la  tangente  au  sommet  B (fig.  154)  est  perpendi- 
culaire à l’axe.  La  même  chose  arrive  au  sommet  C. 

Supposons  que  le  point  de  contact  prenne  toutes  les  positions 
possibles  dans  l’angle  yAx , l’abscisse  x!  croîtra  et  y aussi  ; mais 
on  ne  voit  pas  au  premier  coup  d’œil  la  marche  des  valeurs  de  a. 


Pour  la  rendre  sensible,  remplaçons  x'  par  sa  valeur  - sjÿ2  -f-  b*, 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS.  275 
tirée  de  l’équation  de  la  courbe,  et  il  viendra 


On  voit  bien  à présent  qu'en  faisant  croître  y'  depuis  zéro  jusqu’à 
l’inlini  positif,  a diminue  depuis  l’infini  jusqu’à  donc  la  tan- 
gente MT  va  toujours  en  s’inclinant  davantage  jusqu’à  cette  limite. 
Pour  savoir  ce  qu’est  alors  la  tangente  MT,  cherchons  ce  que 

devient  AT.  En  faisant  y — Ü dans  l’éq.  [t\,  on  trouve  AT  = — . 

. x 
Or,  cette  valeur  diminue  et  tend  sans  cesse  vers  zéro,  à mesure 
que  x’  augmente  ; et  d’ailleurs  elle  est  toujours  de  même  signe 
que  x!  : donc,  à mesure  que  le  point  de  tangence  s’éloigne  sur 
l’hyperbole,  le  point  T se  rapproche  du  centre,  sans  jamais  passer 
de  l’autre  côté;  et  même  il  ne  se  confond  avec  lui  que  lorsqu'on 
suppose  le  point  de  contact  à l’infini. 

A cette  limite,  pour  construire  la  tangente,  il  suffira  de  former 
le  rectangle  HKITK'  sur  les  axes  2a  et  2 b,  et  de  tirer  la  diagonale 

b 

HH'  : car  on  aura  tang  HAB  = - , ainsi  que  cela  doit  être.  Comme 

l’hyperbole  est  symétrique  par  rapport  à chacun  des  axes , cette 
diagonale  est  aussi  la  limite  des  tangentes  qu’on  peut  mener  à la 
courbe  dans  l’angle  opposé  y'Ax'.  Semblablement,  l’autre  diago- 
nale KK'  sera  la  limite  aux  tangentes  des  deux  autres  parties  de 
l’hyperbole.  Quant  aux  équations  de  ces  deux  droites,  elles  sont 

y = ± - x. 
y a 


Dans  l’hyperbole  équilatère  on  a b — a:  alors  ces  droites  divi- 
sent en  parties  égales  les  angles  des  axes,  et  sont  perpendiculaires 
entre  elles. 

378.  En  retranchant  AT  de  AP  ou  x on  aura  la  sous-tangente 


On  doit  remarquer  ici  que  les  valeurs  de  AT  et  de  PT  sont  in- 
dépendantes du  second  axe  2 b,  et  que  par  conséquent  elles  doivent 
être  les  mêmes  pour  toutes  les  hyperboles  décrites  sur  le  même 
axe  transverse. 


% 
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379.  Par  le  centre  et  par  le  point  de  contact,  menez  la  droite 
AM  (fig.  135)  : son  équation  sera  de  la  forme  y = a'x , et  la  condi- 

xf 

tion  de  passer  au  point  de  contact  donne  ;/  = aV,  d’où  «'=  — 


Plus  haut  (374)  on  a trouvé  a 


6V  . 
-r-îî  donc 

«y 


donc  pour  l’hyperbole,  de  même  que  pour  l’ellipse,  le  produit  des 
tangentes  a et  a'  reste  constant.  . 

380.  Si  on  cherche  tang  AMT,  on  trouve 

a’ô* 

tang  AMT  = --  ■■  ■~-T  ■ . 

(a1-) -b^xÿ 

Aux  extrémités  du  premier  axe , ij  est  nul  et  alors  tang  AMT  est 
infinie;  donc,  en  ces  points,  la  tangente  est  perpendiculaire  à la 
droite  qui  jointoie  centre  au  point  de  contact.  Cela  n’arrive  qu’en 
ces  points  : car,  pour  tous  les  autres,  ni  y'  ni  x'  n’est  zéro;  par 
conséquent  tang  AMT  n’est  pas  infinie. 

Quand  le  point  M s’éloigne  sur  la  courbe,  dans  l’angle  ykx, 
x'  et  ÿ augmentent  positivement,  et  peuvent  même  surpasser  toute 
limite;  donc  tang  AMT  diminue  positivement  jusqu  a zéro;  donc 
l’angle  AMT  reste  toujours  aigu,  et  diminue  jusqu’à  zéro  : c’est- 
à-dire  qu’à  l’infini  la  tangente  MT  se  confond  avec  la  droite  AM, 
menée  du  centre  au  point  de  contact. 

381.  Après  avoir  trouvé  (374),  pour  la  tangente  à l’hyperbole, 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  y',  l’équation 

[<]  a*y'y  — tfx'x  = — crb', 

il  est  facile  de  trouver  celle  de  la  tangente  qui  passe  par  un  point 
extérieur.  Si  on  représente  les  coordonnées  de  ce  point  par  x"  et  y", 
elles  devront  satisfaire  à l’équation  [t],  ce  qui  donne 

asy"y'  — 6W  = — a*6!; 

et  puisque  le  point  de  tangence  est  sur  l’hyperbole,  on  a encore 
a’y"  — 6V*  = — a’i1  : 

ces  deux  équations  déterminent  les  inconnues  x1  et  y'. 

Les  valeurs  de  ces  coordonnées  contiennent  un  radical  sous 
lequel  se  trouve  la  quantité  a'if1  — &V'1  -j-  «’ft*  : de  là  on  conclut. 
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comme  pour  l’ellipse,  que  par  un  point  extérieur  on  peut  mener 
deux  tangentes  à l’hyperbole  ; que  ces  tangentes  se  réduisent  à 
une  seule  quand  le  point  donné  est  sur  la  courbe  ; et  enfin  qu’il  n’y 
a plus  de  tangente  possible  quand  ce  point  est  intérieur. 

382.  La  normale  au  point  M (fig.  135)  n’est  autre  chose  que  la 
perpendiculaire  élevée,  par  ce  point,  sur  la  tangente;  et  par  suite 
il  est  facile  de  voir  que  son  équation  est 

M y — y=—  — *)■ 


Pour  avoir  la  distance  AS,  à laquelle  cette  normale  coupe  l’axe 
des  x,  on  fait  y — 0,  et  on  trouve 


a’  + é* 
AS  = — 

a’ 


Cette  expression  diminue  en  même  temps  que  x';  donc,  quand 
le  point  M se  rapproche  du  sommet  B,  le  point  S se  rapproche 
du  centre  A : et  il  ne  passe  jamais  de  l’autre  côté,  car  AS  est  de 
même  signe  que  af.  Il  y a plus;  lorsqu’on  donne  à x'  sa  valeur 
minimum  x'—  a,  AS  atteint  aussi  son  minimum;  et  de  là  on  con- 
clut que  le  pied  de  la  normale  ne  dépasse  jamais  un  certain  point  N 


pour  lequel  on  a AN  = 


a’-H* 

a 


383.  Dans  l’hyperbole,  les  rayons  vecteurs  menés  au  point  de 
tangence  font,  avec  la  tangente,  et  de  différents  côtés  de  cette  ligne, 
des  angles  égaux. 

C’estrà-dire  (fig.  436)  que  les  angles  FMT,  F'MT,  sont  égaux. 
La  démonstration  étant  la  même  que  pour  l’ellipse,  je  laisse  au 
lecteur  le  soin  de  la  développer. 

384.  D’après  cette  propriété,  si  on  veut  (fig.  157)  tracer  une 
tangente  à l’hyperbole,  par  un  point  M pris  sur  cette  courbe,  on 
mène  les  rayons  vecteurs  FM,  F'M,  on  prend  sur  l’un  d’eux 
MK  = FM,  on  tire  KF,  et  on  abaisse  MO  perpendiculaire  à KF;  la 
ligne  MO  est  la  tangente.  En  effet,  d’après  la  construction,  le  trian- 
gle MKF  est  isoscèle,  et  la  perpendiculaire  MO  divise  l’angle  F'MF 
en  parties  égales. 

On  peut  s’assurer  qu’en  effet  cette  ligne  a tous  ses  points  hors 
de  l’hyperbole,  à l’exception  du  point  M : car,  pour  tout  autre,  R 
par  exemple,  on  a RF' — RK-<F'K;  or  RK  = RF  et  F'K  = 2a; 
donc  RF' — RF  < 2 a ; donc  le  point  R est  hors  de  l’hyperbole  (368) . 


\ 
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385.  Remarque.  Le  point  0 étant  le  milieu  de  FK  et  le  centre  A 
étant  le  milieu  de  FT,  la  droite  AO  est  parallèle  à F'K  et  égale  à 
J F'K  : or  F'K  = 2a;  donc  AO=a. 

Donc,  si  des  foyers  de  l'hyperbole  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  tangentes  à cette  courbe,  la  distance  des  pieds  de  ces 
perpendiculaires  au  centre  est  constante  et  égale  au  demi-axe 
transverse;  de  sorte  que  ces  points  ont  pour  lieu  géométrique  la 
circonférence  décrite  sur  cet  axe  comme  diamètre. 

386.  Supposons  maintenant  qu’on  veuille  mener  une  tangente  à 
l’hyperbole  par  un  point  extérieur  T (fig.  138).  Soit  TR  la  tangente 
cherchée  et  M le  point  de  contact  ; si  on  mène  les  rayons  vecteurs 
FM  et  F'M,  qu’on  prenne  F'K  = 2a,  et  qu’on  tire  KF,  la  tangente 
TM  doit  être  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  KF  ; donc  TK=TF; 
donc  le  point  K sera  déterminé  par  la  rencontre  du  cercle  décrit 
du  foyer  F'  avec  un  rayon  égal  à 2a,  et  du  cercle  décrit  du  point  T 
avec  un  rayon  égal  à TF.  Le  point  K étant  connu,,  on  tire  F'K 
et  KF,  puis  on  abaisse  TR  perpendiculaire  sur  KF  : cette  ligne  TR 
est  tangente  à l’hyperbole,  et  le  point  M,  où  elle  rencontre  le 
prolongement  de  F'K,  est  le  point  de  tangence. 

En  effet,  d’après  la  construction,  on  a MK  = MF;  donc 
F'M — MF  = FK=2a;  donc  le  point  M est  sur  l’hyperbole.  De 
plus,  l’angle  KMT  = FMT , donc  TR  est  une  tangente. 

387.  Quand  le  point  T est  hors  de  l’hyperbole,  les  deux  cercles 
se  coupent  en  deux  points;  car  on  peut  démontrer  que  les  condi- 
tions relatives  à l’intersection  des  cercles  sont  alors  remplies. 

En  effet,  si  on  joint  F T,  on  aura  (368)  F'T — TF  < 2a,  d’où 
F'T  <TF  + 2a;  donc  1°  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la 
somme  des  rayons  des  cercles.  Ensuite,  le  triangle  F'TF  donne 
F'F  < F'T-}- TF,  et  a fortiori  2a  < F'T-}- TF -.d’ailleurs,  le  point  T 
étant  supposé  tacitement  plus  près  de  F que  de  F',  on  doit  avoir 
FT  < FT,  et  a fortiori  FT  < F'T  -}-2a  : donc  2°  chaque  rayon  est 
moindre  que  la  distance  des  centres  augmentée  de  l’autre  rayon. 

Donc  les  cercles  se  coupent  en  deux  points,  et  il  y a deux  tan- 
gentes à l’hyperbole.  La  démonstration  est  facile  à modifier  poul- 
ie cas  où  le  point  T serait  plus  près  de  F que  de  F. 

Si  le  point  donné  T est  sur  l’hyperbole  (fig.  159),  la  distance 
des  centres  F’T  est  égale  à la  somme  des  rayons,  les  cercles  se 
touchent  extérieurement,  et  il  n’y  a plus  qu’une  seule  tangente. 

Si  le  point  T est  intérieur  à l’hyperbole  (fig.  160),  la  différence 


j 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS.  279 

FT  — FT  est  plus  grande  que  2a  (368),  et  par  conséquent  la  dis- 
tance des  centres  FT  est  plus  grande  que  la  somme  des  deux 
rayons;  donc  les  cercles  n’ont  plus  de  point  commun;  donc,  par 
le  point  T,  on  ne  peut  plus  mener  de  tangente  à l’hyperbole. 


Des  diamètres. 


388.  Soit  l’équation 

[1]  y = 8*  + p, 

celle  d’une  droite  quelconque  qui  coupe  l’hyperbole  en  F et  G 
(fig.  161).  En  la  combinant  avec  celle  de  l’hyperbole, 

[A]  or  y-  — Alï*  = — «*A% 

on  trouvera  les  coordonnées  des  points  F et  G.  Par  l’élimination 
de  y,  il  vient 

[2]  (a’o8  — b *)  x*  -f  28pa*x  + (p1  + b-)  a*  = 0, 

OU 

+ a*8*  — b*  + a88!  — 6S  “ ü’ 


équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  F et  G. 

La  demi-somme  de  ces  abscisses  est  donc  égale  à la  moitié  du 
coefficient  du  second  terme , pris  avec  un  signe  contraire,  et  cette 
demi-somme  est  l’abscisse  du  milieu  I de  la  corde  FG;  donc,  en 

— 8pa5 


nommant  x cette  abscisse , on  aura  x — ■ 


■ b" 


et  en  mettant 


cette  valeur  dans  l’équation  [1],  on  a l’ordonnée  y = 


•pAa 


a*S*  — 6» 


Supposons  que  8 conservant  la  même  valeur,  p prenne  successi- 
vement tous  les  états  de  grandeur  : la  droite  FG  se  transportera 
parallèlement  à elle-même,  et  les  formules  précédentes  donnent 
toujours  les  coordonnées  des  milieux  de  ces  cordes;  donc  si,  pour 
éliminer  p,  on  divise  y par  x,  l’équation  résultante 


x a’8 


ou 


A* 

y==^8* 


sera  celle  d’un  diamètre.  On  voit  ici,  comme  pour  l’ellipse,  que  les 
diamètres  de  l’hyperbole  passent  par  le  centre.  Et  comme  on  peut 
donner  au  coefficient  de  x toutes  les  valeurs  possibles , en  faisant 


Digitized  by  Google 


280 


DEUXIÈME  PARTIE. 


varier  S de  -f-oo  jusqu’à  — co,  on  conclut  encore  que  toute  droite 
menée  par  le  centre  peut  être  considérée  comme  diamètre. 

Cette  conclusion  souffre  cependant  deux  exceptions.  Lorsqu’on 

suppose  8 = ± - , l’équation  ci-dessus  devient  y = riz  ^ x , et  on 

retrouve  les  deux  droites  déjà  remarquées  comme  étant  les  limites 
des  tangentes  (377).  Or  elles  ne  peuvent  pas  être  des  diamètres; 
car  les  valeurs  de  8 dont  il  s’agit , réduisant  l’équation  [2]  au  pre- 
mier degré,  les  lignes  parallèles  données  par  l’équation  [1]  ne 
rencontrent  plus  l’hyperbole  qu’en  un  seul  point,  et  par  consé- 
quent il  n’existe  pas  de  diamètre  correspondant. 

389.  Pour  l’équation  du  diamètre , on  peut  prendre 


y = ci. 


6* 


Mais  alors  il  faut  établir  entre  8 et  8'  la  relation  8'  = — , ou 

a fi 

88'  = ^. 

a* 


390.  Cette  relation  se  déduirait  de  son  analogue  dans  l’ellipse  en 
changeant  6*  en  — 6*  (336)  : les  conséquences  sont  semblables. 

V 3i  on  nomme  a la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que 
la  tangente,  menée  à l’extrémité  du  diamètre,  fait  avec  l’axe  des  x, 

b 1 

on  a,  entre  « et  S',  la  relation  a8'  = — ; donc  a8'  = 88',  d’où  a = 8. 

a* 

Donc  les  cordes,  qu’un  diamètre  divise  en  parties  égales,  sont  paral- 
lèles à la  tangente  menée  à l’extrémité  de  ce  diamètre. 

b « 

2°  Le  produit  88'  étant  constant  et  égal  à ne  peut  pas  devenir 

égal  à — 1 ; donc  les  axes  actuels  des  coordonnées  sont  les  seuls 
axes  de  l’hyperbole,  puisqu’aucun  autre  diamètre  n’est  perpendi- 
culaire sur  les  cordes  qu’il  divise  en  parties  égales. 
b • 

3°  L’équation  88'  = — montre  que , si  le  diamètre  qui  a pour 

équation  y = 8'x  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
celui  dont  l’équation  est  y = 8x,  réciproquement  le  second  coupe 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  au  premier.  Ainsi,  pour  que 
deux  diamètres  soient  conjugués,  la  condition  est 
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391 .  De  deux  diamètres  conjugués,  il  n’y  en  a qu’un  seul  qui 
rencontre  l’hyperbole.  En  effet,  supposons  que  y = Sx  soit  l’équa- 
tion d’un  diamètre,  et  qu’on  cherche  ses  intersections  avec  la 
courbe,  on  trouve  pour  les  abscisses  de  ces  points 


u t / a*6* 

x y è!_a.sr 


Ces  valeurs  de  x sont  réelles  si  on  prend  8 < -,  positivement  ou 

négativement  j mais  elles  deviendront  imaginaires  si  on  prend 

8 > ^.  Dans  le  premier  cas,  le  diamètre  rencontre  l’hyperbole;  et 

dans  le  second  il  ne  la  rencontre  point.  Or  on  voit,  par  la  relation 

88'  = — , que  si  8 est  < - , on  doit  avoir  81  > donc  tous  les  dia- 
a*  a a 

mètres  qui  coupent  l’hyperbole  ont  leurs  conjugués  parmi  ceux 

qui  ne  la  rencontrent  pas. 

Que  si  on  construit  (fig.  162)  sur  les  axes  de  la  courbe  le  rec- 
tangle AKH'K',  tous  les  diamètres  qui  traversent  les  angles  HAK 
et  H'AK'  font  avec  l’axe  BC  un  angle  dont  la  tangente,  abstraction 

faite  du  signe,  est  < ^ , tandis  que  les  diamètres  qui  traversent 

les  angles  HAK'  et  H'AK  font  avec  BC  un  angle  dont  la  tangente 

est  > -;  donc  les  premiers  sont  ceux  qui  rencontrent  la  courbe, 

et  les  seconds  sont  ceux  qui  ne  la  rencontrent  pas. 

392.  Dans  le  cas  particulier  où  8 = - , on  a aussi  8'  = - : alors 

a a 

les  deux  diamètres  conjugués  se  confondent  avec  la  diagonale  HH'. 

Pareillement,  quand  8 ==  — - , on  a aussi  8'  = — - ; et  alors  les 

a a 

deux  diamètres  se  confondent  avec  l’autre  diagonale  KK'.  Dans  les 
deux  cas,  les  diamètres  ne  rencontrent  l’hyperbole  qu’à  l’infini. 


Des  cordes  supplémentaires. 


393.  Lorsqu’un  diamètre  rencontre  l’hyperbole,  on  nomme 
cordes  supplémentaires  celles  qui  sont  menées  des  extrémités  de  ce 
diamètre  à un  point  quelconque  de  la  courbe . 
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En  reprenant  ici  tous  les  raisonnements  et  tous  les  calculs  qu’on 
a faits  pour  l’ellipse,  on  trouve  que  si  deux  cordes  GM  et  G'M 
(fig.  163)  sont  supplémentaires,  et  qu’on  désigne  par  y et  y'  les 
tangentes  des  angles  MfLc  et  MLx,  on  doit  avoir 


et  réciproquement,  toutes  les  fois  qu’on  a cette  relation  pour  deux 
cordes  qui  passent  aux  extrémités  d’un  diamètre,  ou  pour  deux 
cordes  qui  passent  par  un  même  point  de  l’hyperbole,  on  est  as- 
suré que  ces  cordes  sont  supplémentaires. 

Dans  le  cas  de  l’hyperbole  équilatère  b = a,  et  on  a simplement 
yy'=i  , ce  qui  prouve  que  les  angles  formés  par  les  cordes  sup- 
plémentaires avec  l’axe  transverse  sont  compléments  l’un  de  l’autre. 

394.  L’équation  précédente  donne  des  conséquences  semblables 
à celles  qu’on  a déduites  de  son  analogue  dans  l’ellipse.  Il  suffira 
de  les  énoncer. 

, 1°  Si  deux  cordes  sont  supplémentaires  par  rapport  à un  certain 
diamètre , les  parallèles  à ces  cordes,  meriées  par  les  extrémités  de 
tout  autre  diamètre,  seront  aussi  supplémentaires  relativement  à 
ce  diamètre;  et  ces  nouvelles  cordes  font  entre  elles  les  mêmes 
angles  que  les  premières. 

2°  Soit  BG  (fig.  164)  un  diamètre  quelconque  qui  rencontre  l’hy- 
perbole, et  soit  MT  «ne  tangente  : si  on  mène  le  demi-diamètre  AM, 
la  corde  CN  parallèle  à AM  et  la  corde  supplémentaire  BN,  la  tan- 
gente MT  sera  parallèle  à la  corde  BN. 

Cette  propriété  donne  le  moyen  de  mener  à l’hyperbole  une 
tangente  qui  passe  par  un  point  de  cette  courbe,  ou  qui  soit  pa- 
rallèle à une  droite  donnée  HK.  Et  toutefois,  dans  le  dernier  cas, 
le  problème  n’est  possible  qu’autant  que  la  droite  donnée  HK  est 
telle  qu’une  parallèle,  qu’on  lui  mènerait  par  le  centre,  serait  au- 
dessus  des  limites  des  tangentes  (377). 

3°  Deux  diamètres  parallèles  à des  cordes  supplémentaires  sont 
toujours  conjugués;  et  réciproquement,  deux  diamètres  conjugués 
sont  toujours  parallèles  à des  cordes  supplémentaires. 

De  là  résulte  une  construction  fort  simple  pour  trouver  deux 
diamètres  conjugués  qui  forment  entre  eux  des  angles  donnés. 
Cette  construction  est  représentée  dans  la  figure  165. 

Mais  il  n’arrive  pas  ici,  comme  pour  l’ellipse,  que  les  angles 
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donnés  doivent  être  compris  entre  certaines  limites  : car  l’angle 
aigu  des  cordes  supplémentaires  peut  passer  par  tous  les  états  de 
grandeur,  depuis  l’angle  droit  jusqu’à  zéro.  C’est  ce  qu’on  voit 
clairement  en  cherchant  la  tangente  de  l’angle  CMB  (fig.  1G6).  Or, 
en  supposant  que  BC  soit  l’axe  égal  à 2«,  on  trouve 

„ _ 2a6! 

tangCMB  = ^t_j_  ; 

► 

et  il  est  visible  que  y croissant  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini,  la  tan- 
gente de  CMB  décroît  depuis  l’infini  jusqu’à  zéro. 

Comme  il  y a sur  l’hyperbole  deux  points  M et  N,  au-dessus  de 
l’axe  BC,  pour  lesquels  y a la  même  valeur,  il  y a aussi  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  des  angles 
donnés;  mais  il  n’y  en  a pas  davantage. 

•i°  Les  axes  de  l’hyperbole  étant  des  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires, on  les  trouve  comme  ceux  de  l’ellipse,  par  une  con- 
struction qui  peut  aussi  se  déduire  de  la  symétrie  de  l’hyperbole 
relativement  à ses  axes.  Voyez  la  fig.  167. 

5°  Enfin,  le  centre  de  l’hyperbole  se  découvre  aussi  par  la  même 
construction  que  celui  de  l’ellipse  (fig.  168). 

L’hyperbole  rapportée  à ses  diamètres  conjugués,  etc. 

393.  L’équation  de  l'hyperbole  rapportée  à ses  axes  étant 
[A]  «*y*  — 6,xî = — a’ A* , 

on  en  déduira  l’équation  aux  diamètres  conjugués,  en  cherchant 
les  systèmes  de  coordonnées  pour  lesquels  l’équation  de  cette 
courbe  ne  contient  les  variables  qu’au  carré. 

En  conséquence,  on  substitue  dans  l’équation  [Aj  les  valeurs 

x — ar'cosa  -f-  y'cos  a',  y = .z'sina  -j-  ?/sina', 
on  fait,  pour  abréger, 

A = a’sinV — A’cosV,  B = a’sin’a  — A’cos’a, 

C = a’sina  sin  *' — A’cosacosa', 

et  on  a l’équation  transformée 
( 1 1 Ay'1  + Bx-'*  + 2C  x'y  = — a'b* . 

Pour  qu’elle  ait  la  forme  demandée,  il  faut  poser  C=0,  c’est-à-dire, 
[2]  «Ssin  a sin  a' — 6*cos  « cos  *'=  0 ; 
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et  par  là  on  réduit  l’équation  [1  ] à celle-ci 
[3]  Ay',+  B^*  = — a'P. 


396.  Pour  y'  = 0,  on  a x'i= 


—a'b1 


et  pour  x'—  0,  on  a 


y 


B «*sin*a — 6’cos’a  * 

— û’è*  — a’A5 


A a’sinV — 6*  cosV’ 

Ces  valeurs  sont  de  signes  différents,  car  la  relation  [2]  donne 
a!sin*a  X a*sinV'=  A*COsV  X A’cos’a'; 


et  on  voit  que  si  a!sinV  est  moindre  que  A’cosV,  il  faut,  par  com- 
pensation, que  a’sinV  soit  plus  grand  que  ô’cos’a',  et  récipro- 
quement. Donc  l’un  des  nouveaux  axes  est  rencontré  par  la  courbe, 
et  l’autre  ne  l’est  point,  ce  qu’on  savait  déjà  (391). 

Prenons  pour  axe  des  x'  celui  qui  est  rencontré,  et  désignons 
par  2 a'  la  partie  de  cet  axe  comprise  dans  l’hyperbole,  on  aura 

m i = ~a'b'=  ~a'b' 

° B a’sinV — 4’  cos1  a ' 


Puisque  la  ligne  des  y'  n’est  point  rencontrée  par  la  courbe,  dési- 
gnons par  — 6'*  la  valeur  négative  de  y1*,  et  on  aura 


[51 


a’A’ a*6* 

A a*  sin*  a' — b ’ cosV 


■ — - a*b* 

A présent,  en  remplaçant  A et  B par  leurs  valeurs  et  — - — , 

r a * 


l’équation  [3]  devient 

[A,]  a'*ÿ' * — b,ix't=—a!ib'*. 


Le  diamètre  sur  lequel  se  comptent  les  x',  celui  qui  rencontre 
la  courbe,  se  nomme  premier  diamètre  ou  diamètre  transverse,  et 
sa  longueur  est  2a'.  L’autre,  sur  lequel  se  comptent  les  y',  se 
nomme  second  diamètre;  et,  quoiqu’il  ne  rencontre  pas  l’hyper- 
bole, on  convient  de  lui  donner  2 b'  pour  longueur. 

397.  L’équation  [2]  étant  divisée  par  ascosa  cos  a'  donne 

A* 

[6]  tanga  tanga' = -; 


et  l’on  voit  qu’en  donnant  à l’axe  des  x'  une  position  particulière , 
ce  qui  revient  à déterminer  a,  on  aura  une  valeur  réelle  pour 
tang  a ' : ainsi  chaque  diamètre  a son  conjugué.  Mais  il  faut  re- 
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marquer  qu’on  ne  doit  point  faire  tang  a = ± - : car  alors  on  n’au- 
rait pas  de  vrais  diamètres  (388).  D’ailleurs,  ces  hypothèses  don- 
neraient tanga'  = ±;^;  donc,  dans  les  deux  cas,  l’axe  des  »/ 

coïnciderait  avec  celui  des  x',  ce  qui  montre  assez  clairement  que 
ces  lignes  ne  peuvent  plus  être  des  diamètres  conjugués. 

De  plus,  comme  l’éq.  [6]  est  semblable  à celle  qui  lie  entre  elles 
les  directions  des  cordes  supplémentaires  (393) , il  s’ensuit  que  si 
l’une  des  cordes  est  parallèle  au  premier  diamètre,  l’autre  sera 
parallèle  au  second.  On  retombe  ainsi  sur  ces  propriétés  déjà  con- 
nues (294)  : deux  diamètres  conjugués  sont  parallèles  à deux  cordes 
supplémentaires;  et  réciproquement,  deux  diamètres  pai'allèles  à 
des  cordes  supplémentaires  sont  des  diamètres  conjugués. 

Dans  l’hyperbole  équilatère  b = a,  donc  tang  a tang  a = i ■ donc 
les  angles  a et  a'  sont  compléments  l’un  de  l’autre. 

398.  Pour  connaître  s’il  y a d’autres  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires que  les  deux  axes,  faisons  a'  = 90“  a,  ce  qui  donne 
sin  a'  = cos  a et  cosa'  = — sina.  L’équation  [2]  devient  celle-ci 
(a*  -f-  ô*)  sin  a cos  a = 0,  qui  ne  peut  se  véritier  qu’en  faisant 
sin  a = 0 ou  cos  a — 0 ; et  ces  valeurs  ramènent  aux  axes  primitifs. 

399.  Si  on  veut  que  les  diamètres  conjugués  de  l’hyperbole 
soient  égaux,  on  égalera  entre  elles  les  valeurs  de  a'1  et  de  b'*.  On 
aura  a*sin*a — b- cos*a  = — a’sinV-j-é’cosV;  et,  en  remplaçant 
cos*a  par  1 — sin’a,  et  cosV  par  1 — sinV,  cette  équation  donne 


[71 


sin*a  + sinV 


26* 

a*  + 6*’ 


Si  on  transporte  le  second  terme  de  l’équation  [2]  dans  l'autre 
membre,  qu’on  élève  le  tout  au  carré,  et  qu’alors  on  fasse  les 
mêmes  substitutions  que  ci-dessus , on  trouve  facilement 


[81 


sin*a  sinV 


(a*  + b‘f 


Du  carré  de  l’équation  [7]  retranchons  quatre  fois  celle-ci,  il  vient 
(sin’a  — sinV)1  =0;  donc 

sinV  = sin*a , cos V = cos’a , tang  a!  — ± tang  a. 


Mais  l’éq.  [6]  prouve  que  les  deux  tangentes  sont  de  même  signe; 
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donc  tang  a'  = tang  a,  et  par  suite  l’éq.  [6]  donne 

tang  a = tang  d = ± \ 

Ainsi,  dans  l’hyperbole,  le  calcul  indique,  pour  diamètres  conju- 
gués égaux,  deux  droites  réunies  en  une  seule,  et  dirigées  suivant 
l’une  ou  l’autre  des  diagonales  du  rectangle  fait  sur  les  axes. 

400:  Dans  l’hyperbole  il  y a deux  théorèmes  tout  à fait  analo- 
gues à ceux  du  n°  350;  et,  comme  ils  se  démontrent  de  la  même 
manière,  je  me  bornerai  à les  énoncer. 

Théorème  I.  Le  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  est  équivalent  au  rectangle  des  axes. 

Théorème  II.  La  différence  des  carrés  des  diamètres  conjugués 
est  égale  à la  différence  des  carrés  des  axes. 

401 . De  ce  qui  précède,  il  suit  que,  dans  les  problèmes  relatifs 
à l’hyperbole,  on  pourra,  si  cela  paraît  plus  commode,  substituer, 
aux  éq.  [2],  [4]  et  [5],  celles-ci  qui  en  sont  déduites  : 

tang  a tang  <*  = — . 

a!  b'  sin  (a  — a)  = ab, 

«'*  — *'*=  a*— 6*. 

La  dernière  montre  que  si  a ==  b,  on  a aussi  a'  — b';  donc,  dans 
l’hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conjugués  sont  égaux.  Cette 
propriété  a lieu  dans  le  cercle;  mais  les  diamètres  conjugués  y sont 
rectangulaires,. tandis  que,  dans  l’hyperbole  équilatère,  ils  font 
avec  Taxe  transverse  des  angles  compléments  l’un  de  l’autre. 

Dans  les  hyperboles  ordinaires,  a étant  différent  de  b,  a'  ne  sau- 
rait être  égal  à b1,  et  il  n’y  a pas,  à proprement  parler,  de  dia- 
mètres conjugués  égaux. 

402.  En  ôtant  les  accents  des  variables,  l’éq.  [A,]  sera 

[A,]  a'*y*  — b'txi  = — a'1  b'*. 

Elle  est  toute  semblable  à l’éq.  [/«]  relative  aux  axes;  donc  les  pro- 
priétés indépendantes  de  l’inclinaison  des  ordonnées  seront  com- 
munes aux  axes  et  aux  diamètres  conjugués.  Ainsi  : 

1°  Les  carrés  des  ordonnées,  parallèles  au  second  diamètre, 
sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments  formés  sur  le 
premier  (363). 

2“  Selon  qu’un  point  donné  est  situé  sur  l’hyperbole,  ou  au 
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dehors  ou  au  dedans,  la  quantité  a’*  if  — b'ixi  + a'b'*  sera  nulle, 
positive  ou  négative  (364). 

3°  En  désignant  par  a le  rapport  de  sinus , égal  au  coefficient 
de  x dans  l’équation  générale  de  la  ligne  droite,  on  aura  pour  la 
valeur  de  »,  relative  à la  tangente  (374), 

i'V 
* a'V  ’ 

et  l’équation  de  la  tangente  sera  encore 
a'*î/y  — à'*sdx  = — 


Les  limites  des  tangentes  auront  pour  équation  (377) 


d’où  l’on  conclut  qu’elles  se  confondent  avec  les  diagonales  du 
parallélogramme  construit  avec  les  diamètres  conjugués  (tig.  169). 
La  sous-tangente  est  encore  (378) 


et  on  aura  toujours  entre  les  valeurs  de  a et  de  a',  relatives  à la 
tangente  et  au  diamètre  mené  par  le  point  de  tangence,  la  relation 


4°  Si  y — Sx  + p est  l’équation  d’une  corde  quelconque  de 
l’hyperbole,  et  si  y — o'x  est  celle  du  diamètre  qui  passe  par  les 
milieux  des  cordes  parallèles , on  aura  (389)  la  relation 


et  cette  relation  a encore  lieu  pour  deux  diamètres  conjugués  dont 
les  équations  seraient  y — Sx  et  y = o'x  (390),  aussi  bien  que  pour 
deux  cordes  supplémentaires  menées  aux  extrémités  d’un  diamètre 
quelconque  (393). 

403.  L’hyperbole  étant  rapportée  à deux  diamètres  conjugués, 
si  on  veut  lui  mener  des  tangentes  par  un  point  extérieur,  et  qu’on 
répète  les  mêmes  raisonnements  que  pour  l’ellipse  (338),  on  aura 
ce  théorème  : 

Si  de  chaque  point  d’nne  droite  donnée , on  mène  deux  tangentes 
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à une  hyperbole , et  qu'on  tire  une  droite  par  les  deux  points  de  con- 
tact, on  aura  des  sécantes  qui  se  rencontreront  toutes  au  même  point 
sur  le  diamètre  conjugué  de  celui  qui  est  parallèle  à la  droite  donnée. 

Et  réciproquement,  si,  par  un  point  donné  dans  le  plan  d’une 
hyperbole,  on  tire  différentes  sécantes,  et  que,  par  les  points  o'u 
chaque  sécante  rencontre  la  courbe,  on  mène  deux  tangentes,  le  lieu 
des  points  d’intersection  de  ces  tangentes,  ainsi  prises  deux  à deux, 
sera  une  droite  parallèle  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  fiasse  par 
le  point  donné. 

404.  L’éq.  [A,]  montre  encore  que,  pour  décrire  une  hyperbole 
dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués,  il  faut  décrire  une  hy- 
perbole sur  ces  diamètres  comme  s’ils  étaient  les  axes,  et  incliner 
ensuite  convenablement  les  ordonnées. 

Des  asymptotes. 

40o.  Supposons  que  l’équation 

asy*  — b'x'  = — a' b' 

soit  celle  d’une  hyperbole  rapportée  à deux  diamètres  conjugués 
quelconques  : on  tire 

y = ± - Jx* — a’, 
a 

Si  on  fait  abstraction  du  terme  — à1,  qui  se  trouve  sous  le  radical 
on  aura  deux  droites  représentées  par  les  équations 
. b b 

y=+-ax>  y=-~ax> 

et  ces  droites  seront  les  asymptotes  de  l’hyperbole.  Cela  est  évi- 
dent d’après  la  règle  donnée  à la  lin  du  n°  248;  mais  on  peut  le 
démontrer  directement. 

Pour  plus  de  clarté , ne  considérons  sur  la  courbe  et  la  droite 
que  les  parties  situées  dans  l’angle  yAx  (fig.  170)  : la  différence 
des  ordonnées,  correspondant  à une  même  abscisse,  sera 

MN  = -(x  — <Jx*  — a’). 
a 

Comme  la  partie  positive  + x est  la  partie  négative  — sjxx  — a* 
croissent  et  deviennent  infinies  en  même  temps,  on  ne  reconnaît 
pas  immédiatement  si  cette  différence  va  en  diminuant.  Mais  une 
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transformation  connue,  et  déjà  employée  n“  248,  donne 

MN_  V^*— ' + — ' «*)_.  ab 

a a;-f -\fx*  — a*  x-\-\Jxf — a' 

alors  on  voit  clairement  qu’en  faisant  croître  x jusqu’à  l’infini,  MN 
décroît  jusqu’à  zéro.  On  raisonne  de  la  même  manière  pour  les  por- 
tions d'hyperbole  comprises  dans  les  autres  angles , et  on  conclut 
que  les  deux  droites  dont  il  s’agit  sont  en  effet  les  asymptotes. 

406.  Si  on  construit  sur  les  diamètres  conjugués  (fig.  170)  un 
parallélogramme  HKHK',  les  équations  des  diagonales  HH'  et  KK' 

sont  y = ± —,  x.  Donc  les  asymptotes  de  l'hyperbole  coïncident  avec 

les  diagonales  du  parallélogramme  formé  sur  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques. 

En  rapprochant  cette  conséquence  du  n"  402 , on  voit  que  les 
asymptotes  peuvent  aussi  être  considérées  comme  limites  des 
tangentes. 

407.  Les  côtés  HK,  H'K',  menés  par  les  extrémités  du  premier 
diamètre  BC,  sont  tangents  à l’hyperbole,  et  divisés  en  parties  égales 
aux  points  B et  G,  de  sorte  qu’on  a BH  = BK  = b' ; donc,  en  ter- 
minant la  tangente  aux  points  où  elle  rencontre  les  asymptotes,  on 
peut  dire  qu'elle  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de 
contact,  et  qu’elle  est  égale  et  parallèle  au  diamètre  conjugué  de 
celui  qui  aboutit  à ce  point. 

Il  suit  de  là  qu’on  peut  facilement  mener  la  tangente  en  un  point 
B de  l’hyperbole,  lorsqu’on  connaît  les  asymptotes.  En  effet,  si  on 
mène  BQ  parallèle  à l’une  d’elles,  à AH  par  exemple,  qu’on  prenne 
QK  = AQ , et  qu’on  mène  la  droite  KBH , elle  sera  la  tangente 
cherchée  : car,  à cause  des  parallèles  BQ  et  AH,  on  a BH  = BK. 

Il  est  facile  aussi,  quand  on  donne  un  diamètre  qui  rencontre  la 
courbe,  de  trouver  son  conjugué  : car,  ayant  mené  la  tangente  HK 
par  l’une  des  extrémités  de  ce  diamètre,  il  suffira  de  mener  la 
droite  DE  parallèle  à HK,  et  de  prendre  AD  = AE  = BH. 

408.  La  propriété  de  la  tangente  n’est  qu’un  cas  particulier  de  ce 
théorème  général  : les  portions  d’une  sécante  quelconque,  comprises 
entre  l’hyperbole  et  ses  asymptotes , sont  égales  entre  elles. 

Il  s’agit  donc  de  démontrer  que  M'N'=MN  (fig.  474).  Par  le 
milieu  P de  MM'  et  par  le  centre  A , menons  le  diamètre  Kx , et 
supposons  qu’il  rencontre  l’hyperbole  en  B : son  conjugué  ky  sera 

19 
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parallèle  à MM'.  Or,  si  par  le  point  B,  entre  les  asymptotes,  on 
mène  HK  parallèle  à A y,  on  doit  avoir  BH  = BK;  donc  Ax  divise  en 
parties  égales  toutes  les  parallèles  à HK , comprises  entre  les  asym- 
ptotes ; donc  NP=N'P  ; donc  NP— MP=N'P— M'P ; donc  MN=M'N\ 

La  démonstration  ne  serait  pas  plus  difficile  si  le  diamètre  Ax  ne 
rencontrait  pas  (l’hyperbole. 

On  a maintenant  un  nouveau  moyen  très-simple  de  décrire  une 
hyperbole , quand  on  en  connaît  un  point  M ainsi  que  la  position 
des  asymptotes.  On  mène  de  ce  point  une  droite  quelconque  NMN', 
qu’on  termine  aux  asymptotes;  et  en  portant  NM  de  N’  en  M' le 
point  M' appartient  à la  courbe.  En  répétant  cette  construction,  on 
trouve  autant  de  points  qu’on  veut. 

Pour  le  tracé , il  est  commode  de  ne  pas  mener  toutes  les  lignes 
par  un  seul  point  M,  et  de  faire  servir  à cet  usage  quelques-uns  de 
ceux  qu’on  détermine.  On  évite  ainsi  la  confusion  qui  résulterait 
d’un  grand  nombre  de  lignes  passant  par  un  même  point. 

On  peut  employer  cette  construction  quand  on  connaît  la  grandeur 
et  l'angle  de  deux  diamètres  conjugués;  car  alors  on  connaît  deux 
points  de  l’hyperbole,  et  il  est  facile  de  déterminer  les  asymptotes. 

409.  En  désignant  par  a et  b les  demi-diamètres  conjugués  AB 
et  AD  (fig.  171),  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ces  deux 
diamètres  est 

a*y*  — b'x*  — — a!è’, 
et  celle  de  l’asymptote  AH  est 

b 

y = -x. 

9 a 

En  nommant  y et  Y les  ordonnées  de  la  courbe  et  de  la  droite , qui 
répondent  à la  même  abscisse  AP,  on  a 
b'x*  b * 

mais  Y— y = MN,  et  Y + y = PM  + PN  = PM  + PN'  = MN'; 
donc  MN  x MN'  = Y* — y*  = b\ 

Si  la  sécante  était  parallèle  au  diamètre  2a,  on  ferait  voir  sem- 
blablement que  MV  x MV'  = a*. 

Donc,  lorsqu'une  sécante  à l’hyperbole  est  parallèle  à un  diamè- 
tre, le  rectanyle  des  parties  de  cette  sécante , comprises  entre  un  point 
de  la  courbe  et  les  asymptotes,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre. 

De  là  résulte  un  moyen  de  trouver  deux  diamètres  conjugués, 
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quand  on  connaît  Ja  direction  de  l’un  d’eux  Ay,  les  asymptotes  et 
un  point  de  la  courbe.  Par  le  point  connu  M,  on  mène,  entre  les 
asymptotes,  NM  N'  parallèle  à A y : le  demi-diamètre  AD  sera 
moyen  proportionnel  entre  MN  et  MN'.  Connaissant  AD,  on  mène 
A x par  le  centre  A et  par  le  milieu  P de  NN';  on  mène  aussi,  pa- 
rallèlement à Ax,  la  ligne  DH  qui  coupe  l’asymptote  en  H;  enfin 
on  mène,  parallèlement  à AD,  la  droite  HB  qu’on  termine  à Ax 
en  B : AB  sera  le  demi-diamètre  conjugué  de  AD. 

La  même  propriété  sert  encore  à trouver  les  axes  quand  on  a 
deux  diamètres  conjugués  : car  alors  on  connaît  un  point  de  l’hy- 
perbole, on  peut  tracer  les  asymptotes  et  avoir  la  direction  des 
axes  en  divisant  en  parties  égales  les  angles  des  asymptotes.  Le 
reste  s’achève  facilement. 

440.  Les  droites  BQ,  BR  (fig.  170),  étant  menées  parallèles  aux 
asymptotes,  le  triangle  ABR  est  égal  à ABQ:  mais  les  triangles  ABQ 
et  BQK  sont  équivalents  puisque  AQ  = QK;  donc  le  parallélo- 
gramme AQBR  est  équivalent  au  triangle  ÂBK.  Or,  ce  triangle  est 
la  huitième  partie  du  parallélogramme  HKH'K',  dont  l’aire  est 
constante  quelle  que  soit  la  position  du  point  B (400);  donc  l’aire 
du  parallélogramme  formé  par  les  asymptotes  de  l'hyperbole  et  par 
les  parallèles  menées  à ces  lignes,  d’un  point  quelconque  de  la 
courbe,  est  constante,  et  égale  à la  huitième  partie  du  rectangle  des 
axes  ou  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres  conjugués. 

L’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes. 

444.  Si  on  prend  l’asymptote  inférieure  (fig.  472)  pour  la  ligne 
des  x,  et  l’asymptote  supérieure  pour  celle  des  y;  si  par  un  point 
quelconque  de  l’hyperbole  on  mène  les  coordonnées  MP,  MQ,  et 
si  on  désigne  par  p l’angle  des  asymptotes,  faire  du  parallélo- 
gramme APMQ  sera  exprimée  par  #ysinp.  Cette  aire  doit  être 
constante  et  égale  à la  huitième  partie  du  rectangle  des  axes; 
donc,  si  ces  axes  sont  donnés  et  qu’on  les  représente  par  2a  et  24, 
l’équation  de  l’hyperbole,  rapportée  à ses  asymptotes,  sera 

. „ ab  ab 

sys,niJ  = — ou  ^ = 55^. 

On  peut  exprimer  sin  p au  moyen  de  a et  de  b.  Élevons  à l’extré- 
mité du  premier  axe  la  perpendiculaire  BH  terminée  à l’asym- 
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ptote  Aÿ  : la  ligne  BH  sera  égale  à 6,  et,  si  on  désigne  par  6 l’an- 
gle BAH,  le  triangle  ABU  donnera 

b 


sinô  = 


cos8: 


vV-M1 


2aè 


Or,  sin p = sin  28  = 2sin8  cos0  ; donc  sin p = i Par  consé- 

quent l’équation  de  l’hyperbole  devient 


IAJ 


xy. 


La  forme  de  cette  équation  rappelle  sur-le-champ  que  les  asym- 
ptotes sont  prises  pour  axes  des  coordonnées  : car  on  en  tire 

a*+è‘ 

y=-ïT> 


valeur  qui  est  nulle  lorsque  x = ± co,  et  qui  augmente  de  zéro 
à dzoo  quand  on  fait  décroître  x jusqu’à  zéro.  Il  en  est  de  même 
des  valeurs  de  ^comparée  s à celles  de  y. 

412.  Quand  on  veut  trouver  l’équation  aux  asymptotes  en  par- 
tant de  l’équation  aux  axes 
|A]  ay—b'x'—  — a'bi, 

on  a recours  aux  formules 


x ==  x'  COS  a -f-  y'  COS  a',  y = x!  sin  a -j-  y'  si  n a’. 

Il  faut  d’abord  y mettre  au  lieu  de  sin  a,  cos  a,  sin  a',  cos  a',  les 
valeurs  qui  se  rapportent  aux  nouveaux  axes  dont  on  fait  choix. 
En  prenant,  comme  dans  le  numéro  précédent,  les  x'  sur  l’asym- 
ptote inférieure  Ax'  (fig.  173),  et  les  y'  sur  l’asymptote  su- 
périeure Aÿ',  l’angle  a'  sera  égal  à y'Ar,  et  l’angle  a égal  à 
360°  — xfkx.  Or,  si  on  élève,  à l’extrémité  de  l’axe  transverse 
la  perpendiculaire  BH  = b,  le  point  H doit  être  sur  l’asymptote; 
par  conséquent  le  triangle  ABH  donne,  comme  plus  haut, 

sina'  = — - cos  a’  = ——  — . Puis,  si  on  observe  que 
y/  a’-j-  6*  y/a’-f-  b’ 

a = 360°  — a',  on  aura 

, —b  a 

siûot  = — sina  =-  — , cos  a = cos  a = — . 

y a*  -j-  b*  y/a1  -|-  b* 
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Par  suite,  les  formules,  pour  passer  des  axes  aux  asymptotes,  sont 

x = + ^ „ = Mzz. îl 

vV-f  A1)’  ' v/«*  + *’) 

Il  n’y  a donc  plus  qu’à  substituer  ces  valeurs  dans  l’équation  [A]. 

Il  vient  ainsi,  en  ôtant  les  accents  dont  on  n’a  plus  besoin, 

l*J  æy  = !(«*  + A’): 

Pour  plus  de  simplicité,  posons  } (n*  -(-  A’)  = m’,  l’équation  sera 
[A,]  xy  = m'-. 

Telle  est  l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes. 
Le  carré  m i se  nomme  la  puissance  de  l’hyperbole. 

Al 3.  Soient  a i,  y\  et  x”,  y",  les  coordonnées  de  deux  points  de 
l’hyperbole,  si  on  mène  une  sécante  par  ces  points,  et  si  on  fait 


l’équation  de  la  sécante  sera 

[1]  y — y’  = «(x  — x'). 

On  doit  avoir  xfy'  ==  m’,  x"y"  ==  mu,  et,  en  retranchant  la  2“  éga- 
lité de  la  1 re,  il  vient  x'ÿ  — x"y"  — 0.  Cette  équation  peut  s’écrire 
ainsi  x\xj  — y")  + y"(x'  — x")  = 0,  et  alors  on  en  tire 


Si  on  veut  que  la  droite  devienne  tangente,  il  faut  supposer 
x"  = a/,  y"  — y'.  Par  ces  hypothèses,  a se  réduit  à — ^ ; par  con- 
séquent l’équation  de  la  tangente  sera 

y — y'  = _|(ar  — x’). 


414.  En  faisant  y = 0 dans  cette  équation,  on  trouve,  pour  le 
pied  de  la  tangente  MT  (fig.  174),  x = AT  = 2x';  donc  AT  = 2AP 
et  par  suite  MT  = MR,  comme  au  n°  407. 

415.  Reprenons  l’éq.  [1]  de  la  sécante  MM'.  En  y faisant  y=0, 

il  vient  x'  — x = PS  = — — j puis,  en  remplaçant  a par  sa  valeur 


y"  yV  t/'x" 

générale  — relative  à la  sécante,  on  a PS  = — - = 

* ' '■  y y 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS.  295 

Si  on  ajoute  d’abord  les  deux  premiers  rectangles,  ensuite  les 
trois  premiers,  puis  les  quatre  premiers,  et  toujours  de  même,  les 
sommes  seront  2(x' — 1),  3(x' — 1),  i[xf — \),  etc.  Donc  les  aires 
rectangulaires,  commençant  à l’abscisse  AC  = t , et  terminées  aux 
abscisses  successives,  pourront  se  représenter  comme  il  suit  : 

abscisses  t,  x'  z?*,  a/’, z!'  ou  x , 

aires  0,  x' — 1,  i(x’  — 1),  3(zf — l),...n(a^ — 1). 

On  met  zéro  pour  la  première  aire,  parce  que  l’aire  comprise  entre 
BC  et  BC  lui-même  est  nulle. 

On  voit  que  les  abscisses  forment  une  progression  géométrique 
qui  commence  par  l’unité,  et  les  aires  une  progression  arithmé- 
tique qui  commence  par  zéro  ; donc  les  aires  rectangulaires,  com- 
prises entre  BC  et  les  autres  ordonnées  successives,  sont  les  loga- 
rithmes des  abscisses  auxquelles  ces  ordonnées  correspondent. 

Cette  conséquence  étant  indépendante  du  nombre  des  divisions 
faites  sur  CP,  doit  s’appliquer  encore  au  cas  où  leur  nombre  de- 
vient infini,  ou,  en  d’autres  termes,  au  cas  où,  au  lieu  de  passer 
du  point  C au  point  P par  un  nombre  fini  d’abscisses  en  pro- 
gression géométrique,  on  passerait  successivement  par  toutes  les 
abscisses  intermédiaires.  Mais  alors  les  aires  rectangulaires  ne  sont 
plus  autre  chose  que  les  aires  hyperboliques  comprises  entre  CB 
et  les  ordonnées  correspondant  à ces  abscisses.  De  la  résulte  ce 
beau  théorème,  que  les  aires  hyperboliques  telles  que  BCPM  sont  les 
logarithmes  des  abscisses  correspondantes  AP. 

Quelle  est  la  base  du  système  dans  lequel  se  prennent  ces  loga- 
rithmes? Cette  question  revient  à déterminer  un  nombre  tel  qu’en 
l’élevant  à la  puissance  indiquée  par  l’une  de  ces  aires , on  trouve 
pour  résultat  l’abscisse  correspondante.  Reprenons,  dans  les  pro- 
gressions ci-dessus,  les  termes  correspondants 

x et  n[x' — 1), 

dont  le  second  exprime  la  somme  des  rectangles  compris  entre  BC 
et  MP.  En  faisant  n = cr-,  cette  somme  doit  devenir  égale  à l’aire 
hyperbolique  BCPM  : c’est  pourquoi  je  poserai  l’équation 

[1]  E»(*'-‘)  = x, 

et  je  déterminerai  la  valeur  de  E qui  répond  à la  valeur  «=  co. 
Nous  aurons  alors  la  base  cherchée. 

Comme  la  valeur  de  E doit  rester  la  même  quel  que  soit  x , je 
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choisirai  pour  x la  valeur  qui  rend  l’exposant  de  E égal  à 1 , lors- 
qu’on fait  n = oo,  En  conséquence,  je  poserai 

[2]  n(x' — 1)  = 1. 

Il  ne  faut  pas  oublier  qu’on  a afn  — x,  de  sorte  que  cette  équation 
revient  à celle-ci 

n (y/x — l)  = i : 

c’est  donc  de  cette  dernière  équation  qu’il  faut  tirer  la  valeur  de  x 
correspondant  à n = cc.. 

Elle  donne  d’abord 

-(*+?)'■ 


Ensuite,  si  on  développe  la  puissance,  il  vient 

x 


, , n /i\  , n n—  1 fi\*  n n — I n — 2 /i\* 

* + r(d  + r-— (;)  +!•—•  — (;)  +clc' 


1 \n 


= 2+  (i~à) + 

+ G_â)G_l;)(ï_è) +etc-; 


et,  en  supposant  n = co,  on  trouve 


x=2  + ^ + ô+ôr*+etc- 


On  démontre  en  algèbre  que  la  valeur  exacte  de  cette  série  nu- 
mérique est  irrationnelle.  Mais  si  on  prend  dans  la  série  un  nombre 
suffisant  de  termes,  on  peut  obtenir  cette  valeur  avec  une  aussi 
grande  approximation  qu’on  veut.  En  la  désignant,  selon  l’usage , 
par  e,  on  trouve 

e = 2,718  281  828459  045... 

Maintenant,  pour  l’indéterminée  x,  prenons  cette  valeur  par- 
ticulière, et  l’équation  [1]  devient 

13]  E”(*''1)  = e. 

Mais  l’équation  [2]  doit  se  vérifier  en  posant  x = e et  n = 
donc  l’exposant  de  E,  dans  l’équation  [3],  se  réduit  à 1 quand 
on  fait  n = oo,  donc  E = e.  Ainsi,  c’est  le  nombre  e qui  est  la  base 
du  système  dans  lequel  il  faut  prendre  les  logarithmes  des  ab- 
scisses AP,  (jour  avoir  les  aires  hyperboliques  telles  que  BGPM. 
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Ces  logarithmes  sont  ceux  que  Néfer,  inventeur  des  logarithmes, 
calcula  d’abord,  et  on  leur  donne  le  nom  de  Népériens.  Je  les  indi- 
querai par  la  lettre  L,  et  en  conséquence  j’écrirai 

aire  BCPM  = Lx. 

Cette  formule  donne  aussi  les  aires  qui  répondent  aux  abscisses 
< AC , pourvu  qu’on  regarde  comme  négatives  les  aires  telles  que 
BCQN,  qui  sont  placées  à gauche  de  BC.  En  effet,  si  on  mène  BG 
et  NH  perpendiculaires  sur  Ay,  on  aura  BGHN  = Ly  : car  tout  est 
semblable  pour  chaque  asymptote.  Or  BCQN  = BCAG  BGHN 
— NQAH,  et,  à cause  de  xy  = l,  on  a BCAG  = NQAH  = 1;  donc 

BCQN= BGHN = Ly  = L - = — Lx. 

x 

417.  Jusqu’ici  l’on  n’a  considéré  que  l’hyperbole  équilatère 
donnée  par  l’équation  xy=4.  Maintenant  supposons  plus  généra- 
lement que  les  asymptotes  fassent  entre  elles  un  angle  yAx  = p 
(fig.  176),  et  qu’on  ait  l’équation 

xy  — m*. 

Menons  A rj  perpendiculaire  sur  Ax,  et  concevons  qu’on  ait 
décrit  sur  les  axes  rectangulaires  Ax  et  A ÿ l’hyperbole  équilatère 
qui  a pour  équation  xy  = 1 . Si  on  prend  AC  = 1 et  AP  ==  x,  si  on 
mène  les  ordonnées  correspondantes  des  deux  hyperboles,  et  si  on 
désigne  par  S et  s les  surfaces  BCPM,  B'CPM',  il  sera  facile  de  dé- 
montrer, par  un  raisonnement  semblable  à celui  du  n»  338,  que 

S m%  sin  8 „ , _ , . „ T 

- = — - — , dou  S = mîsm3xLx. 

si 

On  peut , si  on  veut , regarder  l’aire  S comme  étant  elle-même 
le  logarithme  de  x;  mais  il  faut  prendre  alors  les  logarithmes  dans 
un  système  qui  aurait  pour  module  m*  sin  S (On  nomme  ainsi  la 
quantité  constante  par  laquelle  il  faut  multiplier  les  logarithmes 
népériens  pour  les  transporter  dans  un  autre  système). 
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CHAPITRE  XIII. 

DE  LA  PARABOLE. 


La  parabole  rapportée  à son  axe,  etc. 

418.  On  a vu  (207)  qu’un  choix  convenable  de  coordonnées 
rectangulaires  ramène  l’équation  d’une  parabole  à la  forme 

[>]  y*  = 2 px. 

De  plus,  on  pourra  supposer  p positif  : car  si  on  avait  y* = — 2/at, 
il  n’y  aurait  qu’à  changer  le  sens  des  x positifs  pour  changer  cette 
équation  en  y4  = 2 px. 

Cette  forme  d’équation  montre  sur-le-champ  que  l’origine  est 
un  point  de  la  courbe;  car  en  faisant  x = 0,  on  a y — 0.  Elle 
montre  encore  que  la  ligne  des  x est  un  axe  de  la  courbe,  puisque 
chaque  abscisse  donne  pour  l’ordonnée  deux  valeurs  égales  et  de 
signes  contraires,  et  que  d’ailleurs  les  coordonnées  sont  rectangu- 
laires. Cet  axe  est  le  seul  qui  existe  dans  la  parabole  (445). 

419.  L’équation  \p ] donnant 

y = ±\fïpx, 

on  voit  que  la  courbe  ne  s’étend  pas  vers  les  x négatifs  ; car  x né- 
gatif rend  y imaginaire.  Mais,  si  x croît  depuis  0 jusqu’à  -J-  oo;  y 
croît  aussi  jusqu’à  ±co;  donc  la  parabole  s’étend  à partir  de  l’ori- 
gine jusqu’à  l’infini,  symétriquement  au-dessus  et  au-dessous  de 
l’axe  des  x.  Elle  doit  d’ailleurs  être  toujours  concave  vers  cet  axe, 
ainsi  que  le  représente  la  figure  177  : autrement,  on  pourrait  la  cou- 
per en  plus  de  deux  points  par  une  droite,  ce  qui  est  impossible. 

La  parabole  n’a  qu’un  sommet  : c’est  le  point  où  elle  est  ren- 
contrée par  son  axe.  Le  coefficient  de  x dans  l’éq.  [/j]  par  lequel 
une  parabole  diffère  d’une  autre  parabole,  se  nomme  paramètre. 

420.  Le  rapport  du  carré  de  l’ordonnée  à l’abscisse  étant  con- 
stant d’après  l’équation  même , il  s’ensuit  que  dans  la  parabole  les 
carrés  des  ordonnées , perpendiculaires  sur  l’axe,  sont  entre  eux 
comme  les  distances  du  sommet  aux  pieds  de  ces  ordonnées. 
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421.  Pour  chaque  point  de  la  parabole  on  a y* — lpx—0.  Si  on 
considère  un  point  extérieur  K,  et  qu’on  mène  sur  Ay  la  perpen- 
diculaire QK  dont  le  prolongement  rencontre  la  parabole  eq  M, 
l’abscisse  du  point  R sera  moindre  que  celle  du  point  M,  et  l’or- 
donnée sera  la  même;  donc  au  point  K on  devra  avoir  y* — 2px>0. 
Un  raisonnement  semblable  montre  que  pour  un  point  intérieur  K' 
on  a y* — 2 px  < 0.  Ainsi  on  a toujours 

y*—  2 px  — 0 sur  la  parabole, 
y* — 2 px  > 0 hors  de  la  parabole, 
y* — 2/m;  < 0 dans  la  parabole. 

422.  On  peut  décrire  très-simplement  la  parabole.  Soit  (fig.  177) 
AP  une  abscisse  quelconque,  on  porte  sur  l’axe  kx,  à gauche  du 
sommet,  une  distance  AB  égale  au  paramètre  2 p ; on  décrit,  sur 
BP,  comme  diamètre,  une  circonférence  qui  coupe  au  point  R la 
perpendiculaire  Ay;  enfin  on  élève  l’ordonnée  PN,  qu’on  termine 
à la  droite  RN  parallèle  à Ax  : le  point  N appartient  à la  para- 
bole. En  effet,  par  cette  construction,  PN=ARetAR1=ABxAP; 
donc  PNJ=2pX  AP. 

423.  On  a vu  (260)  que  dans  le  cas  de  la  parabole  les  coordon- 
nées du  centre  sont  infinies.  Cela  conduit  à considérer  cette  courbe 
comme  une  ellipse  infiniment  allongée;  et  cette  analogie  pouvant 
être  utile  pour  prévoir  avec  facilité  les  propriétés  de  la  parabole, 
il  importe  de  la  vérifier.  Prenons  (296)  l’équation 

[e’]  y*=^(2ax  — a;*), 


dans  laquelle  l’origine  est  au  sommet  A de  l’ellipse  (fig.  178).  La 
distance  OF,  du  centre  au  foyer,  est  v «! — è’;  et  en  la  retranchant 
de  « on  a AF  = a — <Ja’  — 6*.  Introduisons  cette  quantité  dans 
l’équation  de  l’ellipse,  comme  constante  que  nous  prendrons  égale 
à J p : on  aura  a — i/a*  — b'  — { p,  d’où  b'—ap — \pl.  Par  la 
substitution  de  cette  valeur,  l’équation  [e']  devient 

y^a^=M^ax-x% 


ou,  en  développant  convenablement  le  second,  membre, 
y*  = 2 px- 


px  {p  + 2x)  ptxf 

+ t?- 


2 a 

Si  dans  cette  équation  on  donne  successivement  à a différentes  va- 
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leurs,  p restant  constant,  on  aura  une  suite  d’ellipses  dont  les 
grands  axes  seront  différents,  mais  dont  le  sommet  A et  le  foyer  F 
conserveront  la  même  position.  Or,  en  augmentant  le  grand  axe 
jusqu’à  l’infini,  il  faut  supprimer  les  termes  qui  contiennent  a en 
diviseur;  la  dernière  équation  se  change  donc  en  celle-ci, 

y*  = V.px, 

qui  est  précisément  celle  de  la  parabole.  Ainsi  on  peut  prendre  a 
si  grand  que  la  différence  entre  l’ordonnée  de  l’ellipse  et  celle  de 
la  parabole  soit  aussi  petite  qu’on  voudra,  ce  qui  revient  à dire  que 
la  parabole  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  infini. 

Du  foyer  et  de  la  directrice. 

424.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires,  et  l’équation  de  la 
parabole  étant  y-  = 2 px,  on  nomme  foyer  le  point  dont  la  distance 
à un  point  quelconque  de  la  parabole  est  une  fonction  rationnelle 
de  l’abscisse  de  ce  point. 

Considérons  (fig.  178)  la  suite  des  ellipses  qui  ont  un  sommet  A 
et  un  foyer  F communs,  la  distance  de  ce  foyer  à un  point  quel- 
conque de  chacune  de  ces  courbes  est  une  fonction  rationnelle  de 
l’abscisse  OP  comptée  à partir  du  centre;  elle  est  donc  aussi  une 
fonction  rationnelle  de  l’abscisse  AP  comptée  à partir  du  sommet; 
car  OP  = AP — AO.  Or,  la  parabole  est  la  limite  de  ces  ellipses; 
donc  la  distance  du  point  F à chaque  point  de  cette  courbe  est  en- 
core une  fonction  rationnelle  de  l’abscisse  de  ce  point.  D’ailleurs, 
AF  étant  représentée  par  { p,  le  paramètre  de  la  parabole  est  égal 
à 2 p;  donc  cette  courbe  a pour  foyer  un  point  situé  sur  son  axe,  à 
une  distance  du  sommet  égale  au  quart  du  paramètre. 

423.  Dans  l’ellipse,  la  somme  des  rayons  vecteurs,  menés  des 
foyers  à un  même  point  de  cette  courbe,  est  égal  au  grand  axe  : 
cherchons  la  propriété  correspondante  dans  la  parabole. 

Soit  une  ellipse  (fig.  178)  dont  le  grand  axe  est  AA',  et  dont  les 
foyers  sont  F et  F'.  Décrivons  du  point  F'  comme  centre,  avec  AA' 
pour  rayon,  une  circonférence  HBH';  elle  coupera  l’axe  en  un 
point  B à une  distance  AB  ==■  AF.  Menons  deux  rayons  vecteurs 
FN,  F'N,  à un  point  quelconque  de  l’ellipse,  et  prolongeons  F'N 
jusqu’à  sa  rencontre  K avec  la  circonférence,  on  aura  évidemment 
FN  = NK.  Maintenant  supposons  que  l’ellipse  conserve  toujours 
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le  sommet  A et  le  foyer  F,  mais  que  son  grand  axe  augmente  jus- 
qu’à devenir  infini.  A cette  limite,  l’ellipse  devient  une  parabole, 
la  circonférence  HH'  se  change  en  une  droite  LL'  perpendiculaire 
à l’axe  au  point  B,  et  la  ligne  NK  devient  perpendiculaire  à LL', 
sans  cesser  d’étre  égale  au  rayon  vecteur  NF.  La  perpendiculaire 
LL',  qui  passe  à une  distance  du  sommet  égale  à AF  ou  au  quart 
du  paramètre,  porte  le  nom  de  directrice.  Donc  chaque  point  de  la 
parabole  est  également  éloigné  du  foyer  et  de  la  directrice. 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  reconnaître  qu’à  la  limite  a = ce,  l’une 
des  directrices  de  l’ellipse  devient  LL'.  En  effet,  d’après  le  n°  315, 
c et  d étant  les  distances  du  centre  aux  foyers  et  aux  directrices, 
on  doit  avoir  cd  — a s.  Nommons  d'  la  distance  du  sommet  à la 
directrice  voisine,  on  aura  c = a—r%ip,  d = a-\-  d',  et  par  suite 
(a  — \ p)  (a  -}-  d')  = a*,  d’où 

^ — P %_P 

a 

En  faisant  0 = 00,  il  vient  d'  = \p,  ce  qui  donne  la  ligne  LL'. 

426.  Pour  trouver  directement  le  foyer  de  la  parabole,  on 
applique  à la  définition  les  calculs  déjà  faits  pour  l’ellipse  et  pour 
l’hyperbole.  Désignons  par  x',  ÿ,  les  coordonnées  du  foyer  in- 
connu; par  x,  y,  celles  d’un  point  quelconque  de  la  parabole;  et 
par  8 la  distance  de  ces  deux  points  : on  aura 

8’  = (x  — x')*  -j-  (y  — j/')1  = xt  — 2x'x  -f-  x'1  -j-  y*  — 2 y y -f-  y'1. 

L’équation  de  la  parabole  donne  y = \/2 px;  donc,  pour  que  3!  soit 
une  fonction  rationnelle  de  x,  il  faut  faire  ÿ — 0.  Cette  supposi- 
tion donne 

8*  = x*  — 2x'x  -f-  x'1  -f-  2px  = x’  + 2 [p  — x1)  x -|-  x'*. 

Il  ne  suffit  pas  que  8*  soit  une  fonction  rationnelle  de  x,  il  faut 
que  8 lui-même  en  soit  une  : cette  condition  exige  qu’on  ait 

( p — x')’  = x'*,  d’où  x"  = \ p ; 

donc  dans  la  parabole  il  n’existe  qu’un  foyer,  lequel  est  situé  sur 
l’axe  à une  distance  du  sommet  égale  au  quart  du  paramètre. 

427.  En  mettant  ‘ p au  lieu  de  x',  il  vient 

3 = x -j-  { p. 

Si  on  prend  (fig.  179)  AB  = AF  = 1 p,  et  qu’on  élève  BL  perprn- 
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diculaire  à l’axe  Ax,  le  point  F sera  le  foyer  de  la  parabole,  et  BL 
en  sera  la  directrice.  Si  ensuite  on  mène,  d’un  point  quelconque 
de  cette  courbe,  le  rayon  vecteur  FM  et  les  lignes  MP  et  MQ  per- 
pendiculaires sur  Ax  et  BL,  on  aura 

FM  = x + ï />  = AP  4B  = MQ  ; 

et  ainsi  on  retrouve  que  chaque  point  de  la  parabole  est  égale- 
ment éloigné  du  foyer  et  de  la  directrice. 

428.  Soit  N un  point  extérieur  à la  parabole;  menez  NQ  perpen- 
diculaire à la  directrice,  prolongez  NQ  jusqu’à  sa  rencontre  M avec 
la  courbe,  et  joignez  le  foyer  F aux  points  N et  M : on  a NF-j-  MN 
> MF,  et  MF  = MQ  = NQ  + MN;  donc  NF  + MN  > NQ  -f  MN, 
ou  bien  NF  > NQ. 

Pour  un  point  intérieur  N',  on  a,  en  suivant  les  constructions  de 
la  figure , N'F  < N'M  + MF  : or,  N'M  + MF  = N'M  -f  MQ  = N'Q  ; 
donc  N'F  <N'Q. 

Donc,  selon  qu’un  point  est  sur  la  parabole,  ou  au  dehors,  ou 
au  dedans,  sa  distance  au  foyer  est  égale  à sa  distance  à la  direc- 
trice, ou  elle  est  plus  grande,  ou  elle  est  moindre. 

429.  Il  est  facile  de  construire  une  parabole  dont  on  connaît  le 
paramètre  2 p.  Ayant  pris  (fig.  180)  AB  = AF  = J p,  on  élève  une 
perpendiculaire  GH  par  un  point  quelconque  P de  l’axe;  puis, 
avec  BP  pour  rayon  et  le  point  F pour  centre,  on  décrit  un  arc  de 
cercle  qui  coupe  GH  en  M et  N.  Ces  points  sont  à la  parabole  : car 
ils  sont  également  distants  du  foyer  F et  de  la  directrice  BL. 

Pour  décrire  la  parabole  d’un  mouvement  continu,  placez  contre 
la  directrice  BL  une  équerre  mobile  EQR,  prenez  un  fil  d'une  lon- 
gueur égale  à QR,  attachez  une  de  ses  extrémités  en  R,  et  l’autre 
au  foyer  F ; tendez  alors  ce  fil  par  le  moyen  d’un  style  appliqué 
contre  QR,  et  faites  glisser  l’équerre  le  long  de  la  directrice  : le 
style  décrira  la  parabole.  En  effet,  on  aura  toujours  FM  -j-  MR  = 
QM  -f-  MR,  donc  FM  = QM;  donc  le  point  M est  à la  parabole. 

430.  Cherchons  encore  l’équation  de  la  parabole  d’après  l’énoncé 
suivant,  qui  est  celui  du  n°  316,  dans  lequel  on  fait  m — n. 

Trouver  la  courbe  qui  jouit  de  la  propriété  d’avoir  chacun  de 
ses  points  également  distant  d’un  point  donné  F et  d’une  droite 
donnée  LL'  (fig.  1 80). 

Je  mène  BFx  perpendiculaire  à LL',  et  par  le  point  A,  milieu 
de  BF,  j’élève  A y perpendiculaire  sur  Ax.  La  courbe  cherchée  sera 
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symétrique  par  rapport  à kx  et  passera  au  point  A : c’est  pour- 
quoi l’on  choisit  les  lignes  kx  et  kij  pour  axes  de  coordonnées. 
Soit  M un  point  quelconque  de  la  courbe,  AP  son  abscisse,  et 
MP  son  ordonnée  : je  mène  MQ  perpendiculaire  sur  LL',  et  je  fais 
AF  = \p,  kP  — x,  MP  = y. 

Gela  posé,  MF*  = y’  + (x — { pf  et  MQ  = x -f-  J-  p : or , on  doit 
avoir  MF  = MQ:  donc  l’équation  de  la  courbe  sera  y*  -f  [x — [p)* 
— (x  -(-  jpY,  ou  bien,  toutes  réductions  faites,  y*  = %px. 

431.  Ici  encore  on  peut  appliquer  au  foyer  et  à la  directrice  de 
la  parabole  ce  qui  a été  dit  au  sujet  de  l’ellipse  n°‘  317  et  318. 


De  la  tangente  et  de  la  normale. 


432.  Les  coordonnées  de  deux  points  de  la  parabole  étant  x',  ÿ, 
et  x",  y",  si  on  mène  une  sécante  par  ces  deux  points,  et  qu’on 
désigne  par  S l’angle  formé  par  cette  sécante  avec  l’axe  des  x , on  a 

„ ?/—  y" 

tan's“^?- 

Les  deux  points  étant  sur  la  parabole , on  doit  avoir  y'*  = 2 px', 
y"*  = 2yx";  par  suite,  il  vient  y"  — y"1  = 1p [x'  — x"),  d’où 

y‘  — y"  2 p 


x'—xf'  ÿ + y" 


7,;  donc 


tangS  : 


2 P 


y'  + f' 

Quand  le  second  point  se  réunit  au  premier,  on  a x"=xf,  y"— y', 
et  alors  la  sécante  devient  tangente;  donc , si  on  désigne  par  a.  la 
tangente  trigonométrique  de  l’angle  formé  avec  l’axe  des  x par  la 
tangente  à la  parabole , on  aura  , 


a—p 
CL  = — : . 


Par  suite  l’équation  de  la  tangente  sera  y — \j  — ~ (x  — x1),  ou 
bien , en  observant  que  xj%  = 2 px!, 

M y'y=y(æ  + x'). 

433.  Le  double  de  cette  équation  étant  retranché  de  l’équation 
y”  = 2/jx',  on  trouve  y'8  — 2 y'y=?  — 2 px;  et  en  ajoutant  y*  de 
part  et  d’autre , il  vient 

(y— .y?  = ys— %p*- 
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Ensuite,  comme  la  normale  doit  être  perpendiculaire  à la  tan- 
gente, on  doit  avoir 


et  par  suite,  l’équation  de  la  normale  devient 

M y— i/—— j£(*— *')• 

En  faisant  y — 0 dans  cette  équation,  la  valeur  correspondante 
de  x — x'  sera  celle  de  la  sous-normale  PS  (fig.  181).  On  trouve 
ainsi  PS  = x — x'=  p ; donc,  dans  la  parabole,  la  sous-normale 
est  constante  et  égale  à la  moitié  du  paramètre. 

438.  Le  foyer  de  la  parabole  étant  en  F (fig.  481),  on  a vu  que 
AF  = ip  et  FM  = x -f-  \p.  La  tangente  au  point  M étant  MT,  on  a 
vu  aussi  que  AT  — x.  Par  conséquent  TF =x-|-  J p-,  donc  FM— TF 
et  l’angle  TMF  = FTM.  Ainsi,  dans  la  parabole , la  tangente  fait 
des  angles  égaux  avec  l’axe  et  avec  le  rayon  vecteur  mené  au  point 
de  contact. 

Si  on  mène  MG  parallèle  à l’axe,  l’angle  RMG  = FTM  ; par 
conséquent,  on  peut  encore  dire  que  la  tangente  fait  des  angles 
égaux  avec  le  rayon  vecteur  et  avec  la  parallèle  à l’axe,  menée  par 
le  point  de  contact.  Dans  cet  énoncé  on  reconnaît  un  théorème 
analogue  à celui  du  a°  330,  et  qui  devait  naturellement  résulter  de 
ce  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  infiniment 
éloignés  l’un  de  l’autre. 

439.  On  tire  de  là  un  moyen  très-simple  de  mener  une  tangente 
à la  parabole  par  un  point  donné.  Supposons  d’abord  que  ce  point 
soit  en  M sur  la  courbe  (fig.  182)  : menez  le  rayon  vecteur  FM, 
prenez  FT  = FM,  et  tirez  TM  : ce  sera  la  tangente  demandée. 

Pour  le  démontrer  à posteriori,  on  mène  la  directrice  BL  à la 
distance  AB  = AF =%p,  on  tire  MK  parallèle  à l’axe,  et  on  joint 
KF.  Par  la  nature  de  la  courbe  MK  = MF  (428),  et  il  résulte  de  la 
construction  que  l’angle  KMT  = TMF,  donc  MT  est  perpendicu- 
laire sur  le  milieu  de.  KF.  Maintenant,  si  d’un  point  quelconque  R, 
pris  sur  MT,  on  mène  la  droite  RF  au  foyer,  la  droite  RL  per- 
pendiculaire à BL,  et  qu’on  joigne  KR,  on  aura  RF  = RK  : or,  RK 
est  > RL;  donc  RF  > RL.  Ainsi,  chaque  point  de  MT,  excepté  le 
point  M,  est  hors  de  la  parabole  (428). 

440.  Remarque.  Le  point  A est  le  milieu  de  BF  : donc  la  ligne  A y, 

20 
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perpendiculaire  à l’axe,  doit  passer  au  point  0,  milieu  de  KF.  Or, 
la  tangente  TR  passe  par  ce  point  et  est  perpendiculaire  à 0F; 
donc,  si  du  foyer  de  la  parabole  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  tangentes  à cette  courbe,  les  pieds  de  ces  perpendiculaires 
ont  pour  lieu  géométrique  la  droite  menée  par  le  sommet , perpen- 
diculairement à l'axe. 

441.  Quant  la  tangente  doit  être  menée  par  un  point  T situé  au 
dehors  de  la  parabole  (tig.  183),  on  observe  que,  si  M est  le  point 
de  contact  cherché  et  MT  la  tangente,  en  menant  MF  au  foyer 
et  MK  perpendiculaire  à LL',  la  tangente  MT  doit  être  perpendi- 
culaire au  milieu  de  FK;  donc  les  distances  TF  et  TK  sont  égales; 
donc  le  point  K sera  connu  par  l’intersection  de  la  directrice  avec 
le  cercle  décrit  du  centre  T,  avec  FF  pour  rayon.  Alors,  en  joi- 
gnant KF  et  abaissant  TR  perpendiculaire  sur  KF",  la  ligne  TR  sera 
tangente  à la  courbe,  et  le  point  de  contact  sera  l’intersection  M 
de  cette  tangente  et  de  la  ligne  KM  parallèle  à l’axe. 

Quand  le  point  T est  hors  de  la  parabole,  sa  distance  TF  au  foyer 
est  plus  grande  que  sa  distance  à la  directrice;  donc  le  cercle 
coupe  la  directrice  en  deux  points  K,  K',  et  il  y a deux  tangentes. 
Quand  le  point  T est  sur  la  parabole,  TF  est  égale  à la  distance  du 
point  T à la  directrice;  donc  le  cercle  touche  cette  ligne,  et  il  n’y 
a plus  qu’une  seule  tangente.  Enfin,  quand  le  point  T est  inté- 
rieur à la  parabole,  la  première  distance  est  moindre  que  la  seconde, 
le  cercle  n’atteint  pas  la  dierctrice,  et  il  n’y  a plus  de  tangente. 

442.  La  construction  précédente  peut  être  considérée  comme 
une  modification  de  celle  qui  a été  donnée  pour  l’ellipse  (333), 
modification  qui  résulte  de  ce  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont 
le  grand  axe  est  infini. 

Dans  la  construction  donnée  pour  l’ellipse,  on  décrit  une  pre- 
mière circonférence  LBL'  (fig.  184)  de  l’un  des  foyers,  F,  avec  un 
rayon  F'B  égal  au  grand  axe  AA';  puis  on  en  décrit  une  seconde 
du  point  donné  T comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à la  di- 
stance TF*  de  ce  point  à l’autre  foyer.  Le  point  K étant  une  des  in- 
tersections de  ces  deux  circonférences,  on  joint  KF,  on  abaisse  TR 
perpendiculaire  à KF",  et  on  mène  KF'  qui  coupe  TR  en  M;  TR  est 
la  tangente,  et  M le  point  de  contact. 

Maintenant  imaginons  que,  l’ellipse  continuant  d’avoir  le  point  A 
pour  sommet  et  le  point  F pour  foyer,  le  grand  axe  devienne 
infini  : les  points  A'  et  F'  s’éloigneront  à l’infini;  mais  comme  on 
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a AB=A'F'  = AF,  la  CH«etiféreace  LU!.'  continue  toujours  de 
rencontrer  Taxe  au  même  point  U.  Quand  AA'  est  inüui,  cette  cir- 
conférence devient  directrice  de  la  parabole,  la  ligne  KF  devient 
parallèle  à l’axe,  et  on  retombe  ainsi  sur  la  construction  qui  con- 
vient à la  parabole. 

443.  Le  cas  où  les  tangentes  partent  d’un  point  placé  sur  la  di- 
rectrice mérite  d’être  remarqué.  Soit  T \tig.  185)  un  point  de  la 
directrice,  et  TM,  TM',  deux  tangentes.  Soit  F le  foyer  de  la  para- 
bole, joignez  TF,  MF,  M'F,  et  menez  MK,  M'K',  perpendiculaires 
spr  la  directrice. 

Le  triangle  TKM  est  égal  à TFM,  à cause  de  MT  commun, 
de  KM  = MF,  et  de  l’angle  KMT  = FMT;  donc  l’angle  TFM  e6t 
droit  comme  égal  de  l’angle  K,  et  de  plus  l’angle  KTM  = FTM. 
Les  triangles  TM'K',  TM'F,  sont  aussi  égaux,  et  ils  prouvent  que 
l’angle  TFM'  est  droit,  et  que  l’angle  K'TM'  = FTM'. 

Puisque  les  angles  TFM,  TFM'  sont  droits,  il  s’ensuit  que  la 
ligne  MFM'  est  droite;  et  puisque  les  angles;  FTM  et  FTM'  sont 
égaux  aux  angles  KTM  et  K'TM',  il  s'ensuit  que  leur  somme  est 
égale  à un  droit  : donc  l’angle  MTM'  est  droit.  Ainsi  on  a ce  théo- 
rème remarquable  : 

Les  tangentes  menées  à la  parabole,  par  un  point  de  la  directrice, 
font  entre  elles  un  angle  di'oit;  et  la  droite  qui  unit  les  points  de 
contact  passe  au  foyer,  et  est  perpendiculaire  sur  celle  qui  joint  le 
foyer  avec  le  point  d’où  partent  les  tangentes. 


Des  diamètres. 

444.  Soit  l’équation  d’une  droite  quelconque, 
y = 8*  -j-  p : 

si  on  la  combine  avec  celle  de  la  parabole  y*  = 2 px , et  qu’on  éli- 
mine x,  on  aura,  pour  déterminer  y, 

, 2 p , 2p3 

y — r y+-r=°- 

O 6 


Les  racines  de  cette  équation  sont  les  ordonnées  des  points  où  la 
droite  rencontre  la  courbe,  et  l’ordonnée  du  milieu  de  la  cqgdc  qùi 
joint  ces  points  est  égale  à la  demi-somme  de  ces  deux  racines; 
donc,  en  désignant  cette  ordonnée  par  y,  on  a 


y= 


P 

8’ 
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Cette  valeur  ne  contient  point  [3,  et  reste  la  même  tant  que  8 de- 
meure constant  : ainsi,  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  paral- 
lèles à l’axe . 

Réciproquement,  toute  droite  parallèle  d l’axe  peut  être  considérée 
comme  diamètre  de  la  parabole  : car  en  donnant  à 8 une  valeur 
convenable,  y devient  égal  à telle  quantité  qu’on  voudra. 

445.  Soit  AV  (fig.  186)  un  diamètre  mené  à une  distance  y'  de 

P P 

l’axe  : pour  ce  diamètre  on  aura  £ = y',  d’où  % = Cette 

o y 

valeur  est  celle  de  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  font 
avec  l’axe  les  cordes  coupées  en  parties  égales  par  le  diamètre. 
D’un  autre  côté,  cette  valeur  est  aussi  celle  de  la  tangente  trigono- 
métrique de  l’angle  que  fait  avec  l’axe  la  tangente  au  point  A'  (432); 
donc  les  cordes  qu’un  diamètre  divise  en  parties  égales  sont  paral- 
lèles à la  tangente  menée  à l’extrémité  de  ce  diamètre. 

Pour  que  la  tangente  8 soit  infinie,  il  faut  poser  y'  = 0;  donc  la 
ligne  des  x est  le  seul  axe  de  la  parabole. 

La  parabole  rapportée  à ses  diamètres. 

446.  Les  formules,  pour  passer  des  axes  rectangulaires  aux  axes 
obliques,  sont 

x — af  cos  a-}- y* cos  a' -j-a,  y = x'  sinoc  -f-  y'  sin  *'-}-  b. 

L’équation  de  la  parabole,  en  coordonnées  rectangulaires,  étant 
ÿ*  = 2 px,  si  on  place  la  nouvelle  origine  en  un  point  A'  de  la 
courbe  (fig.  186),  on  aura  entre  a et  b la  relation  6*  = 2 pa.  De 
plus,  si  on  prend  le  diamètre  AV'  pour  axe  des  xf,  on  aura 
sin  oc  = 0,  cos  a = 1 ; et  si  on  choisit  la  tangente  A ’ÿ  pour  axe  des 

y',  on  aura  tang  a'  = Prenons  les  formules  connues  (25) 

. , tang  oc'  4 

sin  oc  = — ° — , cos  oc  = — : 

yl  -(-tang* oc'  y ' * + tang* a' 

en  y remplaçant  tang  «'  par  sa  valeur,  elles  deviennent 

• , P > b 

sin  a = — , cos  a — — - : 

y/é*  + p* 

et  en  substituant  les  valeurs  de  sin  a,  cos  a,  sin  a',  cos  a',  les  for- 
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mules  de  la  transformation  deviennent 


*=*  + -^=  + «,  y=-Æ=  + b. 

v ^ + px 

U ne  reste  plus  maintenant,  pour  rapporter  la  parabole  aux 
nouveaux  axes,  qu’à  mettre  ces  valeurs  dans  l’équation  y*  = ipx  : 
par  cette  substitution  l’on  obtient 

y — P x‘ 

Mettons  encore  à la  place  de  b ’,  sa  valeur  2 pa,  et,  pour  abréger, 
posons  4 (a  -f-  { p)  — 2 p’  : on  aura 

2(6»  +/>«)  __  2(2pa  + P")  _ t | P'j  _2pl. 

et  l’équation  de  la  parabole  devient,  en  ôtant  les  accents  à x'  et  y’, 
[Pi]  y*  = 2 p'x. 


Le  coefficient  2/>'  est  ce  qu’on  nomme  le  paramètre  du  diamètre 
auquel  la  parabole  est  rapportée.  Comme  2 p'  représente  4(a  -f-  J p), 
et  que  a + -J  p est  la  distance  du  foyer  au  point  A'  (427),  on  conclut 
que  le  paramètre  d’un  diamètre  est  égal  à quatre  fois  la  distance  du 
foyer  à l’extrémité  de  ce  diamètre. 

447.  L’équation  de  la  parabole  étant  la  même  par  rapport  à ses 
diamètres  que  par  rapport  à son  axe,  les  propriétés  indépendantes 
de  l’inclinaison  des  coordonnées  seront  communes  dans  les  diffé- 
rents systèmes. 

1°  Selon  qu’un  point  est  sur  la  parabole,  ou  dehors,  ou  dedans, 
la  quantité  y*  — 2 p'x  doit  être  nulle,  positive  ou  négative  (421  ). 

2°  Les  carrés  des  ordonnées  au  diamètre  sont  entre  eux  comme 
les  abscisses  correspondantes  (420). 

3°  En  désignant  par  a le  rapport  de  sinus,  égal  au  coefficient  de 
x dans  l’équation  générale  de  la  ligne  droite,  la  valeur  de  a rela- 


tive à la  tangente,  sera  (432), 


on  aura,  pour  l’équation  de  la  tangente, 

y' y =/>'(* +*')  = 

et,  pour  la  sous-tangente  (433),  on  aura  PT  = 2a/.  Donc  la 
sous-tangente  est  toujours  double  de  l’abscisse  du  point  de  contactt. 
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448.  Une  droite  étant  donnée,  si  on  mène  k la  parabole  une 
tangente  parallèle  à cette  droite,  et  le  diamètre  qui  passe  au  point 
de  contact,  l’équation  de  la  courbe  rapportée  à ce  système  d’axes 
sera  y 1 = 2 p'x.  Menons,  d’un  point  quelconque  de  la  droite  donnée, 
deux  tangentes  à la  parabole  : en  désignant  par  x"  et  y*  les  coor- 
données de  ce  point,  on  a (436),  pour  déterminer  celles  des  points 
de  contact,  les  deux  équations 

j/*  = 2 \p'x',  ÿ'ÿ  = p\a!  + x"). 

La  seconde  fait  voir  que  la  droite,  qui  a pour  équation  y"y  = 
p'(x  x"),  passe  par  les  points  de  contact.  Si  dans  cette  équation 
on  fait  y = 0,  il  vient  x — — x"  : résultat  indépendant  de  y",  et 
qui  donne  pour  la  parabole  le  théorème  déjà  trouvé  pour  l’ellipse 
et  l’hyperbole  (353,  403).  Donc,  en  général, 

Si,  de  chaque  point  d’une  droite  donnée , on  mène  deux  tangentes 
à une  courbe  du  second  ordre,  et  qu’on  tire  une  droite  par  les  deux 
points  de  contact,  on  aura  des  sécantes  qui  viendront  toutes  se  ren- 
contrer en  un  même  point,  situé  sur  le  diamètre  qui  divise  en  parties 
égales  les  cordes  parallèles  à la  droite  donnée. 

Et,  réciproquement,  si,  par  un  point  donné  dans  le  plan  d’une 
courbe  du  second  ordre,  an  tire  différentes  sécantes,  et  que  par  les 
points  ou  chaque  sécante  rencontre  la  courbe,  on  mène  deux  tan- 
gentes, le  lieu  des  points  d’ intersection  de  ces  tangentes,  ainsi  prises 
deux  à deux,  sera  une  droite  parallèle  aux  cordes  que  divise  en 
parties  égales  le  diamètre  passant  au  point  donné. 

449.  L’équation  [p,]  montre  encore  que  si  on  veut  décrire  une 
parabole  lorsqu’on  connaît  le  paramètre  d’un  diamètre  et  l’incli- 
naison des  ordonnées  correspondantes,  il  suffit  de  décrire  d’abord 
une  parabole  sur  ce  diamètre  pris  pour  axe,  avec  le  paramètre 
donné,  et  ensuite  d’incliner  convenablement  les  ordonnées  de 
cette  courbe,  sans  changer  leurs  longueurs. 

On  peut  encore  déterminer  d’abord  le  foyer  et  la  directrice,  et 
décrire  ensuite  la  parabole.  Soit  A’x'  (fig.  187)  le  diamètre  donné, 
menez  la  droite  y'A'T  sous  l’inclinaison  donnée,  cette  ligne  sera 
tangente  à la  parabole  au  point  A'  (443)  ; faites  l’angleTA'F  A'x', 
la  ligne  A'F  passera  au  foyer  (438)  ; prenez  A'F  égale  au  quart  du 
paramètre  donné , le  point  F sera  le  foyer  (4-46).  Alors,  sur  le  pro- 
longement de  A'x1,  portez  A'C  = A'F,  puis  élevez  CL  perpendicu- 
laire à AV  : CL  sera  la  directrice  (427). 
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Quadrature  de  la  parabole. 

450.  Soit  APM  (fig.  188)  un  segment  parabolique  terminé  par 
le  diamètre  Ax  et  par  l’ordonnée  PM  parallèle  à la  tangente  AV, 
il  s’agit  d’en  évaluer  la  surface. 

Ayant  inscrit  un  polygone  dans  le  segment,  menons  par  les  som- 
mets de  ce  polygone  les  ordonnées  P'M',  P"M",...  et  les  tangentes 
MT,  MT,  M''T",...  Ces  tangentes  déterminent,  par  leurs  intersec- 
tions successives,  des  triangles  TRT',  T'RT',.,,  que  nous  allons 
comparer  avec  les  trapèzes  correspondants  PMM'P',  P’M'MT",... 

Si  du  point  R , et  du  point  I milieu  de  la  corde  MM',  on  abaisse 
RQ  et  1K  perpendiculaires  sur  Ax , on  aur| 

aire  TRT'  = { TT  X RQ , aire  PMM'P'  = PF  X FK. 

Mais  d’abord  de  ce  que  MT  est  tangente  il  suit  que  AT=AP(447); 
et  par  une  raison  semblable  AT'= AP';  donc  TT'=PF.  En  second 
lieu,  si  par  le  point  1 on  mène  IG  parallèle  à Ax,  IG  sera  un  dia- 
mètre (444),  et  les  tangentes  en  M et  M'  devront  couper  ce  dia- 
mètre au  môme  point;  donc  le  point  R est  sur  le  diamètre  IG, 
et  RQ  est  égal  à 1K.  De  là  on  conclut  que  le  trapèze  est  double  du 
triangle.  On  ferait  voir  semblablement  que  FM'M  "P"  est  double 
de  T'R  T",  et  ainsi  de  suite.  Donc  la  somme  des  trapèzes  est  double 
de  la  somme  des  triangles , et  cela , quel  que  soit  le  nombre  des 
côtés  du  polygone. 

Il  suit  de  là  que  le  segment  parabolique  APM,  qui  est  la  limite 
de  la  première  somme,  sera  double  du  segment  extérieur  AMT , 
qui  est  la  limite  de  la  seconde  somme.  Le  segment  AMP  étant 
double  de  AMT,  il  est  les  deux  tiers  du  triangle  rectiligne  TMP  ; 
et  comme  ce  triangle  est  équivalent  au  parallélogramme  APMV, 
dont  la  hauteur  est  la  même  et  dont  la  base  AP  est  moitié  de  TP, 
on  conclut  que  le  segment  parabolique  APM  est  les  deux  tiers  du 
parallélogramme  fait  sur  l’abscisse  AP  et  sur  l’ordonnée  MP. 
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CHAPITRE  XIV. 

DES  COORDONNÉES  POLAIRES. 


Définitions.— Formules  générales. 

431 . Au  lieu  de  déterminer  la  position  d’un  point  quelconque  M 
situé  dans  un  plan  en  le  rapportant,  comme  on  l’a  fait  jusqu’à 
présent , à deux  axes  tracés  dans  ce  plan , on  peut  encore  se  servir 
de  sa  distance  MF  (fig489)  à un  point  fixe  F et  de  l’angle  MFR  que 
la  ligne  MF  fait  avec  une  droite  FR  connue  de  position.  Le  point 
lixe  F se  nomme  le  pôle  ou  Y origine,  et  la  droite  fixe  FR  se  nomme 
l’axe  polaire.  MF  est  le  rayon  vecteur  du  point  M,  et  MFR  est  1 ’ angle 
décrit  par  ce  rayon.  Le  rayon  vecteur  et  l’angle  correspondant  se 
désignent  conjointement  sous  le  nom  de  coordonnées  polaires.  ' 

Pour  bien  comprendre  comment  l’angle  et  le  rayon  correspon- 
dent l’un  à l’autre,  il  faut  imaginer  qu’une  droite  FS,  terminée  au 
point  F,  mais  illimitée  de  l’autre  côté,  soit  d’abord  couchée  sur  FR, 
qui  elle-même  est  terminée  en  F,  et  que  cette  droite  FS  tourne 
autour  du  pôle  F toujours  dans  le  même  sens.  Alors  un  point  X , 
pris  arbitrairement  sur  cette  ligne,  décrit  un  arc  qui  peut  croître 
jusqu’à  360°,  et  même  jusqu’à  +00;  et  si  FS  tourne  en  sens  con- 
traire, l’arc  décrit  sera  négatif  et  pourra  croître  encore  jusqu’à — c». 
C’est  cet  arc  qu’on  prend  pour  l’angle  décrit  par  le  rayon  vecteur 
et  que  je  désignerai  dorénavant  par  u>. 

Quant  au  rayon  vecteur  MF,  je  le  représenterai  par  p , et  il 
pourra  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  soit  positives  soit  né- 
gatives. Les  premières  servent  à déterminer  les  points  situés  sur 
le  rayon  vecteur  lui-même;  et  les  dernières,  à déterminer  ceux  qui 
se  trouvent  sur  son  prolongement,  de  l’autre  côté  du  pôle. 

D’après  ces  considérations,  si  on  donne  pour  t*>  et  p des  valeurs 
particulières , on  sera  en  état  d’assigner  la  position  du  point  au- 
quel se  rapportent  ces  coordonnées. 

Soit,  par  exemple,  w = 352°  et  p = 4 7mè‘-  : on  prendra  l’arc 
Xpv  = 352°,  et  on  mènera  la  droite  FvN,  sur  laquelle  on  prendra, 
dans  le  sens  Fv,  la  distance  FN  = 17Bèt\  Si  on  donnait  u>  = 332° 
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et  p= — 17"“l , il  faudrait  prendre  FN'=  17mM  de  l’autre  côté 
du  pôle. 

452.  Cherchons  les  formules  générales  qui  expriment  en  coor- 
données polaires  les  coordonnées  parallèles  à deux  axes. 

AP  et  MP  (fig.  190)  étant  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M 
rapporté  aux  axes  kx  et  ky,  on  fera  AP  = x et  MP  = y.  L’angle 
MFR  et  la  distance  FM  étant  les  coordonnées  polaires  du  même 
point,  on  fera  MFR  = <»  et  FM  = p.  Menons,  parallèlement  à kx 
et  à ky,  les  lignes  Fx'  et  Fi/,  qui  coupent  MP  en  Q et  Axen  B ; puis 
désignons  par  a et  b les  coordonnées  AB  et  BF  du  pôle  F,  par  a 
l’angle  RFa?,  et  par  0 l’angle  ykx  ou  y'Fx'.  Cela  posé,  on  a d’abord 

x = a + FQ,  y — b-\~  MQ. 


Ensuite  le  triangle  MFQ  donne 


FM 


FQ 

sin  MQF  sin  FMQ  sin  MFQ  ‘ 

on  a FM  = p,  sin  MQF  = sin  6,  sin  MFQ  = sin  (a  + «>),  sin  FMQ  = 
sin  i/FM= sin  (6  — a — u>),  donc 


MQ 


\*0r> 


_P FQ  MQ 

sinO  sin  (9 — a — a>)  sin  (<*-}■  “O" 


r»  i-  ,-  en  psin(9— -a— w)  psina-}-ü>) 

De  a on  tire  bQ  = - — — — -,  MQ=  - — t— r — -,  et 

sinO  ’ sinO  ’ 

substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  x et  de  y,  on  a 


en 


m 


x — a 


psin(6- 


sinO 


y—b- 


psin(a  -j-  u») 
sin  9 


453.  Quand  les  coordonnées  x et  y sont  rectangulaires,  on  a 
9 = 90°,  et  par  conséquent 

[2]  x = a p cos  (a  w),  y — b + p sin(a  a>), 

formules  qu’il  serait  facile  de  trouver  directement. 

454.  La  généralité  formules  [1]  ne  souffre  aucune  restriction  : 
je  me  bornerai  à les  vérifier  pour  le  cas  représenté  fig.  191,  dans 
lequel  on  a x=AP,  y — — PM,  a — AB,  b — — BF,p= — FM, 
9 = Ap.,  a =r  A|jiX=  360° — AX,  co  = Xv. 

En  mettant  ces  valeurs  dans  les  formules  générales,  il  vient 

— FMsin(A(*  — 360“-frAX — Xv)  FMsinjxv 

Ar  = Ab  -J : — ; = Ab  — : — : -, 

smAfjL  sin 

pM_  EF  | — FM  sin  (360°— AX  + Xv)_  ^ FMsinAv  ^ 

sinAp.  sin  A ja 
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Mais  le  triangle  MFQ  donne  QF=  s'n  ^ MQ  = ^ s'n-^-  ■ par 

smAp.  smAjx  1 

suite  les  deux  égalités  qui  précèdent  sont  évidentes;  car  elles  de- 
viennent AP  = AB— QF=AP,  — PM =— BF— MQ  = — PM. 

Au  lieu  de  p = — FM  et  w = Xv,  on  peut  prendre  p = -(-  FM  et 
o)  = Xjjlv'  ou  ça = — Xv'.  Les  mêmes  vérifications  ont  encore  lieu. 

Équations  polaires  des  trois  courbes  dn  second  ordre. 


455.  Ellipse,  Soit  a*ÿ*-}-  b'x1  = à>bt  l’équation  d’une  ellipse  rap- 
portée à son  centre  et  à ses  axes  (fig.  192),  et  F le  foyer  situé  du 
côté  des  abscisses  négatives  : la  distance  AF  étant  représentée  par  e, 
et  le  rayon  vecteur  FM  par  p,  on  a trouvé  (308) 

IM  p=«+7- 


Désignons  l’angle  variable  MFa?  part»;  le  triangle  rectangle  MFP 
donnera  FP=  p cos  w,  et  par  conséquent  x = p cos u> — c:en  sub- 
stituant cette  valeur  de  x dans  l’équation  [1],  il  vient 


P=a  + 


epcosw  — c* 
a 


De  là,  en  remarquant  que  c’=a* — A*,  on  tire  p = 


b* 


a — c cosw 


; et 


c A* 

en  posant  - = e,  — = »,  cette  valeur  de  p devient 
a a 


W 


p 


p . 

1 — ecoso)  * 


telle  est  l’équation  polaire  de  l’ellipse.  En  donnant  à u>  toutes  les 
valeurs  possibles  de  0 à 360°,  le  rayon  vecteur  p prend  des  valeurs 
correspondantes  qui  déterminent  tous  les  points  de  la  courbe. 

La  quantité  2 p,  qui  est  une  troisième  proportionnelle  au  grand 
axe  et  au  petit  axe,  se  nomme  le  paramètre  de  l’ellipse.  Ainsi,  dans 
l’éq.  [a],  e représente  le  rapport  de  l’excentricité  au  grand  axe, 
rapport  qui  est  moindre  que  l’unité,  et  p est  le  demi-paramètre. 

Il  ne  faut  pas  confondre  le  paramètre  de  l'ellipse  avec  le  para- 
mètre d’un  diamètre.  Ce  dernier  est  une  troisième  proportionnelle 
au  diamètre  et  à son  conjugué. 

456.  Hyperbole.  Soit  a*i/t  — è’x*  = — a’A*  l’équation  d’une  hy- 
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perbole,  et  F (Gg.  193)  le  foyer  situé  du  côté  des  x positifs.  En  dé- 
signant la  distance  AF  par  c,  et  le  rayon  vecteur  FM  par  p,  on  a 
trouvé  (367),  selon  que  le  point  M est  situé  sur  la  branche  qui  ren- 
ferme le  foyer  F ou  sur  la  branche  opposée , 

ex  ex 

[2]  P = OU  p = -_  + a. 


Quelle  que  soit  la  position  du  point  M , si  on  désigne  toujours 
l’angle  MFx  par  tu,  on  a x = c-\-  p cos o>.  En  substituant  cette 

C b * 

valeur  dans  les  équations  [3],  et  posant - = e,  — = p,  il  vient 


m 


p 


P= 


1 — e cos  <*>  ’ 


et  [p']  P = 


— P 


1 -f-  ecos<i> 


La  quantité  e,  qui  est  ici  plus  grande  que  l’unité , est  encore  le 
rapport  de  l’excentricité  au  premier  axe  ; et  2 p est  le  paramètre  de 
l’hyperbole,  c’est-à-dire,  une  troisième  proportionnelle  au  pre- 
mier axe  et  au  second. 

Il  faut  bien  remarquer  que , dans  les  équations  [2] , p doit  être 
positif  (367),  et  que  par  suite  cette  supposition  doit  être  maintenue 
à l’égard  des  équations  [P]  et  [P'],  qui  sont  tirées  des  équations  [2] 
ainsi  il  faudra  rejeter  les  valeurs  négatives  de  la  variable  p,  comme 
si  elles  étaient  imaginaires.  Alors  l’équation  [p]  donne  une  branche 
de  l’hyperbole,  et  l’équation  [P']  donne  l'autre. 

Pour  ne  laisser  aucun  doute  à cet  égard , discutons  successive- 
ment chacune  des  deux  équations.  En  supposant  d’abord  le  rayon 
vecteur  appliqué  sur  Fx,  il  faut  faire  <*>=0,  et  l’équation  [p]  donne 


Cette  valeur  est  négative,  car  le  nombre  e surpasse  l’unité;  la 
courbe  n’a  donc  aucun  point  correspondant  à cette  valeur.  En 
général,  le  signe  de  p sera  celui  du  dénominateur  4 — ecos«u, 
puisque  le  numérateur  p est  positif  : or  1 — e cos  u>  restera  négatif 

4 

jusqu’à  ce  qu’on  ait  4 — e cosoj  = 0,  d’où  costo  = -;  donc; 

e 

depuis  a»  = 0 jusqu'à  cette  limite,  on  ne  trouvera  sur  le  rayon 
vecteur  aucun  point  de  l’hyperbole.  Voyons  ce  que  représente  cette 
limite. 
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c \ . d 

Si  oo  remet  - au  lieu  de  e,  la  valeur  - devient-.  Mais,  si  on 
a e c 

mène  au-dessus  de  l’axe  CB  la  perpendiculaire  BI  égale  à b,  on 

sait  que  la  droite  AI  est  une  asymptote  de  l’hyperbole  (406),  et  le 


triangle  AIB  donne  cos  IAB  = ^5  = -;  donc  la  droite  FH,  parai- 

Al  C 


lèle  à l’asymptote  AI,  est  la  limite  jusqu’à  laquelle  s’élève  le  rayon 
vecteur  sans  cesser  d’être  négatif.  Nous  désignerons  l’angle  HFx 
par  V. 


Continuons  la  discussion.  Du  moment  où  w surpasse  V,  le  dé- 
nominateur 1 — e cos  w devient  positif;  <u  = V donne  p = co; 
ùj  = 90"  donne  p = p;  et  dans  l’intervalle  les  valeurs  de  p sont 
décroissantes  : on  trouve  ainsi  l’arc  SK. 


Au  delà  de  FK,  u continuant  d’augmenter,  cos  u>  devient  négatif, 
et  p continue  encore  de  décroître  jusqu’à  ce  qu’on  fasse  w = 180°. 


Alors  on  a cosu  = — 1,  et  par  suite  p = 


Cette  valeur  est 


celle  du  rayon  vecteur  FB,  ainsi  qu’il  est  facile  de  le  vérifier,  et 
l’hyperbole  est  actuellement  prolongée  jusqu’en  B. 
x Depuis  180°  jusqu’à  360°,  cos  u prend  les  mêmes  valeurs;  mais 
dans  un  ordre  inverse,  que  de  0 à 180°;  donc,  si  on  fait  l’angle 
H'Fx  égal  à HFx,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  si  on  mène  FH' 
parallèle  à la  seconde  asymptote , on  trouvera  dans  l’angle  AFH' 
un  arc  tel  que  BK'S'  symétrique  à BKS.  Dans  l’angle  H'Fx,  le 
rayon  vecteur  est  négatif  comme  il  l’a  été  dans  l’angle  HFx,  et  ces 
valeurs  doivent  être  rejetées. 

En  faisant  croître  l’angle  u au  delà  de  360°,  le  rayon  vecteur 
aura  les  mêmes  positions  et  les  mêmes  valeurs  qu’il  a déjà  eues  ; 
de  sorte  qu’on  n’obtient  plus  de  nouveaux  points  de  la  courbe. 

L’équation  [(3]  n’a  fait  trouver  que  la  première  branche  de  l’hy- 
perbole : en  raisonnant  de  la  même  manière  sur  l’équation  [{3'] , 
on  aura  l’autre  branche  TCT'. 


Maintenant,  nous  ferons  remarquer  que  s’il  y a dans  l’équa- 
tion [p]  un  défaut  de  généralité  qui  l’empêche  de  donner  les  deux 
branches  de  l’hyperbole,  cela  tient  uniquement  à ce  que  nous 
avons  attaché  à p la  condition  d’être  positif.  Si  on  ôte  cette  res- 
triction, et  que,  suivant  la  règle  générale  (451),  on  porte  les  va- 
leurs négatives  de  cette  variable  sur  le  prolongement  du  rayon 
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vecteur,  l’équation  [(3]  déterminera  aussi  l’autre  branche,  telle 
qu’elle  résulte  de  l’équation  [fi1] . 

En  effet,  soit  FR  une  position  du  rayon  vecteur  correspondant 
à a» =<i>',  l’équation  [P]  donnera 

p = P : 

1 — ecos  to' 

supposons  que  cette  valeur  soit  négative.  Pour  le  prolongement  FR' 
de  FR,  on  a w = ü>'  -f-  180;  et  en  substituant  cette  valeur  dans  [p'], 
il  viendra 

—P 

p \ — ecosu)" 


quantité  qui  est  positive,  puisque  l’autre  est  supposée  négative  : 
elle  détermine  donc  sur  FR'  un  point  N de  la  branche  TCT'.  Or, 
ce  point  est  le  même  qu’on  eût  trouvé,  si,  au  lieu  de  rejeter  la  va- 
leur négative  de  p déduite  de  [P],  on  l’eût  portée  sur  le  prolonge- 
ment de  FR  : donc  l’équation  [p]  donnera  à elle  seule  toute  l’hy- 
perbole, pourvu  qu’on  regarde,  ainsi  qu’on  doit  le  faire  en  général, 
les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur  comme  devant  être  portées 
sur  le  prolongement  de  cette  ligne,  de  l’autre  côté  de  l’origine. 

457.  Parabole.  Les  coordonnées  étant  rectangulaires  (tig.  4 94), 
et  l’équation  de  la  parabole  étant  y*  ~îLpx,  si  le  rayon  vecteur  FM, 
mené  du  foyer  à un  point  quelconque  de  la  courbe,  est  désigné 
par  p,  on  a trouvé  (427)  p = { p -f-  x. 

En  faisant  l’angle  MFx  = co,  on  a x = 1-  p -f-  p cos  w , par  suite 
l’équation  polaire  de  la  parabole  sera 


458.  En  rapprochant  les  équations  [a],  [p],  [y],  on  aperçoit  sur- 
le-champ  que  les  trois  courbes  peuvent  être  données  par  la  seule 
équation 

P 

p \ — e cos  «)  ’ 

0 

dans  laquelle  p représente  toujours  le  demi-paramètre  de  la 
courbe.  On  aura  l’ellipse,  f’hyperbole  ou  la  parabole,  selon  que 
le  rapport  e sera  < 1 , > 1 , ou  = \ . 

Quand  w = 90°,  le  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  à l’axe  : 
alors  on  trouve  p = p;  donc,  dans  les  trois  courbes,  la  crn'de  per- 
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pendiculaxre  à l’axe,  et  /tassant  parle  foyer,  es t égale  au  paramètre. 
Cette  propriété  appartient  exclusivement  aux  foyers,  et  peut  ser- 
vir à les  déterminer. 

Sur  les  signes  et  l’extension  qu’il  convient  de  donner  aux  coordonnées 
polaires.  — Exemples. 

459.  C’est  une  erreur  assez  commune  de  croire  qu’il  est  permis 
de  ne  faire  varier  l’angle  w que  dans  les  limites  de  0 à 360°,  et  de 
négliger  tout  à fait  les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur,  comme 
si  elles  étaient  imaginaires.  La  raison  sur  laquelle  on  s’appuie, 
c’est  que  le  rayon  vecteur,  en  tournant  autour  du  pôle  sans  sortir 
du  même  plan,  ne  peut  revenir  à sa  première  situation  qu’après 
avoir  passé  par  tous  les  points  de  ce  plan  : d’où  l’on  conclut  qu’il 
n’y  a aucun  point  qui  ne  puisse  se  déterminer  par  une  valeur  po- 
positive  de  moindre  que  360°  et  par  une  valeur  positive  de  p. 

Cette  conclusion  est  exacte,  mais  elle  ne  s’applique  qu’à  des 
points  pris  isolément,  et  qui  se  succèdent  sans  aucun  ordre,  il  en 
est  autrement  lorsque  l’on  considère  les  variables  «a  et  p dans  une 
équation  qui  exprime  la  relation  qu’elles  doivent  avoir  pour  tous 
les  points  d’une  même  ligne. 

Supposons  qu’une  droite  (tig.  195),  d’abord  confondue  avec  F#, 
tourne  autour  du  pôle  F sans  sortir  d’un  même  plan,  pendant 
qu’un  point  M,  parti  de  l’origine,  se  meut  le  long  de  cette  droite, 
de  telle  sorte  que  la  distance  FM,  correspondant  à une  position 
quelconque  de  la  droite,  soit  toujours  égale  au  quart  de  la  lon- 
gueur de  l’arc  AB  décrit  par  un  point  B donné  sur  la  droite  FR.  Le 
point  M décrira  une  courlie  ; et  si  on  désigne  toujours  par  <a  l’arc  AB, 
et  par  p la  distance  FM,  l’équation  de  cette  courbe  sera  p = { <*>. 

Si  on  ne  fait  croître  <»  que  jusqu’à  360°,  on  trouve  une  courbe 
telle  que  FMH , qui  se  termine  brusquement  en  H sur  la  ligne  Fx. 
Cependant  il  est  évident  que  la  droite  FR,  après  s’être  replacée 
sur  Fx,  ne  cesse  pas  pour  cela  sa  rotation,  et  que  la  courbe  dé- 
crite par  le  point  M se  prolonge  au-dessus  de  Fx.  R en  est  encore 
ainsi  après  chaque  révolution  de  FR  ; en  sorte  que  la  courbe  fait 
elle-même  une  infinité  de  circonvolutions  autour  du  point  F.  Or, 
l’équation  ne  peut  donner  toutes  les  parties  de  cette  courbe  qu’en 
faisant  croître  ai  jusqu’à  l’infini  : ce  serait  donc  à tort  qu'on  vou- 
drait arrêter  cette  variable  à la  limite  360°. 
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Tirons  la  droite  Fa/  qui  rencontre  en  A'  la  circonférence  décrite 
par  le  point  B,  et  représentons  l'arc  AA'  par  «;  si  on  veut  compter 
les  arcs  variables  <o  à partir  de  Fa/,  il  faut,  dans  l'éq.  p=tu>,  rem- 
placer u)  par  <x  — {—  o»  quand  FR  est  au  delà  de  Fa/,  et  par  a — w 
quand  FR  est  en  deçà,  il  vient  ainsi  p = |(a-f-w)  et  p = }(« — w). 

On  voit  alors  que  toute  la  courbe  ne  sera  plus  représentée  par 
une  seule  équation , à moins  qu’on  ne  donne  à u>  des  valeurs  néga- 
tives : c’est  donc  encore  sam  raison  qu’on  rejetterait  du  calcul  les 
valeurs  négatives  de  cette  variable. 

Revenons  aux  rayons  vecteurs,  et  imaginons  (fig.  196)  qu’au 
moment  où  la  droite  FR  a commencé  sa  rotation,  le  mobile  M soit 
parti  du  point  B,  réuni  alors  au  point  A,  pour  se  mouvoir  du 
côté  AF.  Si  on  suppose  toujours  que  la  distance  qu’il  parcourt  soit 
le  quart  de  l’arc  décrit  par  le  point  B , on  aura  encore  p = { <». 
Mais  la  variable  p désigne  ici  une  distance  BM  comptée  à partir  du 
point  B,  lequel  se  déplace  en  même  temps  que  la  droite  FR. 

Lorsque  FR  prend  la  position  FS,  dans  laquelle  l’arc  n>  est  égal 
à quatre  fois  le  rayon  FB,  la  distance  p devient  égale  à FB,  de  sorte 
que  le  point  mobile  se  trouve  arrivé  en  F.  La  droite  continuant  de 
tourner  et  venant  se  placer  en  FT,  p surpasse  FB , et  le  point  M 
passe  en  M'  de  l’autre  côté  du  pôle  F,  sur  le  prolongement  FT' 
de  FT.  Il  s’éloigne  ensuite  de  plus  en  plus  du  pôle. 

Si , au  lieu  de  BM , on  veut  introduire  dans  l’équation  une  dis- 
tance variable  dont  l'origine  soit  au  pôle,  et  qu’on  désigne  FB  par  a, 
il  faut  remplacer  p par  a — p s’il  s’agit  d’un  point  tel  que  M,  et 
par  a + p s’il  s’agit  d’un  point  tel  que  M'.  Alors  p désignera  les 
distances  FM  ou  FM',  et  on  aura  p = a — \a>  et  p = } «o — a. 

Par  là  on  voit  que  la  courbe  ne  pourra  pas  être  donnée  par  une 
seule  équation , à moins  qu’on  ne  regarde  les  valeurs  négatives  du 
rayon  vecteur  comme  devant  être  portées  sur  le  prolongement  de  ce 
rayon,  de  l’autre  côté  du  pôle.  Cette  conclusion  s’accorde  avec  la 
discussion  établie  plus  haut  au  sujet  de  l’hyperbole. 

Maintenant  il  est  hors  de  doute  que  les  coordonnées  polaires  ne 
doivent  être  assujetties  à aucune  limitation.  S’il  se  rencontre  des 
courbes , et  il  en  existe  en  effet  un  grand  nombre,  qui  soient  dé- 
terminées tout  entières,  par  des  valeurs  de  tu  moindres  que  360°, 
et  par  des  valeurs  positives  de  p , ce  sont  des  cas  particuliers  qui 
ne  sauraient  servir  de  règle  générale. 

460.  A l’appui  de  ce  qui  précède,  je  présenterai  encore  quelques 
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considérations  qui,  en  rendant  sensible  la  liaison  des  coordonnées 
polaires  avec  celles  qui  sont  parallèles  à deux  axes , me  paraissent 
bien  propres  à montrer  comment  les  signes  attribués  aux  dernières 
doivent  s’appliquer  aussi  aux  premières. 

Soient  (fig.  197)  deux  axes  rectangulaires  XX',  YY',  qui  se  cou- 
pent en  F.  De  ce  point  comme  centre  décrivons  une  circonférence 
qui  coupe  FY  en  A,  et  menons  DAD’  parallèle  à XX'.  Concevons 
que  DD'  s’enroule  sur  la  circonférence  de  manière  que  les  points 
tels  que  Q et  Q'  déterminent  les  arcs  kq  et  Aq',  égaux  aux  lon- 
gueurs AQ  et  AQ',  en  même  temps  que  les  perpendiculaires  QP 
et  Q'P'  viennent  coïncider  avec  les  rayons  F q et  Fq'.  Alors  un 
point  M , dont  les  coordonnées  parallèles  aux  axes  rectangulaires 
étaient  FP  et  PM,  vient  prendre  une  position  m , dans  laquelle  il  a 
pour  coordonnées  polaires  l’arc  Aç=AQ=FP  et  le  rayon  vec- 
teur F»»= PM.  Les  abscisses  placées  à droite  et  à gauche  de  l’ori- 
gine F étant  de  signes  contraires,  et  pouvant  croître  jusqu’à  l’infini, 
il  en  doit  être  de  même  des  arcs  situés  de  chaque  côté  du  point  A ; 
et  pareillement,  les  coordonnées  situées  au-dessus  et  au-dessous 
de  XX',  comme  PM  et  PN,  devant  être  prises  avec  des  signes  con- 
traires, les  rayons  vecteurs  correspondants  F m et  Fn,  dont  le  pre- 
mier se  trouve  du  côté  F^,  et  le  second , sur  le  prolongement  de  Fq, 
de  l’autre  côté  du  pôle,  devront  aussi  être  affectés  de  signes  diffé- 
rents. Ces  conclusions  ramènentprécisémentauxrègles  établies  (451  ) 
sur  les  signes  et  l’extension  qu’il  faut  donner  aux  coordonnées 
polaires. 

461.  Comme  exercices,  je  proposerai  les  questions  suivantes  : 

I.  Construire  l’équation  polaire  p=au>  (spirale  de  Conon). 

II.  Construire  l’équation  wp  —a*  (spirale  hyperbolique). 

III.  Construire  l’équation  p=acosto-(-6,  dans  laquelle  a et  b 
sont  positifs.  On  distinguera  trois  cas  : b > a,  b = a,  b <a.  Si  b— 0, 
l’équation  représente  un  cercle. 

IY.  Construire  l’équation  p = a cos  mu>  dans  les  cas  suivants  : 
m = 3,  m — i,  m = i,  m = \,  m=],  m = j. 

V.  Construire  l’équation  p = a cos  3w  -J-  b.  On  distinguera  trois 
cas  : b > a,  b — a,  b < a. 


VI.  Trouver  l’équation  polaire  de  la  ligne  droite.  Cette  équation 


est  p = 
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VII.  Trouver  l’équation  polaire  du  cercle,  pour  une  origine  quel- 
conque. Cette  équation  est  p* — 2op  cos  (o> — oc)-f-8* — R*  = 0,  et 
les  propriétés  des  sécantes  s’en  déduisent  immédiatement. 

VIII.  Problème.  Étant  donné  un  cône  droit  dont  la  base  a pour 
rayon  le  | de  l’apothème,  prenez  sur  la  surface  de  ce  cône  un  point 
situé  à une  distance  a du  sommet,  et  de  ce  point  comme  centre, 
avec  une  ouverture  de  compas  égale  à r,  tracez  une  courbe  sur 
cette  surface;  supposez  ensuite  qu’on  développe  cette  surface  sur 
un  plan,  ce  qui  donne  un  secteur  circulaire  dont  l’angle  est  égal 
aux  | d’un  droit.  On  demande  l’équation  de  la  courbe  tracée  par 
le  compas,  et  devenue  plane  par  le  développement. 

L’équation  générale  étant  trouvée,  on  fera  a =3,  r = 2,  et  on 
déterminera,  pour  ce  cas  particulier,  la  figure  exacte  de  la  courbe. 


CHAPITRE  XV. 

DES  SECTIONS  DU  CONE  ET  DU  CYLINDRE. 


Sections  coniques.  — Identité  de  ces  courbes  avec  celles  du  second  ordre. 

462.  Nous  nommons  ici  cône  droit  la  surface  engendrée  par  une 
droite  indéfinie  qui  tourne  autour  d’une  droite  fixe,  sans  cesser  de 
passer  par  un  même  point  de  cette  ligne  et  de  faire  avec  elle  le 
même  angle.  La  droite  mobile  est  la  génératrice  du  cône,  la  droite 
fixe  en  est  l’axe,  et  le  point  par  lequel  passe  constamment  la  géné- 
ratrice en  est  le  sommet.  La  génératrice  étant  illimitée  de  chaque 
côté,  la  surface  est  composée  de  deux  parties  ou  nappes  parfaite- 
ment semblables,  situées  de  part  et  d’autre  du  sommet. 

l)e  cette  génération  il  suit  que  tout  plan  perpendiculaire  à l’axe 
coupe  la  surface  suivant  un  cercle,  et  que  tout  plan  conduit  par 
l’axe  la  coupe  suivant  deux  génératrices  qui  font  entre  elles  un  an- 
gle double  de  l’angle  constant  formé  par  la  génératrice  avec  l’axe. 

463.  Laissant  de  côté  tous  les  cas  particuliers,  proposons-nous 
de  rechercher  les  différentes  courbes  qu’on  obtient  en  coupant  un 
cône  droit  par  un  plan,  et  qu’on  nomme  sections  coniques. 

Soit  MAN  (fig.  4 98  ) la  courbe  dont  il  s’agit  : par  l’axe  W'  mc- 

21 
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nous  un  plan  perpendiculaire  à celui  de  cette  courbe;  il  coupera  le 
cône  suivant  deux  génératrices  opposées  RSR',  TST',  et  le  plan  de 
MAN  suivant  une  droite  Ax  que  je  prendrai  pour  la  ligne  des  ab- 
scisses. Par  un  point  quelconque  de  la  courbe  j’abaisse  l’ordonnée 
rectangulaire  MP  : je  désigne  AP  par  x,  MP  par  y,  et  il  s’agit  de 
trouver  une  relation  entre  x et  y. 

11  y a trois  cas  à distinguer,  selon  que  Ax  rencontre  la  généra- 
trice TT'  sur  la  même  nappe  que  RR',  ou  qu’il  la  rencontre  sur  la 
nappe  opposée,  ou  qu’il  lui  est  parallèle. 

Prerràer  cas  (fig.  198).  Par  les  points  A et  B,  où  Ax  rencontre 
les  génératrices  SR,  ST,  je  mène  AC,  BD,  perpendiculaires  à l’axe 
SV,  et  je  fais  AB  = 2«,  Bü  = 2/)  AC  =2y.  Je  mène  encore,  par 
le  point  P,  EF  perpendiculaire  à l’axe,  puis  je  conduis  un  plan  par 
MP  et  EF;  ce  plan  sera  lui-même  perpendiculaire  à l’axe,  et  cou- 
pera le  cône  suivant  un  cercle  EMF,  qui  aura  EF  pour  diamètre. 

L’ordonnée  MP  étant  perpendiculaire  à Ax,  et  située  dans  le 
plan  MAN  perpendiculaire  au  plan  ASB,  doit  être  elle-même  per- 
pendiculaire à ce  dernier  plan  ; donc  elle  fait  un  angle  droit  avec 
le  diamètre  EF,  donc  on  a y*  = EP  x PF. 

Les  triangles  semblables  AEP,  ADB,  donnent  EP  : x : : 2/*  : 2a, 
et  les  triangles  BFP,  BCA,  donnent  PF  : 2 a — x ::  2y  : 2a.  De  ces 

proportions  on  tire  EP  = '-—  et  PF  = ^— -;  donc  l’équation 


de  la  section  conique  sera  y*  = ~ (2ax — x’)  ; donc  la  section  co- 


nique est  une  ellipse. 

Remarques.  I.  Le  grand  axe  d’une  ellipse  étant  désigné  par  2A, 
et  le  petit  axe  par  2B,  si  on  rapporte  cette  ellipse  à son  grand  axe 
et  à une  perpendiculaire  élevée  par  l’un  des  sommets  (296),  l’é- 

B* 

quation  de  cette  courbe  est  y’  = — ( 2Ax — x1). 

A 

En  la  comparant  à la  précédente,  on  voit  que  le  grand  axe  de  la 
section  conique  est  égal  à 2a,  que  le  petit  axe  est  égal  à 2 y 7^,  et 
que  par  suite  la  distance  des  deux  foyers  est  2 yV — fg. 

Abaissez  AG  perpendiculaire  sur  BD  : on  a BG  = /■-)-  y,  et  le 
triangle  ABD  donne  AD 2 = 4a’  — J /’(/’+?)  = 4a* — 4/y; 

donc  AD  = 2y lar — fg,  distance  égale  à celle  des  foyers. 

Ainsi,  dans  l’ellipse  résultant  de  la  section  du  cône , le  grand  axe 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A DEUX  DIMENSIONS. 


323 


est  égal  à AB,  le  petit  axe  est  moyen  p roportionncl  entre  AC  et  BD, 
et  l’excentricité  est  égale  à AU. 

II.  Inscrivez  un  cercle  dans  le  triangle  ASB;  et  soient  H,  I,  K, 
les  points  de  contact  avec  les  trois  côtés.  Il  est  facile  de  voir  qu'on 
a AH  = AI,  BH  = BK,  SI  = SK. 

Par  suite  on  a CK.=AI=AH.  Or,  BK — CK=BC;  donc  BH — AH 
=BC;  dorfc  aussi,  en  prenant  BIT=AH,  on  aura  BH — BH'=HH 
acz  BC.  On  vient  de  voir  que  la  distance  des  foyers  de  l’ellipse  est 
égaie  à BC  ou  AD;  donc  les  points  H et  H sont  les  deux  foyers. 

Au  reste,  le  foyer  H'  est  aussi  déterminé  par  le  cercle  décrit  au- 
dessous  de  ABtangentiellement  aux  trois  mêmes  lignes  AB,  AR,BT. 
En  effet,  si  on  suppose  que  II',  1',  K , soient  les  points  de  contact, 
on  a BH'=  BK  = DI'.  Par  conséquent  AH’—  BH'=  Al'—  DI'—  AD; 
donc  H'  est  l’autre  foyer. 

Si  on  mène  IL  parallèle  à AC,  le  triangle  AIL  sera  semblable 
à ABD,  et  on  aura  AL  : AB  ; ; Al  : AD.  Soit  0 le  milieu  de  AB  : on 
a AB=  20A,  AD  = 2011,  A1  = AH;  doue,  au  lieu  de  la  propor- 
tion précédente,  on  peut  écrire  AL  : OA  ::  AH  : OH,  ou  bien 
componendo,  OL  : OA  ::  OA  : OH,  d’oii  OL  X 0H=  OA  . 

Pareillement,  si  on  mène  K L'  parallèle  à BU,  on  aura  OL’  x 011' 
= 0Â‘.  Ces  résultats  étant  rapprochés  du  n°  313,  on  conclut  que 
les  points  L et  L sont  les  pieds  des  deux  directrices. 

III.  Si  le  plan  coupant  se  meut  parallèlement  à lui-même,  les 
triangles  ADB,  ACB,  conserveront  les  mêmes  angles;  donc  le  rap- 
port ^LÔLf  qui  est  celui  des  axes  de  l’ellipse,  restera  constant.  C’est 

en  cela  que  consistent  les  ellipses  semblables. 

IV.  Quand  le  cône  et  l’ellipse  sont  donnés  séparément,  on  connaît 
les  côtés  AB  et  AD  du  triangle  ABD,  ainsi  que  l augle  D.  En  effet, 
AB  est  le  grand  axe  de  l’ellipse,  AD  est  la  distance  des  foyers,  et 
l’angle  D est  le  complément  de  l’angle  formé  par  la  génératrice  du 
cône  avec  l’axe.  Ou  peut  donc  construire  le  triangle  ABD,  et  avoir 
ensuite  le  point  S en  élevant  SV  perpendiculaire  au  milieu  de  BD. 
Alors  il  est  évident  que  le  cône  engendré  par  la  révolution  de  SR 
autour  de  SV  est  égal  au  cône  donné,  et  que  le  plan  conduit  par  AB, 
perpendiculairement  au  plan  RSV,  coupe  ce  cône  suivant  l’ellipse 
donnée;  donc  toute  ellipse  peut  être  placée  sur  un  cône  donné. 

Par  la  nature  de  l'ellipse,  AD  est  < AB;  d’ailleurs,  l’angle  ADB 
est  aigu;  donc  le  triangle  ADB  est  toujours  possible,  et.  la  conclu- 
sion précédente  n’est  sujette  à aucune  exception. 
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464.  Deuxième  cas  (fig.  199).  En  faisant  les  mêmes  constructions 
que  dans  le  premier  cas,  et  conservant  les  mêmes  dénominations, 
on  a toujours  y’  = MP==  EPxPF. 

Par  la  comparaison  des  triangles  semblables  AEP,  ADB,  et  par 
celle  des  triangles  BFP,  BOA,  qui  sont  aussi  semblables,  on  trouve 

EP  = —,  PF=  # . donc  yï  _ ÙL  . (Joue  ia  Sec- 

a a a1 

tion  conique  est  une  hyperbole. 

Remarques.  I.  En  plaçant  l’origine  au  sommet,  l’équation  de 
B* 

l’hyperbole  est  (360)  ÿs=  — (2Aæ  -f-  ®*).  On  voit  par  là  que,  dans 

l’hyperbole  située  sur  le  cône,  le  premier  axe  est  égal  à 2a,  que 
le  second  est  égal  à 2 \ffg,  et  que  l’excentricité  est  2y  as-f  fg. 

En  menant  AG  perpendiculaire  à BD,  on  trouve  facilement  AD" 
= 4as-(-4/', — 4 /(/■ — g)  = \ai-\- \fg-,  donc  AD  = 2v/a*  + fg,  ce 
qui  prouve  que  la  distance  AD  est  égale  à l’excentricité. 

II.  Soient  H,  I,  K,  et  H',  I',  K',  les  points  de  contact  des  lignes 
x'x,  RR',  TT',  avec  les  deux  cercles  tangents  à ces  lignes  et  com- 
pris entre  les  génératrices  RR'  et  TT',  on  aura  AH  = AI=  CK,  et 
par  suite  BH  -f-  AH  = BK-|-  CK  =BC.  Or,  la  ligne  AD  ou  BC  est 
égale  à la  distance  des  foyers  de  la  courbe;  donc  le  point  H est 
un  foyer.  On  a aussi  BH'=BK'=DI',  et  par  suite  AH'-j-BH'= 
AI' -f-  DI'  = AD;  donc  le  point  H'  esf  Vautre  foyer. 

Tirons  IL  et  K'L  parallèles  à BD.  Les  triangles  semblables  AIL, 
ADB,  donnent  AL  : AB  ; AI  ou  AH  ; AD  ou  HIT. 

Soit  O le  milieu  de  la  distance  AB  : cette  proportion  revient  à 
celle-ci , AL  : OA  : ; AH  : OH  ; donc,  dividendo,  0L  : OA  ; : OA  : OH, 
d’où  Ton  tire  OLxOH  = Ô.\*. 

Semblablement,  on  trouverait  OL' X OH' = OA*;  donc  (372)  les 
points  L et  L'  sont  les  pieds  des  deux  directrices. 

III.  Pour  des  sections  parallèles,  le  rapport  des  deux  axes 

reste  constant;  alors  les  hyperboles  sont  dites  semblables. 

Ce  rapport  demeurant  constant,  les  hyperboles  qui  résultent  de 
ces  sections  ont  leurs  asymptotes  parallèles.  Il  est  facile  de  recon- 
naître aussi  que  la  section  parallèle,  faite  par  le  sommet  du  cône, 
donne  deux  génératrices  parallèles  à ces  asymptotes. 

IV.  Pour  placer  une  hyperbole  sur  un  cône  donné,  on  construit 
le  triangle  ADB,  dans  lequel  on  connaît  l’angle  aigu  D,  le  côté  AD 
égal  à la  distance  des  foyers  de  l’hyperbole,  et  le  côté  AB  égal  à 
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l’axe  transverse;  on  élève  ensuite  SV  perpendiculaire  au  milieu 
de  BD.  Le  cône  droit  qui  a SV  pour  axe  et  SA  pour  génératrice  est 
égal  au  cône  donné,  et  le  plan  mené  par  AB,  perpendiculairement 
au  plan  ASV,  coupe  ce  cône  suivant  l’hyperbole  donnée. 

Mais  le  côté  AB  étant  < AD,  le  triangle  ADB  n’est  possible  que 
dans  le  cas  où  AB  n’est  pas  moindre  que  la  perpendiculaire  AG. 
Or,  le  triangle  ADG  donne  AG  = AD  sin  ADG  = AD  X cos  ASV  ; 


AB 

donc  il  faut  qu’on  ait  AD  X cos  ASV  < AB,  d’où  cos  ASV  < — . 

AU 

(Ici  le  signe  < n’exclut  pas  l’égalité). 

Dans  l’hyperbole  donnée,  le  rapport  de  AB  à AD  est  égal  au  co- 
sinus de  l’angle  formé  par  l’asymptote  avec  le  premier  axe  (411). 
En  désignant  donc  cet  angle  par  0,  on  a cos  ASV  <cos8,  d’où 
ASV  > 6 et  2ASV  > 28.  Donc  une  hyperbole  peut  se  placer  sur  un 
cône  donné,  pourvu  que  l'angle  de  deux  génératrices  opposées  ne  soit 
pas  moindre  que  celui  des  asymptotes  de  l'hyperbole. 

465.  Troisième  cas  (fig.  200).  En  se  servant  toujours  des  mêmes 
constructions,  on  a encore  ÿ!  = EP  X PF. 

Ax  étant  parallèle  à ST,  on  a PF  = AC  = 2y  : faisons  AS  = d. 
Les  triangles  AEP,  SAC,  étant  semblables,  on  a EP  : x ::  2 g : d-, 

donc  EP  = —j-,  et  par  suite,  y2  = —■  x:  donc  la  section  conique 


est  une  parabole. 

Remarques.  I.  Le  paramètre  est  en  évidence.  Si  du  milieu  de  AC, 
on  mène  GH  perpendiculaire  sur  Ax,  le  triangle  AGH  sera  sem- 

(j~ 

blable  à AGS,  et  on  aura  AH  : g ::  y : d,  d’où  AH  = ~;  donc  AH 


est  le  quart  du  paramètre  ; donc  le  point  H est  le  foyer  de  la  parabole. 

II.  Dès  lors  il  est  évident  que  ce  foyer  est  le  point  de  contact  de 
la  ligne  x'x  avec  le  cercle  décrit  entre  les  génératrices  RK'  et  TT', 
tangentiellement  à ces  deux  génératrices  et  à la  droite  x'x. 

De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  si,  par  le  point  de  contact 
de  RR'  avec  le  même  cercle,  on  tire  IL  parallèle  à AC,  on  aura 
AL  = AII;  donc  la  directrice  passe  au  point  L. 

III.  Il  n’y  a pas  lieu  à remarquer  que  les  paraboles  données  par 
des  plans  parallèles  sont  semblables,  par  la  raison  que  toutes  les 
paraboles  doivent  être  considérées  comme  semblables.  Cela  se  fonde 
sur  ce  que,  dans  deux  paraboles  quelconques,  les  droites  menées 
par  les  sommets,  et  également  inclinées  sur  les  axes,  sont  toujours 
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proportionnelles.  La  démonstration  de  cette  proposition  est  trop 
facile  pour  qu’il  soit  nécessaire  de  la  donner  ici. 

IV.  Une  parabole  étant  donnée , pour  la  placer  sur  un  cône 
donné  , on  construira  le  triangle  rectangle  GAII;  puis  on  élèvera  GS 
perpendiculaire  sur  AG,  et  on  fera  l’angle  GAS=GAH.  La  surface 
décrite  par  la  révolution  de  SA  autour  de  SG  sera  celle  du  cône 
donné,  et  le  plan  conduit  par  AH  perpendiculairement  au  plan  A SG 
coupera  ce  cône  suivant  la  parabole  donnée.  Donc  toutes  les  para- 
boles peuvent  être  placées  sur  un  cône  donné. 

466.  De  tout  ce  qui  précède , il  faut  principalement  conclure  que 
les  sections  coniques  sont  des  courbes  du  2'  ordre;  et  réciproquement, 
que  les  courbes  du  2"  ordre  sont  des  sections  coniques. 

Autre  méthode. 


467.  Nous  allons  encore  chercher  les  sections  coniques  par  une 
méthode  qui  fera  trouver  les  trois  courbes  dans  une  seule  équation. 

Faisons  (fig.  201)  les  mêmes  constructions  que  dans  le  n°  463; 
et , pour  avoir  des  données  qui  conviennent  à toutes  les  positions 
de  la  ligne  kx , prenons  SA  = d,  SAx  = a,  RSV  = p.  Cela  posé, 
le  cercle  EMF  donne  y*=  EP  XPF. 

Dans  le  triangle  APE,  on  a EP  : x ::  sin  PAE  : sin  PEA.  Or, 

x sin  a 

sin  PAE  = sm  a,  sin  PEA  = cos  0;  donc  EP  = — . 

v cos  P 

Menons  AC  parallèle  à EF,  et  PH  parallèle  à SF  : le  triangle  APH 
donne  AH  : x : : sin  APH  : sin  AHP.  Or,  sin  APH  = sin  (a  -f-  2(3)  et 

sin  AHP  = cos  P;  donc  AH  = — in(a+8fl  . 

COS  P 

Le  triangle  SAG  donne  2AG  — AC  = Zd  sin  p : et  en  retranchant 
AH  de  AC,  il  vient  PF  = 2rf  sin  p — — 

COS  P 

Enfin,  en  remplaçant  EP  et  PF  par  leurs  valeurs,  on  aura  l’équa- 
tion générale  des  sections  du  cône,  savoir  : 


2«/sinasinp  sinasin(a-)-2p) 


donc  les  sections  coniques  sont  des  courbes  du  second  ordre. 

Pour  démontrer  la  proposition  réciproque,  il  faut  remarquer 
d’abord  qu’en  prenant  des  coordonnées  rectangulaires  et  en  pla- 
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çant  l’origine  à un  sommet,  les  trois  courbes  du  second  ordre  sont 

contenues  dans  l’équation 

[s]  yi  = %px  -j-nx*, 

2 p désignant  le  paramètre  de  la  courbe,  et  n le  carré  du  rapport 
du  second  axe  au  premier  (abstraction  faite  du  signe).  Alors,  la 
question  revient  à démontrer  que  les  quantités  p,  n,  p,  étant  don- 
nées, on  peut  déterminer  pour  les  inconnues  d et  a des  valeurs 
réelles  qui  rendent  les  équations  [S]  et  [s]  identiques. 

En  égalant  respectivement  les  coefficients  de  x et  de  x%  dans  les 
deux  équations,  il  vient 

d sin  a sin  p sinasin(a-|-2p) 


M 


cos  p L_J  COS*  P 

L’éq.  [1]  donne  pour  d une  valeur  réelle  quand  a est  lui-même 
réel.  Mais  la  forme  de  l’éq.  [2]  n’est  pas  commode  pour  faire  con- 
naître cet  angle;  c’est  pourquoi  nous  allons  la  changer. 

Prenons  les  formules  trigonométriques  qui  expriment  cos  (A-f-B) 
et  cos  (A — B),  et  retranchons  la  première  de  la  seconde,  on  trouve  (38) 
2 sin  A sin  B = cos  (A — B)  — cos  (A -f  B). 

Soit  fait  A = a-(-2p  et  B = a,  cette  dernière  formule  donne 
2sinasin(a-}-2p)=cos2p  — cos  (2a  -}-  2p).  Par  suite,  l’éq.  [2] 
devient  cos2p — cos  (2a  -j-  2P)  = — 2ncos*p,  d’où  cos(2a-j-2P) 
= cos2p  + 2n  cos*p.  Or,  cos2p  = cos*p — sin*P  = 2cossp  — 1; 
donc  enfin 


[2] 


-n. 


cos(2a-j-2p)=2(l  + n)cos*p — 

Dans  l’ellipse,  le  rapport  n est  négatif  et  < 1.  Il  s’ensuit  que  la 
valeur  précédente  est  comprise  entre  + 1 et  — 1 ; doDc  l’arc  2a  -f-  2p 
est  réel,  et  par  suite  a l’est  aussi;  donc  un  cône  droit  étant  donné, 
on  peut  toujours  le  couper  suivant  une  ellipse  donnée. 

Dans  l’hyperbole,  n est  positif  et  peut  avoir  une  grandeur  quel- 
conque. Si  la  valeur  de  cos  (2a  -j-  2P)  est  négative , il  est  évident 
qu’elle  sera  plus  petite  que  l’unité,  et,  par  conséquent,  a sera  réel. 
Mais  il  n’en  est  plus  ainsi  quand  cette  valeur  est  positive  : il  faut 
alors  qu’on  ait 

2(1 n)  cos*  p — 1 < 1 , d’où  cosP< 

Pour  interpréter  cette  condition,  remettons  au  lieu  de  n le  carré 

a 

du  rapport  des  axes  : elle  devient  cos  p < . Or,  si  on  dé- 

yV  -j-  6’ 
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signe  pas  0 l’angle  des  asymptotes  avec  Taxe  transverse,  on  a aussi 
a 

cos 6 = - : donc  cosp  <cos0;  donc  p>  6 et  2p>  20. 

yV  + ô* 

Ainsi  on  retrouve  cette  condition  que,  pour  placer  une  hyperbole 
sur  un  cône  droit,  il  faut  que,  dans  ce  cône,  l'angle  au  sommet  soit 
au  moins  égal  à celui  des  asymptotes. 

Dans  la  parabole,  n = 0,  et  alors  l’éq.  [2]  donne  ou  sin  a— 0 ou 
sin  (*  + 2(1)  = 0.  La  première  valeur  n’est  pas  admissible  :car  en 
la  mettant  dans  l’éq.  [1]  on  aurait  p = 0,  et  Féq.  [S]  ne  représen- 
terait plus  une  parabole.  On  doit  donc  prendre  sin  (a  -f-  2(1)  = 0. 
Or,  a -f-  2(3  doit  être  < 360°;  donc  il  faut  poser  ou  a -|-  2p  = 0,  ou 
a -|-  2(5  = 180°.  On  négligera  l’égalité  a-f-  2(5  = 0 , car  elle  donne 
pour  a une  valeur  négative  ; et  quant  à l’égalité  a -f-  2(5  = d 80",  elle 
montre  que  Ax  (fig.  201)  doit  être  parallèle  à ST,  ainsi  que  cela 
doit  arriver  dans  le  cas  de  la  parabole.  Donc , toutes  les  paraboles 
peuvent  se  trouver  en  coupant  un  même  cône  droit  par  des  plans. 

Section  cylindrique. 

468.  Soit  AMB  (fig.  202)  la  section  d’un  cylindre  droit  par  un 
plan  : si  on  fait  les  mêmes  constructions  que  pour  le  cône  (463) , 
et  qu’on  désigne  le  rayon  du  cylindre  par  r,  et  AB  par  2a,  on 
trouve  facilement , pour  la  courbe  AMB, 

ffl  ÿ*  = £ï  (2ox— ®*). 

Cette  équation,  qui  représente  une  ellipse,  peut  aussi  se  déduire 

de  l’équation  [S] , mais  il  faut  auparavant  introduire  dans  celle-ci 

la  ligne  AG  (fig.  201).  Posons  AG  = r:  le  triangle  ASG  donne 

r = d sin  (5,  et  par  suite  l’équation  [S]  devient 

. 2r  sin  a sin  * sin  (a  + 213) 

tr  — 7-  x — — — ar. 

cos  p cos!  p 

Alors,  si  on  suppose  p = 0,  les  lignes  HR',  TT,  deviennent  paral- 
lèles, et  le  cône  se  change  en  cylindre.  Cette  hypothèse  réduit 
l’équation  à y*  = 2rsina.a: — sina.x*;  et  ce  résultat  s’accorde 
avec  l’éq.  [T].  En  effet,  a représente  l’angle  R'AB  (fig.  202),  et  le 

T 

triangle  ABC  donne  sin  ABC  = sin  a = - : or,  si  on  substitue  cette 
valeur  dans  l’éq.  ci-dessus,  on  retombe  sur  l’éq.  [T], 
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Section  antiparallèle  du  cène  oblique. 

400.  Si  on  fait  mouvoir  une  droite  de  manière  qu’elle  s’appuie 
toujours  sur  un  cercle  et  qu’elle  passe  constamment  par  un  point 
donné,  elle  engendre  un  cône , qui  a pour  base  le  cercle,  pour 
sommet  le  point  donné,  et  pour  axe  la  droite  menée  par  le  sommet 
et  par  le  centre  de  la  base.  Le  cône  est  droit  ou  oblique,  selon  que 
l’axe  est  perpendiculaire  ou  oblique  à la  base. 

Un  plan  mené  par  l’axe  d’un  cône  oblique  perpendiculairement 
à sa  base,  coupe  le  cône  et  la  base  suivant  un  triangle  qu’on 
nomme  la  section  principale. 

Le  cône  oblique,  de  même  que  le  cône  droit,  est  coupé  suivant 
des  cercles , par  des  plans  parallèles  à sa  base  ; mais  il  jouit  en 
outre  de  la  propriété  d’être  encore  rencontré  suivant  des  cercles 
par  d’autres  plans.  C’est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

Soit  SAB  (fig.  203)  la  section  principale  d’un  cône  oblique,  et 
DMC  la  courbe  produite  par  l’intersection  de  ce  cône  avec  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  SAB.  Ayant  mené  MP  perpendiculaire  sur 
CD,  et  EPF  parallèle  à AB,  je  conduis  par  EF  et  MP  un  plan  qui 
sera  parallèle  à la  base  du  cône,  et  qui  coupera  le  cône  suivant 
un  cercle  EMF.  11  est  facile  de  voir  que  MP  est  perpendiculaire  au 
diamètre  EF  ; donc  MPS  = EP  X PF. 

Supposons  que  la  courbe  DMC  soit  un  cercle  : la  droite  DC  sera 
un  diamètre  de  ce  cercle , et  on  aura  aussi  MP*  = DP  X PC  ; donc 
EP  X PF  = DP  X PC , ou  bien  EP  : DP  : : PC  : PF. 

Les  deux  triangles  EPD,  CPF,  ont  donc  un  angle  égal  entre 
côtés  proportionnels;  par  conséquent  ils  sont  semblables,  et  l’an- 
gle SCD  = SEF  = SAB.  Quand  cette  condition  est  remplie , il  est 
clair  que  la  section  est  un  cercle. 

On  connaît  ainsi  la  nouvelle  direction  qu’il  faut  donner  aux 
plans  coupants  pour  que  les  sections  du  cône  oblique  soient  en- 
core des  cercles.  Ces  sections  sont  celles  qu’on  désigne  sous  le  nom 
de  arUi par  allèles  ou  de  sous-contraires.  11  y a aussi  une  section 
antiparallèle  dans  le  cylindre  oblique  à base  circulaire. 

470.  Remarque.  Quelle  que  soit  la  position  des  lignes  CD  et  EF, 
pourvu  qu’elles  soient  parallèles  à celles  qui  répondent  aux  deux 
séries  de  sections  circulaires,  il  est  clair  que  les  deux  triangles 
EPD  et  CPF  seront  encore  semblables  : de  sorte  qu’on  aura  tou- 
jours EP  X PF  = DP  X PC.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  CD 
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et  EF  sont  les  cordés  d’un  même  cercle , et  que  les  deux  sections 
circulaires,  qui  ont  ces  lignes  pour  diamètres,  sont  situées  sur 
une  même  sphère  dont  le  grand  cercle  est  précisément  celui  qui 
contient  les  deux  cordes  CD  et  EF. 


CHAPITRE  XVI. 

TANGENTES  ET  ASYMPTOTES  CONSIDÉRÉES  GÉNÉRALEMENT. 


Tangentes  aux  courbes  algébriques. 

471.  Soit  3?  et  ÿ les  coordonnées  d’un  point  quelconque  d’une 
courbe.  Pour  un  autre  point  dont  l’abscisse  serait  x'  -f-  h,  on  aurait 
une  autre  ordonnée  que  je  désigne  par  y'-\-k.  La  sécante  passant 
par  les  deux  points  est  déterminée  quand  on  connaît  le  rapport 
de  k à h : mais  la  valeur  générale  de  ce  rapport  ne  nous  est  pas 
nécessaire,  et  il  suffit  de  trouver  celle  qu’il  prend  quand  le  second 
point  coïncide  avec  le  premier.  Il  est  évident,  en  effet,  qu’en  nom- 
mant X cette  limite,  l’équation  de  la  tangente  sera 

y—y,  = k(x—af). 

La  limite  X doit  être  une  conséquence  de  l’équation  qui  exprime 
la  liaison  établie  entre  l’abscisse  et  l’ordonnée  de  la  courbe;  et 
voici  comment  on  trouve  cette  limite. 

Soit  Z = 0 l’équation  de  la  courbe.  Elle  doit  être  satisfaite  en  y 
remplaçant  x et  y par  x'  et  ÿ ou  par1  x' -{-h  et  ÿ k;  donc,  en 
appelant  Z'  et  Z"  ce  qui  devient  Z par  ces  substitutions,  on  devra 
avoir  Z'=  0 et  Z"—  0,  d’où  Z" — Z'=  0. 

Or,  si  on  suppose  que  Z = 0 soit  une  équation  algébrique,  il  est 
clair  que  tous  les  termes  de  Z'  doivent  se  trouver  dans  Z"  : car, 
lorsqu’on  fait  h = 0 et  k = 0,  on  réduit  x'-j-  h à x!  et  y'  -j-  k à y', 
et  par  suite  Z”  à Tl.  11  suit  de  là  que  l’équation  Z" — Z'=0  ne  doit 
se  composer  que  de  termes  multipliés  par  h ou  k,  ou  bien  par  . 
des  puissances  et  des  produits  de  ces  quantités.  On  fera  donc  k=lh 
dans  cette  équation,  ensuite  on  en  tirera  une  valeur  générale  du 
rapport  l,  puis  on  passera  à la  limite  X en  faisant  h — 0. 
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En  algèbre  on  démontre  que,  si  on  remplace  x et  y par  x + h 
et  y -j-  A,  le  polynôme  Z deviendra  Z -f-  XA  -{-  Y A -f-  w,  X et  Y étant 
les  polynômes  dérivés  de  Z relatifs  à x et  à y,  et  a>  étant  une  suite 
de  termes  tous  multipliés  par  des  puissances  ou  par  des  produits 
de  A et  de  A. 

Cela  posé,  il  est  évident  qu’en  désignant  par  Z',  X',  Y',  w',  ce 
que  deviennent  Z,  X,  Y,  10,  par  le  changement  de  x et  y en  x'  et  i/, 
on  aura  Z"  = Z'-j-X'A  -f-  Y'A  -(-  “J  par  conséquent  l'équation 
Z” — Z'—O  deviendra  X'A  + Y'A  -f-  u>'=  0. 

Maintenant  il  faut  poser  k=lh,  et  alors,  en  divisant  par  A et  en 
nommant  10"  le  quotient  de  ta’  par  A,  il  vient  X'-f-  Y7 0, 


d’où  1 = — — — — . La  quantité  u>"  contient  encore  A dans  tous 


ses  termes;  donc  elle  devient  zéro  lorsque,  pour  avoir  la  limite  X 


♦ X' 

de  l,  on  suppose  A = 0 : ainsi  on  a simplement  X = — Par 

suite  l’équation  de  la  tangente  sera 


y—y'= 


ou  bien  encore,  en  posant  X'x'  -j-  Y y = V’,  sous  cette  autre  forme 
[t]  Y'y  + X'x  = V'. 

Au  moyen  de  l’eq.Z'=0,  il  serait  facile  de  démontrer  que  V' 
se  réduit  toujours  à un  polynôme  de  degré  inférieur  à Z'  : je  me 
bornerai  à vérifier  cette  proposition  dans  deux  exemples. 

472.  Exemple  I.  Considérons  les  lignes  du  second  ordre,  dont 
l’équation  générale  est 

[A]  Ay*-j-  Bxy  -|-  Cx*-j-  Dy  -|-Ex  -j-  F = 0. 

Alors  on  a Y'=  2Ay'  +Bx'  + D,  X' = By  ' + 2Cx'  +E, 
V'=2Ay',4-  2Bx'y'  -f  2Cx'*  -j-  iy  + Ex'. 

Or,  l’équation  [A]  donne  2A y'*  -f-  2Bx'y'  -j-  2Cx'*  = — 2 Dy' 
— 2 Ex' — 2F;  donc  V'== — Dy' — Ex' — 2F.  En  conséquence  l’é- 
quation de  la  tangente  devient 

(2Ay  + Bx'  + D)  y -(-  (By'  -f  2Cx'+  E)  x -(-  Dy’  + Ex'-j-  2F  = 0. 

Exemple  II.  Prenons  encore  l’équation,  déjà  construite  n°  183, 
y* — 3oxy  -j-  xs  = 0.  On  aura  Y'  = 3y'* — 3«x',  X'—  3x'* — 3ay', 
V — 3y':| — t>ax'y'+3x's=3ax’y';  parsuitel’équalion  de  la  tangente  est 
(y” — ax')  y -j-  (x'! — ay')  x — ax'y'. 
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Tangentes  aux  courbes  rapportées  à des  coordonnées  polaires. 


473.  Quand  une  courbe  CD  (fig.  204)  est  donnée  par  une  équa- 
tion polaire,  on  détermine  sa  tangente,  en  un  point  quelconque  M, 
au  moyen  de  l’angle  AMT  qu’elle  fait  avec  le  rayon  vecteur  AM. 
Pour  connaître  cet  angle,  on  considère  toujours  la  tangente  comme 
une  sécante  passant  par  deux  points  M et  M'  qui  viennent  se  réu- 
nir en  un  seul.  Soit  M’MS  cette  sécante  : avec  AM  décrivez  un 
cercle  qui  rencontre  le  rayon  vecteur  AM'  en  N,  menez  la  droite 
NMH,  et  tirez  AS  parallèle  à NH.  Les  triangles  ASM',  NMM'  sont 
semblables,  et  donnent 


11] 


AS  _ MN 
AM'  M'N  ‘ 


Rapprochons  AM'  de  AM,  et  établissons  enfin  la  coïncidence.  MS 
devient  la  tangente  MT,  et  MH  devient  perpendiculaire  sur  AM  ; 
donc  aussi  la  parallèle  AS  prend  une  position  AT  perpendiculaire  . 

sur  AM.  Alors  se  change  en  et  comme  le  triangle  AMT 
AM  AM 

AS  AT 

est  rectangle  en  A , on  a limite  de  = tang  AMT. 

AM  AM 

MN 

Cherchons  aussi  ce  que  devient  alors  le  rapport  Soient  o>,  p, 

les  coordonnées  polaires  du  point  M,  et  to  -| -h,  p-j -k,  celles 
du  point  M';  de  sorte  qu’on  ait  l’angle  MAX  = <o,  AM  = p, 
angle  MAN  = A,  M'N  = /;.  Abaisserz  AI  perpendiculaire  à MN, 


on  aura  MN  = 2N1 


. , , . MN  2psin  |A 

: 2p  sin } h ; donc  ^7  = ^ Pour 


trouver  la  limite  de  ce  rapport,  écrivons-le  ainsi  : 


MN 

MN 


\h 


x-kxP. 


Au  moment  ou  M'  et  M se  confondent , h devient  zéro , et  on  sait 
qu’alors  le  rapport  de  sin  i h à ' h doit  être  égal  à 1 (31).  De  plus, 
nommons  6 ce  que  devient  le  rapport  de  A k A;  et  nous  aurons  Bp 
pour  la  limite  cherchée.  Ainsi,  au  moment  où  la  sécante  devient 
tangente,  l’équation  [1]  donne 


[2]  tang  AMT  = Op. 

La  position  de  la  tangente  MT  ne  dépend  donc  que  de  la  seule 
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quantité  6,  qui  est  la  limite  du  rapport  de  l’accroissement  de 
l’angle  i»  à celui  du  rayon  vecteur  p ; et  il  est  clair  que,  dans  cha- 
que cas  particulier,  cette  limite  se  déduira  de  l’équation  polaire  de 
la  courbe,  tout  à fait  de  la  même  manière  que  si  t»  et  p étaient  des 
coordonnées  parallèles  à des  axes. 

Quand  on  emploie  les  coordonnées  polaires,  on  appelle  sous- 
tangente  la  distance  AT  comprise  entre  l’origine  et  la  tangente,  sur 
la  perpendiculaire  élevée  au  rayon  vecteur  par  l’origine.  Cette  di- 
stance se  déduit  du  triangle  rectangle  AMT,  et  l’on  a 

AT  = p tang  AMT  = 0p*. 

474.  Exemple.  Prenons  l’équation  polaire  des  lignes  du  second 
ordre  (438), 

P= — £ — . 

\ — ecos  «a 


Si  on  y change  ueiuo-j-  A,  et  p en  p -f-  k,  il  vient 


P + A = t . 

^ \ — e cos  (»  -f  fi) 

En  retranchant  p de  p -(-  k,  on  a 

_ p p pe  (cos  (w  -f-  h)  — cos  io] 

1 1 — ecos(t»-(-  A)  1 — ecosm  (t — ecost»)[l — ecos  («*>-(-  A)]’ 

et  par  suite 

h A(i — ecosw)[l — e cos  («o  + h)] 
k pe  [cos  (to  -(-  À)  — cos  w] 

Mais  la  formule  connue  cos  ÿ — cos/>=2sinj(/)-fg')xsin!l(/j — q) 
donne  cos  w — cos  (co  -)-/()  = 2 sin  (w  [ h)  sin  [ h ; donc 

h (t — ecosto)[l — e cos  (w  -j-  A)]  {A 

A pe  sin  (w  -f- 1 A]  sin  [ A 

Pour  avoir  la  limite  de  ce  rapport,  il  faut  supposer  A = 0 : alors, 
en  désignant  cette  limite  par  0,  il  vient 

(1  — e cos  ta)* 

pe  sin  e»  ’ 

par  conséquent  la  formule  [2],  en  y mettant  la  valeur  de  p et  celle 
de  8 devient 

. 4 — e cos  to 
tang  AM  l = ; . 
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Asymptotes  des  courbes  algébriques. 

47o.  Soit,  comme  dans  le  n°  240,  y=cx-\-d  l’équation  d’une 
asymptote  non  parallèle  aux  ordonnées.  D’après  la  définition  des 
asymptotes,  l’équation  de  la  courbe  doit  donner  une  valeur  de  y 
telle  que  y— ex  -{-cl  -f-  V,  dans  laquelle  Y est  une  quantité  qui 
devient  nulle  quand  on  fait  x = ± co. 

y d 4-  V 

De  cette  égalité  on  tire  d’abord  c — — — , d—y — ex — Y : 

x x 

et  ensuite  l’hypothèse  x = ± œ donne 

y 

c = lim.  - , d — lim.  (y  — ex). 

Ce  sont  ces  limites  qu’il  faut  déterminer,  et  c’est  ce  que  je  me 
propose  de  faire  ici  pour  les  courbes  algébriques  en  général. 
Considérons  des  polynômes  quelconques  en  x et  y,  et  soient 

U = Axvyl  -f-  Bx'y'  -(-  etc.,  U,=  A 'xp'yq'-\-  B'x^y'1  -f-  etc., 

U,  = A'af V'+  B"xrY,,+  etc.,  etc. 

Supposons  que  tous  les  termes  de  U soient  du  degré  m,  que  ceux 
de  U,  soient  du  degré  m — 4,  et  ainsi  de  suite  : les  courbes  algé- 
briques de  l’ordre  m pourront  être  représentées  par  l’équation 

[1]  U + Ut  -)-  U,  -)-  etc.  = 0. 

Cela  posé,  pour  avoir  c,  il  faut  faire  y = ex  dans  l’équation  [t], 
et  chercher  la  valeur  de  c correspondant  à x = ± c».  Or,  puisque 
les  termes  de  U sont  du  degré  m,  il  est  clair  qu’après  la  substitu- 
tion de  ex,  ils  contiendront  tous  xm;  de  même  ceux  de  U,  con- 
tiendront X”*-1  ; et  ainsi  de  suite.  Pour  abréger,  faisons 

T = A cq  -f-  Bc“  -|-  etc. , T,  = A ’cq'  -j-  BV”  -f-  etc. , 

T,=  A "C"  + BV"  -(-etc.,  etc.; 

l’équation  [1]  deviendra  Tx*-j- Tixm_l  + T,xm-*  + etc.  =0,  ou 

T T 

bien,  en  divisant  par  x”,  T + "^  + p + etc-  =0-  Maintenant 
supposons  x = ±co,  il  reste  T = 0,  ou 

[2]  A (fl  -f  Bc*  -(-  etc.  = 0 : 

telle  est  l’équation  dont  les  racines  réelles  seront  les  valeurs  de  c. 
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Connaissant  c,  passons  à la  détermination  de  d.  Dans  l’équa- 
tion [1]  je  fais  y — cx  = d,  ou  plutôt  y = cx-\-d.  Je  représente 
par  T', T",  T,", T,',  Ts", etc.,  les  polynômes  dérivés 

relatifs  à c , de  T,  T, , T, , etc.  ; et  l’équation  résultante , ordonnée 
par  rapport  à x , sera 

TV”  + (Td  + T,)  xm~i  + (?-=  d*  + îi-  d + a—*  + etc.  = 0. 

\1 .2  1 / 

La  partie  TV"  est  nulle  en  vertu  de  l’éq.  [2j.  En  la  supprimant, 
divisant  par  xm~l,  puis  supposant  x = ±qo,  il  reste  l’équation 

[3]  rd  + T1=0, 

qui  donnera  la  valeur  de  d correspondant  à chaque  valeur  de  c. 

Ainsi  les  asymptotes  non  parallèles  aux  y sont  déterminées  par 
les  équations  [2]  et  [3].  La  première,  qui  détermine  c,  dépend  uni- 
quement des  coefficients  du  polynôme  U;  et  la  seconde,  qui  dé- 
termine d,  se  forme  au  moyen  des  seuls  polynômes  U et  U, , sans 
rien  emprunter  à ceux  d’un  degré  inférieur. 

Il  y a cependant  une  observation  importante  à faire.  Il  se  peut 
qu’une  valeur  de  c fasse  disparaître  de  l’équation  TV”  -f-  etc.  = 0, 
non-seulement  les  tenues  en  xm,  mais  aussi  ceux  en  x m~1.  Dans 
ce  cas  on  divise  par  r"'1,  et  on  a,  pour  déterminer  d,  l’équation 
X"  T ' 

— d1  4 -p  d 4 T,  = 0,  laquelle  en  général  est  du  2e  degré. 

S’il  arrive  que  les  termes  en  i*"!  disparaissent  aussi,  on  re- 
courra à ceux  qui  renferment  x”1-*;  et  ainsi  de  suite. 

Pour  ne  manquer  aucune  asymptote , il  ne  faut  pas  oublier  de 
chercher  celles  qui  sont  parallèles  aux  y.  Elles  sont  déterminées 
par  les  valeurs  de  x qui  rendent  y infini  : or,  en  supposant  que 
l’équation  proposée  soit  ordonnée  par  rapport  à y,  et  qu’alors  elle 
soit  Vÿ”  4 V,ÿB-1 4 etc.  = 0,  on  la  divisera  par  y",  et  on  recon- 
naîtra sur-le-champ  que  les  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  on  a 
y — zt  co , sont  données  par  l’équation  Y = 0. 

476.  Exemple  I.  Soit  l’équation  générale  du  2e  degré 

[A]  Ay*  4 Bxy  4 Cx*  4 Dy  4 E*  4 F = 0, 

il  faut  chercher  çe  que  deviennent  dans  ce  cas  les  équations  [2]  et  [3], 
Pour  plus  de  commodité,  on  remarquera  que  T et  T,  ne  sont  autre 
chose  que  les  polynômes  U et  U, , dans  lesquels  on  a supprimé  x 
et  changé  y en  c. 
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Cela  posé,  on  aura  U = Ay*  -f-  Bxy  + Cx*,  U,  = Dy  -j-  Ex  ; 
T = Ac*  -f  Bc  -f-  C , T,  = De  + E,  T'  = 2A c + B.  Par  suite  les 
équations  [2]  et  [3]  deviennent 

Ac*  + Bc-j-C  = 0,  (2Ac  + B)rf  + De  + E = 0; 
et  on  en  tire 

B + \Zb* — 4 AC  D PB  — 2AE 

C~  2A~  2A  ’ _ 2A_  2Av/B‘  — 4AC* 

Ces  valeurs  reviennent  à celles  du  n°  248  : en  les  mettant  dans  l'é- 
quation y — ex  d,  on  aura  les  asymptotes. 

Exemple  II.  Soit  l’équation 

y3 — 3 axy  -j-  x*  = 0. 

Dans  ce  cas,  on  aU^y'+i*,  U,= — 3axy,  T=c’+1,T,= — 3 ac, 
T'=  3e1;  et  les  équations  [2]  et  [3]  sont 

c8-{—  1 = 0,  3c*d — 3ae  = 0;  d’où  c = — I,  d = — a. 

Donc  la  courbe  a une  asymptote  dont  l’équation  est  y — x — « : 
c’est  la  droite  GH  (fig.  203). 

477 . Plusieurs  auteurs  déterminent  les  asymptotes  en  les  con- 
sidérant comme  limites  des  tangentes.  Cette  proposition,  qui  a été 
vérifiée  à l'égard  de  l’hyperbole  (406),  peut  se  démontrer  d’une 
manière  générale.  Supposez  que  le  contact  s’éloigne  à l’infini,  et 
que  la  tangente  MR  (fig.  206)  devienne  GH,  dont  l’équation  est 
y = cx-\-d.  Soient  x',  y',  les  coordonnées  du  point  M;  menez 

y 

AM  dont  l’équation  est  y = ^-,x.  Quand  le  contact  est  à l’infini, 

RM  et  AM  devront  être  considérées  comme  parallèles  : or,  la 
tangente  RM  coïncide  avec  GII;  donc  aussi  alors  AM  doit  devenir 

i/ 

parallèle  h GH  ; donc  limite  de  ~ = c. 

Maintenant  menez  l’ordonnée  MP  qui  rencontre  GH  en  N,  et 
menez  aussi  AE  parallèle  à GH.  La  figure  donne  ME=MP — PE 
= NE — MN.  Mais  MP=y',  PE  — ex1,  NE=  AG  = rf;  par  consé- 
quent rj—cx'—d — MN.  Or,  quand  le  point  M s’éloigne  à l’in- 
fini, puisque  la  tangente  devient  GH,  il  faut  que  la  distance  MN 
devienne  nulle;  dont  limite  de  (y* — ex')  = d. 

Ainsi,  on  voit  que  les  valeurs  de  c et  d sont  les  mêmes  pour  les 
limites  des  tangentes  que  pour  les  asymptotes. 
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478.  Les  lignes  droites  ne  sont  pas  les  seules  qu’on  puisse  pren- 
dre pour  asymptotes.  Par  exemple,  considérons  les  lignes  parabo- 
liques, dont  l’équation  est  y = ex*  -f-  dx-\-e:  Pour  que  cette  équa- 
tion représente  une  asymptote  d’une  courbe  donnée,  il  faut  qu’on 
puisse  tirer  de  l’équation  de  cette  courbe  une  valeur  de  y.  dont  la 
différence  avec  la  précédente  soit  nulle  quand  x est  infini  ; donc 
cette  valeur  doit  être  de  la  forme  y =cx*  + dx  e -f-  V,  V étant 
une  quantité  qui  devient  zéro  quand  x=±cr>.  Or,  de  là  on  tire 


e — y — ex * — dx — V; 


et,  quand  on  fait  x = dx  oo,  la  quantité  V et  celles  qui  sont  com- 
prises dans  les  parenthèses  deviennent  zéro  : donc  on  a 

c = lim  tf  = lim.^ , e=lim.  [y— ex*—  dx). 

x * x 

En  conséquence,  dans  l’équation  de  la  courbe  donnée  on  fera 
y— ex',  et  on  cherchera  la  valeur  de  c correspondant  ài=±co; 
ensuite  on  fera  y — ex1  — dx  ou  y — ex'  -}-  dx,  et  on  cherchera 
la  valeur  de  'd  correspondant  à a; =:£:<*>;  puis  enfin  on  fera 
y — cxi  — dx  — e ou  y — cx'-\-dx-\-e,  et  on  cherchera  la  va- 
leur de  e qui  répond  à x — ± œ. 


CHAPITRE  XVII. 

SUR  LES  COURBES  SEMBLABLES. 

Théorie  générale, 

479.  On  dit  que  deux  courbes  sont  semblables  lorsqu’on  peut  les 
placer  de  telle  sorte  qu’en  menant,  par  un  même  point,  des  rayons 
vecteurs  aux  différents  points  des  deux  courbes,  les  rayons  vecteurs 
dirigés  suivant  les  mêmes  droites  soient  proportionnels. 

Ainsi,  supposons  qu’on  ait  transporté  la  courbe  ab  (fig.  207) 

22 
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dans  la  situation  cd,  et  qu'on  ait  tiré  par  le  point  O,  dans  telles 

directions  qu’ou  voudra,  les  droites  qui  rencontrent  la  courbe 

AB  en  M,  M',...,  et  la  courbe  cd  en  N,  N',...;  Si  alors  on  a 

UM  OM'  OM"  . , . ..  , 

— = — = ... , la  courbe  au  sera  semblable  a AB. 

OiN  ON'  ON"  ’ 

Imaginons  que  la  courbe  cd  soit  reportée  en  ab,  et  que  les  lignes 
ON,  ON',...  se  placent  en  om,  om',...;  les  points  0 et  o,  d’où 
partent  alors  les  rayons  proportionnels,  sont  nommés  centres  de 
similitude.  Il  est  d’ailleurs  évident  que  les  rayons  de  l’une  des 
deux  courbes  font  entre  eux  les  mêmes  angles  que  ceux  de  l’autre 
courbe  auxquels  ils  sont  proportionnels,  et  qu’on  peut  désigner 
par  le  nom  d ’ homologues. 

La  courbe  ab  peut  avoir  telle  position  qu’on  veut  à l’égard  de  AB 
sans  cesser  de  lui  être  semblable.  Quand  cette  position  est  telle  que 
les  rayons  de  l’une  soient  parallèles  à leurs  homologues  de  l’autre, 
on  dit  que  les  courbes  sont  semblablement  situées.  Quand  elles  sont 
disposées  comme  cd  et  AB,  de  manière  que  les  rayons  homologues 
partent  du  même  point  et  soient  dirigés  suivant  la  même  droite, 
elles  ont  meme  centre  de  similitude  et  situation  semblable. 

480.  Quand  deux  courbes  sont  semblables,  je  vais  montrer  qu’on 
peut  prendre  tel  point  qu’on  veut  pour  centre  de  similitude  de  l’une 
d’elles,  et  qu’il  y a toujours  pour  l’autre  un  centre  correspondant. 
De  ce  que  les  courbes  ab  et  AB  sont  semblables , il  s’ensuit  qu’il 
existe  un  point  U tel  qu’en  donnant  à ab  une  position  convenable  cd , 
et  tirant  a volonté  OM,  OM',  qui  coupent  les  courbes  en  M et  N, 
M'  et  N',  on  aura  OM  : ON  : : OM'  : ON'.  Le  point  O est  un  centre 
de  similitude  : or  je  dis  que  les  mêmes  conditions  peuvent  être 
remplies  à l’égard  d’un  point  quelconque  G. 

Tuez  OG,  GM,  GM' J menez  Nil  parallèle  à GM;  joignez  HN'.  On 
auraOG  ; OH  OM  :ON  ::  OM' ; ON';  donc  HN' est  parallèle  à GN'; 
donc  l’angle  NHN'  = MGM'.  Par  conséquent,  si  sur  GM  et  GM',  on 
prend  GP  = HN  et  GP'  — UN',  puis  si  on  donne  à la  courbe  cd 
une  nouvelle  position  ef  telle  que  HN  vienne  coïncider  avec  GP, 
la  ligne  HN'  coïncidera  aussi  avec  GP'.  D’ailleurs  GM  : HN  :: 
OG  : OH  ::  GM’  : HN';  donc  GM  : GP  ::  GM'  ; GP'.  Ainsi  les  con- 
ditions de  similitude  sont  encore  remplies  en  prenant  le  point  G au 
lieu  du  point  0,  pourvu  qu’on  porte  la  courbe  ab  en  ef. 

Quel  que  soit  le  point  qu’on  prenne  pour  centre  de  similitude,  le 
rapport  des  rayons  vecteurs  homologues  reste  invariable,  puisqu’on 
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a GM  : GP  ::  CM  : ON.  Ce  rapport  pourrait  être  désigné  sous  le 
nom  de  rapport  de  similitude. 

481.  Proposons-nous  cette  question  : l'équation  d'une  courbe 
étant  donnée,  trouver  l’équation  générale  des  courbes  semblables. 

Soit  AB  (fig.  208}  la  courbe  dont  on  donne  l’équation 

[a]  F (x,  y)  = 0. 

Menons  de  l’origine  les  rayons  OM,  OM',...  et  divisons-les  pro- 
portionnellement en  m,  m',...  : le  lieu  des  points  m,  m',...  sera  une 
courbe  ab  semblable  à AB.  Désignons  par  k le  rapport  de  OM 
à Om,  par  x et  y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  M de  la 
courbe  AB , par  x'  et  y'  celle  du  point  homologue  m : il  est  clair 

, x y OM  , , , , 

qu  on  aura  — = ^ = — = A,  d ou  x = kx,  y = ky . 

En  mettant  ces  valeurs  dans  [a] , l’équation  résultante 

[è]  F(Ax',  kÿ)  =0 

comprendra  toutes  les  courbes  semblables  à la  proposée;  et  on  les 
obtiendra  en  donnant  au  rapport  k toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  ces  courbes  auront  une  situation  particulière  : car  l’origine 
est  le  centre  de  similitude  commun  à elles  et  à la  courbe  proposée, 
et  de  plus  les  rayons  vecteurs  homologues  sont  dirigés  suivant  la 
même  droite.  Donnons  à ces  courbes  une  autre  situation  ; et  d’abord 
supposons  que  les  axes  Ox  et  O y se  transportant  parallèlement  à 
eux-mêmes  en  Û'x'  et  0'y',  la  courbe  ab  devienne  cd.  Elle  aura, 
relativement  à ces  nouveaux  axes,  la  même  éq.  [6]  que  relative- 
ment aux  anciens  ; et,  si  on  veut  continuer  de  la  rapporter  à ceux- 
ci  , il  suffit  de  changer,  dans  cette  équation . x'  en  x — a,  et  ÿ en 
y — b,  a et  b étant  les  coordonnées  du  point  O'  par  rapport  aux  axes 
Ox,  Oy.  De  cette  manière  on  trouve  l’équation 

[c]  F[A(x  — a),  k[y  — è)]  = 0, 

qui  représente  toutes  les  courbes  semblables  à la  proposée,  et  sem- 
blablement situées. 

Cette  équation  n’a  point  encore  toute  la  généralité  désirable. 
Pour  l’atteindre,  il  faut  que  les  axes  Ox  et  Oy,  au  lieu  de  se  trans- 
porter parallèlement  à eux-mêmes,  soient  déplacés  d’une  manière 
quelconque  dans  leur  plan.  Supposons  donc  qu’ils  soient  devenus 
O'x',  O'y  (fig.  209),  et  que  cd  soit  la  nouvelle  position  de  la 
courbe  ab  : il  est  clair  que  l’équation  de  cd,  relativement  aux  nou- 
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veaux  axes,  sera  encore  F[kx',  kÿ)  = 0;  et  la  question  est  de 
trouver  quelle  équation  on  doit  avoir  en  rapportant  la  nouvelle 
courbe  aux  mêmes  axes  Ox,  O y,  que  AB. 

Pour  passer  des  premiers  axes  aux  derniers,  on  a (t89) 

x'sin(6 — a)-f-ÿ'sin(0 — a')  L , x'sina-f  y'sina' 

j.  fl  + siuQ  ’ y sin0 


Dans  ces  formules,  a et  6 sont  les  coordonnées  OG  et  GO'  du  point 
O',  0 est  l’angle  yOv,  a et  a'  sont  les  angles  x'O'E,  y'O'E,  formés 
par  OV  et  O'ÿ  avec  une  parallèle  à l’axe  Ox.  Ici  on  a a'=0 
et  par  suite  les  formules  deviennent 


x—a- 


a/sin  (0 — o) — ^sin  a 
sinO 


y—b-\- 


ysino-J-y'sin(04-“) 

sinO 


Réciproquement,  on  tire  de  ces  relations  les  valeurs  de  y,  xf ’,  en 

fonctions  de  x et  y,  savoir 

, ( x — a)sin(0  + a)  -|-  [y — 4)sina 

X = 7— T ! , 

sinO 

, — (x  — a)  sin  a [y  — b)  sin  (0  — a) 

" sinO 


En  substituant  ces  valeurs  dans  I’éq.  F (fcc',  hj)  = 0,  la  courbe  cd 
sera  rapportée  aux  axes  primitifs,  et  on  aura  ainsi  l’équation  la 
plus  générale  des  courbes  semblables  à la  courbe  donnée. 


Applications. 


482.  Pour  première  application,  considérons  la  parabole  dont 
l’équation  est  y * = 8 \px. 

Si  on  change  y en  ky,  x en  fcc,  et  si  on  pose  p = pk,  il  vient 
yl=  2p'x.  Cette  équation  donne  toutes  les  courbes  semblables  à la 
parabole  : elle  montre  que  ces  courbes  sont  elles-mêmes  des  para- 
boles. En  faisant  varier  k,  le  paramètre  2//  peut  prendre  telle  gran- 
deur qu’on  veut;  donc  toutes  les  paraboles  sont  semblables. 

483.  Plus  généralement,  considérons  une  équation  algébrique 

F (*»  y>  P ) = 

qui  ne  renferme  qu’une  seule  constante  p,  et  qui  est  homogène 
par  rapport  aux  trois  quantités  x,  y,  p : c’est-à-dire  que  la  somme 
des  exposants  de  ces  trois  lettres  est  la  même  dans  tous  les  termes, 
comme  cela  arrive  dans  l’équation  y 3 — 3 pxy  -j-  x’—  0. 
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Le  changement  de  x et  y en  kx  et  ky  donne,  pour  les  courbes 
semblables,  l’équation 

F [kx,ky,  p)z=  0. 

Posons  p = kp'  : elle  devient  F {kx,  ky,  kp’)= 0.  Supposons  que  la 
somme  des  exposants  de  x,  y , p,  dans  chaque  terme  de  l’équation 
proposée,  soit  égale  à m,  il  est  clair  que  km  sera  facteur  commun 
de  l’équation  précédente;  par  conséquent,  après  avoir  divisé  par 
km,  on  aura  une  équation 

F [x,  y,  p')  = 0, 

qui  ne  différera  de  la  proposée  qu’en  ce  que  p'  aura  pris  la  place 
de  p.  D’ailleurs  p'  pouvant  avoir  telle  grandeur  qu’on  veut  à cause 
de  k,  on  en  conclut  que  toutes  les  courbes  données  par  l’équation 
F [x,  y,  p)  =0,  en  y faisant  varier  p , sont  semblables  entre  elles. 
On  peut  même  ajouter  qu’elles  sont  semblablement  situées,  et  que 
l’origine  est  un  centre  de  similitude  qui  leur  est  commun. 

484.  Soit  encore  l’équation  transcendante  y — M logx,  qui 
représente  une  famille  de  courbes  appelées  logarithmiques.  Elles 
diffèrent  les  unes  des  autres  à raison  du  coefficient  M : mais  elles 
rencontrent  toutes  l’axe  des  a;  à la  même  distance  OA=l  (Hg.  210), 
car  x=  1 donne  y = 0 ; et  elles  ont  toutes  pour  asymptotes  la  partie 
inférieure  de  l'axe  des  y , car  x = 0 donne  y — — co.  D’ailleurs, 
elles  ont  la  forme  indiquée  dans  la  figure. 

Remplaçons  x et  y par  kx  et  ky,  il  vient  ky = M logAx  : de  là, 
en  faisant  M = M 'k,  on  tire  y = M’ logfcr  = M’ logx  + M’IogA-, 
Prenons  00’  égal  à M’IogA,  et  plaçons  l’origine  au  point  0’.  En 
nommant  x',  i /,  les  nouvelles  coordonnées,  on  aura  x — x', 
y = i/-\~  M’IogA,  et  l’équation  précédente  se  réduit  à 

ÿ'=M'logx’. 

Cette  équation  représente  encore  une  logarithmique;  et  comme 
M'  peut  prendre  toutes  les  grandeurs  possibles,  il  s’ensuit  que 
toutes  les  logarithmiques  sont  semblables. 

483.  Pour  dernière  application , proposons  encore  de  chercher 
les  conditions  qui  doivent  être  remplies  lorsque  deux  courbes  du 
second  ordre  sont  semblables  et  semblablement  placées.  Soient 

[1]  Ay’ +Bxi/+Cxi+Dy+Ex-fF=0, 

[2]  A 'y*  -f  B'xy-f-C'x* + D'y  + E'x + F’=0 , 

les  équations  des  deux  courbes.  D’après  ce  qui  a été  dit  pour  ob- 
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tenir  l’équation  [c]  du  n°  481,  il  faudra,  pour  avoir  toutes  les 
courbes  semblables  à la  première,  et  semblablement  situées , rem- 
placer dans  [1]  x et  y par  k[x — a)  et  k[ y — b). 

En  posant,  pour  abréger.  A"  = kit1.  B"  = BA!,  C''=CA*, 
D"  = — 2A AA*  — B «As  + DA,  E"  = — 2CaA’  — B AA*  + EA, 
F"  = AA’A*  -(-  BaAA*  -f-  Cn*A!  — D6A  — EaA  -f-  F,  l’équation  résul- 
tante pourra  s’écrire  ainsi 

[3]  A "y1  + B"xy  + C"x'  + D "y  + FJ’x -f  F'  = 0. 

Pour  que  la  seconde  courbe  donnée  soit  semblable  à la  première 
et  semblablement  placée , il  faut  qu’en  déterminant  convenable- 
ment a,  b,  A,  on  puisse  rendre  identiques  les  courbes  des  éq.  [2] 
et  [3]  ; et,  pour  que  cette  identité  ait  lieu , il  faut  qu’après  avoir 
divisé  les  deux  équations,  l’une  par  A',  et  l’autre  par  A",  les  termes 
semblables  aient  les  mêmes  coefficients.  N’égalons  d’abord  que  les 
coefficients  de  xy  et  de  x‘  : on  aura 

F _ B C_C  A'  _ B'  _ C' 

A'  A ’ A'- A’  °U  A B ~~  C ' 


Ainsi  on  a déjà  ces  conditions,  que  les  coefficients  des  termes  du 
2'  degré,  dans  les  deux  équations  données , doivent  être  proportionnels. 

Supposons  donc  que  ces  conditions  soient  remplies , et  qu’on  ait 
A'=Ap,  B'  = Bp,C'  = Cp.  Déplus,  faisons D'=dp,  E'=ep,F=/p: 
l’équation  [2],  étant  divisée  par  p,  deviendra 

[4]  Ay'-j-Bzy-f  Ce*  + rfy  + ex -f /■==<). 


Pour  achever  de  rendre  les  courbes  identiques,  il  faut  encore 
D"  d E”  e F"  f 


poser  — = 


= — , — = et,  en  remettant  pour  A",  D", 


A"  A’  A"  A’  A1 
E",  F%  leurs  valeurs , ces  conditions  deviennent 


{5]  — 2AAA— BaA  + D = rfA, 

je]  — 2CaA  — BAA-fE=eA, 

[7]  AA*  A1  -f  BaAA»  -f  Ca*A’ — D AA  — EaA  -f  F = /*s . 

Si  on  ajoute  ces  trois  équations,  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  AA,  par  ak  et  par  2,  on  trouve  facilement 

[8]  2 fk* + dAA*  + ecrAs  + DAA  + EaA— 2F  = 0. 

Cette  équation  ne  contient  a et  b qu’à  la  trt  puissance,  et  on  l'em- 
ploie de  préférence  à l’éq.  [7],  conjointement  avec  les  éq.  [3]  et  [6], 
dans  la  détermination  de  a,  b,  A.  Il  faudra  que  les  valeurs  de  a et  À 
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soient  réelles,  et  en  outre  que  celle  du  rapport  A soit  positive  : 
cherchons  quelles  conditions  résultent  de  là. 

En  posant , pour  abréger , Bs  — 4AC  = N . BD  — 2AE  = G , 
Brf  — 2Ae  = ÿ,  BE  — 2CD  = H , Be  — 2C d = h,  les  éq.  [S]  et  [6] 


donnent  a = 


G — gk 

NA  ’ 


b = 


H — hk 

na  ’ 


et  en  portant  ces  valeurs  dans 


l’éq.  [8],  il  vient,  tout  calcul  fait,  A!  = — — rr-, 

^ 1 J 2/N  — eg  — dh 

Pour  que  le  rapport  k ait  une  valeur  réelle  et  positive , il  faut  et 
il  suffit  que  A5  soit  positif.  Ainsi,  on  a encore  cette  autre  condition, 
que  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l’expression  précédente 
doivent  être  des  quantités  de  même  signe. 

Les  valeurs  de  a et  de  b étant  réelles  quand  celle  de  A est  réelle , 
elles  ne  donnent  lieu  à aucune  condition  nouvelle. 

486.  Lorsque  les  courbes  que  l’on  compare  sont  des  paraboles, 
N ou  B’ — 4AG  est  zéro,  et  les  valeurs  de  a et  de  b semblent  de- 
venir infinies.  Mais  si,  avant  d’y  introduire  l’hypothèse  N = 0,  on 
y substitue  les  deux  valeurs  de  A , on  trouvera  que  dans  les  deux 
systèmes  de  valeurs  qu’on  obtient  pour  a et  b,  il  y en  a un  qui  se 
compose  encore  de  quantités  finies  après  l’hypothèse  N = 0. 

Néanmoins,  pour  éviter  les  difficultés  de  calcul,  il  est  mieux  de 
remonter  aux  éq.  [5],  [6],  [8].  En  éliminant  b entre  les  deux 
premières,  a disparaît  aussi,  et  l’on  trouve  immédiatement  A : 
on  détermine  ensuite  a et  b.  La  valeur  qu'on  obtient  pour  A est 


A=  — — -=n tt-;  et  l’on  en  conclut  que,  dans  le  cas  où 

g B d — 2Ae 

B* — 4AC=0,  il  faut,  au  lieu  de  la  dernière  condition  énoncée  ci- 
dessus,  que  les  quantités  BD — 2AE  et  bd — 2Ae  soient  de  même  signe. 


CHAPITRE  XVIII. 

QUELQUES  USAGES  DES  COURBES. 


Construction  des  équations  déterminées. 

487.  Proposons-nous  de  construire  une  équation  quelconque  à 
une  seule  inconnue. 

Par  cet  énoncé,  on  doit  entendre  que  l’inconnue  est  une  lon- 
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gueur  qu’il  faut  déterminer  par  des  intersections  de  lignes , sans 
effectuer  la  résolution  de  l’équation  donnée.  L’inconnue  pourrait 
représenter  toute  autre  espèce  de  grandeur,  et  même  un  nombre 
abstrait,  sans  que  la  question  fut  changée  pour  cela  : car  il  est  évi- 
dent qu’on  peut  toujours  considérer  cette  inconnue  comme  une 
ligne  dont  le  rapport  à une  certaine  unité  linéaire  est  égal  au  rap- 
port de  la  quantité  cherchée  à l’unité  de  même  espèce  qu’elle. 

Soit  l’équation  proposée  f[x)  = 0,  dans  laquelle  x est  une  ligne 
inconnue  : si  on  construit  par  points,  ou  de  toute  autre  manière, 
la  courbe  représentée  par  l’équation  y — f[x),  il  est  clair  que  les 
abscisses  des  points  où  cette  courbe  rencontre  l’axe  des  x,  sont 
les  racines  réelles  de  l’équation  f[x)=- 0.  Ainsi,  supposons  que 
la  courbe  soit  celle  de  la  fig.  211,  les  racines  cherchées  seront 
x = AR,  x=  AR',  x — — AR"* 

On  peut  encore  transposer  dans  le  second  membre  une  partie 
des  termes  de  l’équation  f[x)  = 0,  Alors  on  en  a une  de  la  forme 

on  construit  les  lignes  qui  ont  pour  équations  y = <p(x),  y = <|<(x)  ; 
et  les  intersections  de  ces  lignes  ont  pour  abscisses  les  valeurs 
cherchées.  En  effet,  pour  ces  points,  on  a <p(x)  =.  ^(x). 

En  général  on  peut  choisir  d’une  infinité  de  manières  différentes 
deux  lignes  dont  les  intersections  fassent  connaître  les  racines 
d’une  équation.  Mais  une  condition  essentielle  à remplir,  et  qui 
est  la  seule,  c’est  que  1 élimination  de  y,  entre  les  équations  de 
ces  lignes,  donne  pour  résultante  l’équation  proposée,  ou  au 
moins  une  équation  qui  en  contienne  toutes  les  racines  réelles.  Il 
est  bien  entendu  que,  dans  le  cas  où  cette  résultante  renferme 
d’autres  racines  que  celles  de  la  proposée,  il  faut,  après  les  con- 
structions, ne  tenir  aucun  compte  de  ces  valeurs  étrangères. 

488.  Si  on  considère  des  lignes  d’une  espèce  déterminée,  il  est 
facile  de  reconnaître  quelles  équations  elles  peuvent  servir  à ré- 
soudre. Il  suffit  d’examiner  le  degré  de  l’équation  finale  qu’on 
obtient  en  éliminant  y entre  les  équations  de  ces  lignes.  Ainsi, 
l’élimination  de  y entre  les  équations  de  la  droite  et  du  cercle  don- 
nant une  résultante  du  second  degré,  on  en  conclut,  comme  au 
n*  171,  que  la  droite  et  le  cercle  ne  peuvent  résoudre  que  les  pro- 
blèmes dont  l’équation  est  réductible  au  second  degré.  Deux 
courbes  quelconques  du  second  ordre  donnent  une  équation  finale 
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du  quatrième  degré  ; et  on  en  conclut  qu’on  ne  doit  pas  chercher 
dans  les  intersections  de  ces  lignes  la  construction  d’une  équation 
de  degré  supérieur  au  quatrième.  Il  est  inutile  de  pousser  plus 
loin  ces  conséquences  : présentons  quelques  applications. 

489.  Construisons  d’abord  l’équation  du  2e  degré 

[t]  x*  + ax-|-ô  = 0. 

Si  on  la  considère  comme  résultant  de  l’élimination  de  y entre 
les  équations  y = 0,  y = x*  ax  b,  il  faudra  construire  sur  des 
axes  quelconques  la  parabole  représentée  par  la  deuxième , et  les 
distances  comprises  sur  l’axe  des  x,  entre  l’origine  et  la  courbe , 
seront  les  racines  cherchées. 

On  peut  se  servir  d’une  parabole  donnée.  En  effet,  l’équation  [t] 
résulte  aussi  de  celles-ci,  x * = ky,  ky  -|-  ax  -j-  b = 0;  et  le  para- 
mètre k peut  avoir  telle  grandeur  qu’on  voudra. 

Mais  c’est  la  combinaison  du  cercle  et  de  la  droite  qu’on  doit 
préférer.  Or,  si  on  pose  les  équations 

y = 0,  (*-«)*  + (y- P)*  = R*, 
et  si  on  élimine  y,  il  vient  x* — 2ax  + a*  -j- (3*  — R’=0;  pour 
que  cette  équation  soit  identique  avec  [1],  il]  faut  qu’on  ait 

— 2a=«,  a4+  p*—  R*  = 6,  d’où  * = — R!  = ^— è-f  p\ 

z 4 

Ainsi,  on  peut  prendre  § arbitrairement,  pourvu  que  R*  soit  po- 
sitif; et  alors  on  aura  un  cercle  dont  l’intersection  avec  la  ligne 
des  x déterminera  les  racines  de  l’équation  [1]. 

490.  Soit  à construire  l’équation  du  3°  degré, 

[2]  x*  ax  ab  = 0. 

D’abord  on  peut  la  remplacer  par  celles-ci, 
y = x\  y + ox  + é = 0 : 

de  sorte  qu’après  avoir  construit  la  courbe  y=x3,  il  n’y  aura  plus 
qu’à  construire  une  ligne  droite.  Et  remarquez  que  la  même  courbe 
peut  servir,  quels  que  soient  les  coefficients  de  l’équation  [2]. 

Mais  il  est  facile  d’éviter  les  lignes  supérieures  au  second  ordre. 
Par  exemple , à l’équation  [2]  on  peut  substituer  les  suivantes  : 
ky  — x *,  Axy-f-ax-(-6  = 0. 

Or  celles-ci  représentent  une  parabole  et  une  hyperbole.  Comme 
le  paramètre  de  la  parabole  est  arbitraire,  on  peut  employer  tou- 
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jours  la  même  parabole  ; mais  l’hyperbole  doit  être  différente  dans 
chaque  cas  particulier  de  l’équation  [2]. 

Enfin  regarde-t-on  comme  plus  simple  de  faire  usage  de  la  pa- 
rabole et  du  cercle  ? on  le  peut  encore , et  c’est  ce  qu’on  verra  à 
la  fin  du  numéro  suivant. 

491.  Considérons  encore  l’équation  du  4e  degré , 

[3]  x*  -f-  ax*  -\-bx-\-c  = 0 ; 

et , laissant  de  côté  les  différents  systèmes  de  lignes  auxquelles  on 
peut  recourir,  déterminons-en  les  racines  par  les  intersections 
d’une  parabole  et  d’un  cercle.  A cet  effet,  prenons  les  équations 

ky  = x (x  — a)*  + (,y  — P)*  = R!. 

Si  on  élimine  y,  il  vient  xi-\-k{k- — 2p)x’ — 2A’ctx-|-(as-f-p* — R!)ft,=0. 
Or,  cette  équation  devient  identique  avec  [3]  en  posant 

k[k  — 2p)  = «,  2/i’a  = — b,  («*  + ?*  — R *)**  = <?: 
on  a donc  ainsi  trois  équations  entre  les  quatre  quantités  arbi- 
traires k,  a,  p,  R;  par  conséquent  on  peut  disposer  de  l'une  de  ces 
quantités,  et  déterminer  ensuite  les  trois  autres.  Alors  on  con- 
naîtra une  parabole  et  un  cercle  dont  les  intersections  auront  pour 
abscisses  les  racines  réelles  de  l’équation  [3]. 

Cette  solution  comprend  l’équation  du  3*  degré.  En  effet,  par 
l’hypothèse  c — 0,  l’équation  [3]  devient  x*  + ax'  -f-  bx  = 0,  ou 
bien  x*  + ax  -}-  b = 0,  en  faisant  abstraction  de  la  racine  zéro. 
Alors  la  dernière  des  trois  relations  ci-dessus  donne  R^a’-j-p’  ; 
donc  le  cercle  passe  par  l’origine  : et  comme  la  parabole  y passe 
aussi , il  est  évident  que  c’est  à cette  intersection  que  répond  la 
racine  inutile  x = 0,  qui  doit  être  supprimée. 

C’est  ici  qu’il  convient  de  placer  quelques  problèmes  célèbres, 
qui  ont  beaucoup  exercé  les  géomètres  de  l’antiquité,  mais  qui  ne 
sont  pour  les  modernes  qu’un  simple  jeu  d’analyse. 

De  quelques  problèmes  fameux  chez  les  anciens. 

492.  P hoiilè mf.  I.  Trouver  deux  moyennes  proportionnelles  entre 
deux  droites  données. 

Soient  a et  b les  droites  données,  x et  y les  deux  moyennes  in- 
connues, on  doit  avoir  a:  x:\x\y,  x : y ::  y : 6;  et  ces  propor- 
tions donnent  les  équations... 

[1]  x'  — ay,  y'  = bx, 
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qui  déterminent  deux  paraboles.  Elles  sont  représentées  fig.  2i2, 
et  les  valeurs  de  x et  y sont  x — AP,  y ==  PM.  Cette  construction 
a été  donnée  par  Ménbchhb,  géomètre  de  l’école  de  Platon. 

En  multipliant  les  équations  [t]  membre  à membre,  et  ôtant  le 
facteur  commun  xy,  il  vient  xy  = ab,  équation  d’une  hyperbole 
entre  ses  asymptotes.  On  peut  substituer  cette  courbe  à l’une  des 
deux  paraboles , et  on  obtient  ainsi  la  construction  représentée 
fig.  213,  laquelle  a aussi  été  donnée  par  Ménechme. 

On  regarde  ces  deux  solutions  comme  défectueuses  en  ce  qu’elles 
emploient  deux  sections  coniques , tandis  qu'une  seule , combinée 
avec  le  cercle,  peut  suffire.  En  effet,  si  on  ajoute  les  éq.  [ 1 ],  il  vient 
y*  -j-  x*  = ay  -|-  bx;  et  si  on  construit  cette  équation  sur  des  axes 
rectangulaires , on  a un  cercle  dont  l’intersection  avec  l’une  des 
paraboles  détermine  les  deux  moyennes  x et  y.  Voyez  fig.  214. 

On  peut  également  employer  le  cercle  avec  l’hyperbole  : cette 
solution  était  connue  d’ArroLLONius. 

Solution  de  Dioclès.  C’est  pour  résoudre  le  problème  des  deux 
moyennes  proportionnelles  que  Dioclès  avait  imaginé  la  cissoïdc. 
Soit  (fig.  21o)  une  cissoïde  décrite  au  moyen  d’un  cercle  quelconque 
ALB.  D’après  la  construction  de  cette  courbe,  n”  1 84,  Prob.  1,  on  a 
AM  = LD;  donc  les  triangles  AMP,  LDH,  sont  égaux;  donc  on  a 
AP  = QB  = LR,  MP  = DR,  AQ  = BP,  PN  =QL. 

Cela  posé,  les  propriétés  des  triangles  rectangles  donnent 
AQ  : QL  ::  QL  : QB,  BR  : LR  ::  LR  : DR;  ou,  à cause  des  lignes 
égales,  BP  : PN  ::  PN  : AP,  PN  : AP  ::  AP  : MP;  ou  bien  encore, 
ce  qui  est  la  même  chose,  ü BP  : PN  : AP  : MP.  Ainsi  PN  et  AP 
seraient  les  deux  moyennes  demandées,  si  BP  et  MR  étaient  les 
lignes  données  a et  4. 

Déterminons  d’abord  le  point  M sur  la  cissoïde  de  sorte  qu’on 
ait  BP  t MP  t:  a ; b.  A cet  effet,  on  prend  à angle  droit  BE  = a, 
EF = b,  puis  on  tire  BF,  qui  rencontre  la  courbe  au  point  cherché  M. 


Alors  a = 


BPX4 
MP  ’ 


et  en  multipliant  les  termes  de  la  progression  ci- 


PNXé  APxé 

dessus  paré,  puis  divisant  par  MI’,  il  vient  ~ a ; — jÿp—  : -jjjp — :4. 


Donc,  pour  les  moyennes  demandées,  on  a 


PN  X b AP  X 6 
MP  ’ V~  MP  : 
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c’est-à-dire  qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  construire  deux  quatrièmes 
proportionnelles,  ce  qui  n’offre  aucune  difficulté. 

Nous  avons  indiqué,  n°  184,  Prob.  Il,  le  moyen  de  décrire  la 
cissoïde  par  un  mouvement  continu  : ce  perfectionnement  de  la 
solution  de  Dioclès  est  dû  à Newton.  Descartes  a aussi  imaginé 
un  instrument  avec  lequel  on  construit  des  moyennes  propor- 
tionnelles en  tel  nombre  qu’on  veut,  entre  deux  lignes  données  : 
mais  ce  n’est  plus  aujourd’hui  qu’un  objet  de  pure  curiosité. 

493.  Problème  II.  Trouver  un  cube  double  d’un  cube  donné. 

Soit  a le  côté  du  cube  donné,  et  x celui  du  cube  cherché,  il 
s’agit  de  construire  l’équation 
[2]  ar’  = 2a\ 

Or  elle  résulte  de  l’élimination  de  y entre  les  deux  équations 
a*ÿ  = xsety  = 2a,  dont  la  première  est  facile  à construire  par 
points,  et  dont  la  seconde  représente  une  droite  parallèle  à l’axe 
des  abscisses;  par  conséquent  l’abscisse  du  point  d’intersection, 
x=AP  (fig.  216),  donne  le  côté  du  cube  inconnu. 

On  peut  écrire  l’équation  [2]  de  cette  manière,  x,xx  = 2«\ 
Alors  on  voit  qu’elle  peut  aussi  résulter  des  deux  équationsx,==2ay, 
et  xy—a * ; donc  la  question  peut  se  résoudre  par  l’intersection 
d’une  parabole  et  d’une  hyperbole. 

En  introduisant  la  racine  x = 0,  dont  on  ne  tiendra  aucun 
compte  dans  la  suite,  l’éq.  [2]  devient  x*=2a3x.  Or,  en  posant 
xs  = ay,  cette  dernière  se  change  en  y*  = 2 ax  ; donc  le  problème 
est  encore  résolu  avec  deux  paraboles. 

On  peut  ajonter  les  équations  de  ces  deux  paraboles,  et  il  vient 
y*  -|-  x'  = ay  -{-  2ax.  On  peut  donc  aussi  se  servir  d’une  parabole 
et  d’un  cercle,  et  cette  solution  est  la  plus  simple. 

L’analogie  de  ce  problème  avec  le  précédent  est  frappante.  C’est 
que  le  côté  du  cube  double  est  la  première  des  deux  moyennes 
proportionnelles  entre  a et  2a.  En  effet,  si  on  pose  les  proportions 
x^  x^ 

a : x ::  x : — et  x : — ::  — : 2a,  on  en  déduit  x3=  2 a*, 
a a a 

494.  Problème  III.  Diviser  un  angle  en  trois  parties  égales. 

Soit  BAC  (tig.  217)  l’angle  donné.  Je  décris  l’arc  BC  du  centre 
A avec  un  rayon  quelconque,  puis  j’abaisse  CD  perpendiculaire  à 
AB  : on  peut  prendre  AB  pour  unité  et  AD  pour  le  cosinus  de 
l’arc  BC,  et  le  problème  sera  résolu  si  je  trouve  cos  J BC.  En  po- 
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sant  cosBC=a,  et  cos£BC=x,  on  a vu  (33)  que  l’inconnue  x 
dépend  de  l’équation 

[3]  xs — -J  x — ia=0. 

Quoique  plus  compliquée  que  celle  de  la  duplication  du  cube,  elle 
se  construit  cependant  par  les  mêmes  courbes. 

1°  On  peut  la  remplacer  par  les  deux  équations  y = xs, 
y = | x -j-  { a>  lesquelles  représentent  une  droite  et  une  courbe 
construites  tig.  218. 

2°  On  peut  prendre  les  équations  kxy — f x — (a  — 0,  xi=ky, 
k étant  un  paramètre  arbitraire  : c’est-à-dire  qu’on  peut  employer 
une  hyperbole  et  une  parabole. 

3°  En  multipliant  l’éq.  [3]  par  x,  elle  devient  x* — -*-«*■ — ’ ax=0. 
Celle-ci  peut  résulter  des  deux  équations  y* — -}y  — {-  ax  — 0, 
et  x'=  y;  donc  la  question  peut  se  résoudre  par  deux  paraboles. 
Mais  il  faudra  avoir  soin  de  rejeter  la  valeur  x = 0. 

4°  On  peut  ajouter  ces  deux  dernières  équations,  et  prendre  le 
système  x’=y,  x’-| -y* — £y — {ax=0,  lequel  indique  une  pa- 
rabole et  un  cercle. 

Remarque.  Outre  l’arc  BC,  il  en  existe  une  infinité  d’autres  qui 
ont  aussi  a pour  cosinus,  et  l’éq.  [3]  doit  donner  le  cosinus  du  tiers 
de  chacun  d’eux.  Or,  on  sait  (33)  qu’il  y en  a trois  dont  les  tiers 
ont  des  cosinus  différents;  donc  les  trois  racines1  de  l’éq.  [3]  doi- 
vent être  réelles  et  < 1 . 

La  fig.  218  a été  tracée  dans  l’hypothèse  de  a = J.  Les  valeurs 
de  x,  en  négligeant  la  valeur  zéro,  sont  x = 0P,  x = — OP', 
x — — OP"  ; et  il  est  facile  de  voir  que  la  première  est  la  seule  qui 
convienne  à la  question.  Maintenant,  si  on  revient  à la  fig.  217,  si 
on  y suppose  AD=  $ AB,  si  on  y prend  AE=OP  et  qu’on  mène  EF 
perpendiculaire  à AB,  l’arc  BF  sera  le  tiers  de  l’arc  BC  et  l’angle  BAF 
sera  le  tiers  de  l’angle  BAC. 

Usage  des  courbes  dans  l’algèbre. 

493.  Les  lignes  offrant  des  moyens  faciles  de  représenter  et  de 
peindre,  pour  ainsi  dire,  la  continuité  des  grandeurs,  peuvent  sou- 
vent être  employées  avec  le  plus  grand  avantage  dans  les  recher- 
ches de  pure  analyse;  c’est  ce  que  je  me  propose  de  montrer  ici. 

Soit  f[x)  — 0 une  équation  de  la  forme  Ax”‘  -f-  Bxm-  1 -f- 
Cx^  + etc.  = 0,  dans  laquelle  m est  un  nombre  entier  positif, 
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et  A,  B,  G, des  nombres  quelconques  donnés.  Adoptons  une 

certaine  longueur  pour  unité,  et  considérons 

y = f(x) 

comme  l'équation  d’une  courbe.  En  faisant  passer  x par  tous  les 
états  de  grandeurs,  l’ordonnée  y n’a  pour  chaque  abscisse  qu’une 
seule  valeur,  laquelle  ne  peut  jamais  être  imaginaire.  De  là  il  suit  : 
1°  que  la  courbe  s’étend  indéfiniment  vers  les  x positifs  et  vers 
les  x négatifs  ; 2°  qu’elle  a , entre  deux  quelconques  de  ses  points , 
un  coure  non  interrompu  ; 3°  qu’elle  ne  peut  point  revenir  sur 
elle-même,  comme  cela  arrive  fig.  219. 

Supposons , ce  qui  est  permis,  les  coordonnées  perpendiculaires 
entre  elles,  désignons  par  f\x)  le  polynôme  dérivé  de  f{x),  et  par  a 
l’angle  que  la  tangente  à la  courbe  fait  avec  l’axe  des  x : d’après 
la  formule  qui  donne  X n°  41,  on  aura  tanga=/”(x). 

Parlanature  du  polynôme  f\x),  on  ne  peut  avoir,  pour  une  même 
valeur  de  x,  qu’une  seule  valeur  de  tang  a,  et  cette  valeur  ne  peut 
pas  devenir  infinie  à moins  que  x ne  soit  infini,  donc  la  courbe, 
en  aucun  de  ses  points , ne  peut  présenter  les  formes  indiquées  sur 
la  fig.  220  en  M et  M'. 

Mais  rien  n’empêche  que  certaines  valeurs  de  x ne  rendent 
f'[x)  = 0 ; alors  il  y aurait  des  tangentes  parallèles  aux  abscisses, 
comme  cela  arrive  aux  points  N et  N'. 

496.  Cela  posé,  admettons  que  deux  abscisses  AP  et  AP'  (fig.  221) 
donnent  des  ordonnées  de  signes  contraires,  MP  etM'P':  la  courbe 
ne  pourra  point  aller  de  M en  M'  sans  rencontrer  l’axe  Ax  en  quel- 
que point  R , situé  entre  P et  P'.  Or  il  est  évident  que  l’abscisse 
x= Alt  est  une  racine  de  l’équation  f[x)  = 0;  de  là  ce  principe  si 
connu  en  algèbre  : Lorsque  deux  quantités  substituées  dans  l'équa- 
tion proposée  donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  il  y a au 
moins  une  racine  réelle  comprise  entre  ces  quantités. 

On  voit  aussi,  à l’inspection  de  la  fig.  222,  qu’entre  deux  ordon- 
nées de  signes  contraires  la  courbe  peut  avoir  plusieurs  intersec- 
tions avec  la  ligne  Ax , mais  toujours  en  nombre  impair.  Si  les 
deux  ordonnées  étaient  de  même  signe  (fig.  223)  la  courbe  pourrait 
n’avoir  aucune  intersection  entre  P et  P',  ou  bien  il  y en  aurait  un 
nombre  impair.  Donc,  si  deux  quantités  comprennent  entre  elles  un 
nombre  impair  de  racines,  et  qu’on  les  substitue  dans  l’équation,  on 
trouvera  des  résultats  de  signes  contraires ; et  si  ces  quantités  ne 
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comprennent  aucune  racine,  ou  si  elles  en  comprennent  un  nombre 
pair , les  résultats  seront  de  même  signe. 

497.  Cependant  il  y a des  cas  où  la  dernière  proposition  paraît 
en  défaut.  11  peut  se  faire  que  la  courbe,  après  avoir  atteint  l’axe 
Ax  en  un  point  R (fig.  224),  ne  passe  pas  immédiatement  de  l’autre 
côté  de  cet  axe.  Alors  les  ordonnées  MP  et  M'Fpeuvent  être  de  signes 
contraires  quoique  les  points  communs  à la  courbe  et  à l’axe  Ax 
soient  en  nombre  pair.  Mais  alors  aussi  on  doit  observer  que 
l’équation  f[x)  = 0 a un  nombre  pair  de  racines  égales  à AR,  et 
que,  par  cette  raison,  il  convient  de  considérer  le  point  R comme 
étant  la  réunion  d’un  nombre  d’intersections  pareil  à celui  de  ces 
racines  égales  ; c’est  ce  qu’il  faut  éclaircir. 

Désignons  AR  par  a : pour  avoir  l’ordonnée  ÿ,  correspondant  à 
une  abscisse  a-\-  h,  il  faut  substituer  a-\-h  au  lieu  de  x dans  f(x). 
Représentons  comme  à l’ordinaire  par  f[a ),  f(a),  fv{a),  les  quan- 
tités qu’on  obtient  en  faisant  x = a dans  le  polynôme  f[x)  et  dans 
ses  dérivés , on  aura 


f[a]+m  + *n«) 


1.2 


1.2.3 


etc. 


Puisque  a ou  Alt  est  racine  de  l’équation  on  a f[a)  — 0;  donc 

y = ffl  + ffl  + ^!  + elc. 


De  plus,  comme  la  courbe,  après  avoir  atteint  le  point  R,  ne  passe 
pas  de  l’autre  côté  de  l’axe  Ax,  les  ordonnées  très-voisines  de  ce 
point,  soit  à droite,  soit  à gauche,  doivent  être  de  même  signe; 
par  conséquent,  en  prenant  pour  h des  valeurs  aussi  petites  qu’on 
voudra,  positives  et  négatives,  l’expression  précédente  doit  con- 
server le  même  signe,  ür,  pour  que  cela  soit,  je  vais  prouver  qu’on 
doit  avoir  /'(a)  = 0.  Écrivons  la  valeur  de  ÿ comme  il  suit  : 


ÿ — h 


f'[a)  hf"(a)  hr\a) 

1 ^ 1.2  1.2.3 


-f-  etc, 


1 


Alors  il  est  évident  que  si  f'(a)  n’était  pas  zéro , on  pourrait  pren- 
dre h assez  petit  pour  que  la  quantité  comprise  entre  les  accolades 
eût  le  signe  de  f[a),  et  que  par  suite  y'  changeât  de  signe  en  même 
temps  que  h ; donc  on  a f[a)  =0.  Rien  n’empêche  même  que  plu- 
sieurs autres  des  quantités  /"'(a),...  ne  soient  nulles  aussi; 
mais  le  raisonnement  précédent  montre  qu’il  faudra  toujours  que 
le  plus  petit  exposant  de  h,  dans  les  termes  restants,  soit  pair. 
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Pour  fixer  les  idées,  je  suppose  qu’avec  f[a)  — 0 et  f(a)  = 0,  on 
ait  encore  f"(a)  = 0 et  f'"(a)  = 0 : comme  on  démontre  en  algèbre 
que  ces  quatre  conditions  établissent  l’existence  de  quatre  racines 
égales  à a dans  l’équation  f(x)  = 0,  on  voit  clairement  pourquoi 
l’on  convient  de  regarder  alors  le  point  R comme  représentant 
quatre  intersections  que  des  hypothèses  particulières  ont  fait  coïn- 
cider en  une  seule.  Et  remarquez  bien  qu’en  ce  point  l’axe  Axest 
tangent  à la  courbe,  puisqu’on  a tang  n=zf{a)  = 0 (493). 

498.  La  courbe  peut  quelquefois  atteindre  l’axe  Ax,  puis  passer 
de  l’autre  côté,  et  avoir  cependant  cet  axe  pour  tangente  (fig.  225). 
C’est  ce  qui  arrive  quand  le  nombre  des  quantités  f'(a),  qui 

deviennent  nulles  en  même  temps  que  f(a),  est  pair.  A lors  le  dévelop- 
pement de  y'  commence  à une  puissance  impaire  de  h : par  suite, 
des  valeurs  de  h de  signes  contraires,  mais  très-petites,  donnent 
pour  y'  des  valeurs  de  signes  contraires  ; et  cela  prouve  que,  dans 
le  voisinage  du  point  R,  la  courbe  est  située  partie  au-dessus , partie 
au-dessous  de  l’axe  Ax.  D’ailleurs  cet  axe  est  encore  tangent  puisque 
f'[a)  — 0.  Dans  le  cas  dont  il  s’agit  l’équation  proposée  f(x)= 0 a un 
nombre  impair  de  racines  égales  à a,  et  pour  cette  raison  on  convient 
de  regarder  le  point  de  contact  R comme  résultant  d’un  nombre 
impair  d’intersections  qui  se  sont  réduites  à une  seule. 

• 499.  Je  placerai  ici  quelques  propositions  qui  sont  attribuées  à 
Rolle,  auteur  d’un  procédé,  connu  sous  le  nom  de  Méthode  des 
cascades,  pour  résoudre  les  équations  numériques. 

Si  on  construit  (fig.  226)  le  lieu  de  l’équation  y = f[x),  il  est 
évident  qu’entre  deux  intersections  consécutives  de  la  courbe  avec 
l’axe  des  x,  il  y a au  moins  un  point,  tel  que  M,  dont  l’ordonnée 
MP  est  plus  grande  que  celles  qui  la  suivent  ou  qui  la  précèdent 
immédiatement  ; et  je  vais  montrer  qu’en  ce  point  la  tangente  est 
parallèle  aux  abscisses. 

Soit  AP  = a , faisons  x — u-\-h  dans  f[x),  et  nommons  y l’or- 
donnée correspondant  à a -f-  h : on  aura,  comme  dans  le  n°  497, 

ij  — f[a)  + -j-  ^ f -(-  etc.  En  donnant  à h des  valeurs  po- 

il  1 .2 

sitives  ou  négatives,  mais  toujours  très-petites,  on  trouvera  les  or- 
données qui  suivent  ou  qui  précèdent  immédiatement  MP  : or, 
toutes  ces  ordonnées  doivent  être  moindres  que  MP  ou  f[a)  : donc 

la  quantité  ^ ^ . Q''  _|_  etc. , qui  est  ajouté  à f(a)  dans  y', 

1 1 .2» 
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doit  rester  négative  pour  toute  valeur  très-petite  de  h,  soit  positive, 
soit  négative.  D’après  les  raisonnements  du  n°  cité,  cette  condition 
ne  peut  pas  être  remplie  à moins  qu'on  n’ait  f(a)  = 0;  donc  la  tan- 
gente en  M est  parallèle  aux  abscisses.  Il  est  d’ailleurs  possible  qu’il 
y ait,  entre  deux  intersections  consécutives  de  la  courbe  avec  kx, 
plusieurs  points  pour  lesquels  la  tangente  soit  parallèle  à cet  axe, 
comme  cela  arrive  entre  R"  et  R";  et  il  est  évident  que  les  abscisses 
de  ces  points  doivent  toujours  être  racines  de  l’éq.  f[x)  — - 0. 

Donc,  lorsque  l’équation  f(x)  = 0 ne  renferme  point  de  racines 
égales,  si  on  forme  une  suite  décroissante  composée  : 1°  de  la  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation’,  2“  des  racines 
réelles  de  la  dérivée  f(x)  = 0;  3°  de  la  limite  supérieure  des  racines 
négatives  de  la  proposée;  chaque  racine  réelle  de  la  proposée  sei’a 
comprise  entre  deux  termes  consécutifs  de  cette  suite. 

De  là  cette  conséquence  immédiate  qui  se  déduit  aussi  de  la 
figure,  savoir  : que  le  nombre  des  racines  réelles  d’une  équation  ne 
peut  pas  surpasser  de  plus  d’une  unité  le  nombre  des  racines  réelles 
de  sa  dérivée.  Et  même  on  peut  dire  que  le  nombre  des  racines 
réelles  qui,  dans  la  proposée,  sont  affectées  d’un  certain  signe , 
-j-  ou — , ne  peut  jamais  surpasser  de  plus  d’une  unité  le  nombre 
des  racines  de  même  signe  qui  se  trouvent  dans  la  dérivée. 

11  est  bien  entendu  que  les  racines  réelles  de  chaque  signe  peu- 
vent être  moins  nombreuses  dans  la  proposée  que  dans  la  dérivée. 

500.  Je  vais  faire  voir  maintenant  comment  la  Géométrie  indique 
des  méthodes  pour  approcher  des  racines  des  équations. 

Reprenons  l’équation  kxm  Rzm  1 -|-  Grm  * -f-  etc.  = 0,  dont 
j’ai  désigné  le  premier  membre  par  f[x).  Je  suppose  qu’on  con- 
naisse une  racine  avec  un  certain  degré  d’approximation  ; il  s’agit 
d’en  obtenir  une  valeur  plus  approchée. 

Soit  MM’  (lig.  227)  la  courbe  dont  l’équation  est  y = f[x),  et 
soit  AR  la  racine  dont  on  a déjà  une  première  approximation 
p = AP.  Menons  l’ordonnée  MP,  la  tangente  MP,  et  calculons  la 
sous-tangente  PP',  On  a tang  MP'x  = f{ p),  et  par  suite 

PP_  WP  _ M 
tangMP'P  f[  P)‘ 

après  avoir  calculé  cette  valeur  on  l’ajoutera  à p,  et  l’on  aura  une 
nouvelle  valeur  approchée  p'  = AP’. 

Menons  encore  l’ordonnée  M'P'  et  la  tangente  M'P".  En  calcu* 

2.7 
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lant  semblablement,  au  moyen  de  p',  la  sous-tangente  P'P",  et  en 
l’ajoutant  à p'  on  aura  une  3*  valeur  approchée.  Cette  valeur  servira 
à en  déterminer  une  4'  : et  ainsi  de  suite,  en  se  servant  toujours 
de  la  dernière  approximation  pour  en  obtenir  une  nouvelle. 

Le  lecteur  a sans  doute  reconnu,  dans  ce  procédé  d’approxima- 
tion , la  méthode  de  Newton.  Dans  le  cas  de  la  fig.  228,  on  voit 
que  les  pieds  P’,  P",...  des  tangentes  s’éloignent  de  plus  en  plus 
du  point  R ; par  conséquent  alors  le  procédé  est  défectueux.  Mais 
si,  comme  dans  la  fig.  227,  les  ordonnées  sont  décroissantes  depuis 
le  point  M jusqu'en  R;  et  si  dans  cet  intervalle  la  courbe  demeure 

toujours  convexe  vers  PR,  il  est  évident  que  les  pieds  P',  P", 

s’approchent  de  plus  en  plus  du  point  R,  et  que  les  calculs  précé- 
dents donnent  en  effet  des  valeurs  de  plus  en  plus  exactes.  Cepen- 
dant, même  alors,  on  pourrait  craindre  encore  que  les  pieds  des 
tangentes,  quoique  se  rapprochant  continuellement  de  R,  ne 
pussent  pas  dépasser  une  certaine  limite,  distincte  du  point  R. 

501 . Au  lieu  des  tangentes  on  pourrait  employer  les  cordes , et 
voici  comment.  Après  avoir  trouvé  par  un  moyen  quelconque  que 
p et  p'  sont  deux  quantités  qui,  substituées  dans  f[x),  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires,  et  qui  ne  comprennent  entre  elles 
qu’une  seule  racine,  prenez  (fig.  229)  AP  = p et  AP’  = p';  et  soient 
les  ordonnées  correspondantes  MP =f(?)  et  M'P'  = ^(p').  Menez 
la  corde  MM'  qui  coupe  PP'  en  P",  calculez  PF'  au  moyen  des 
triangles  semblables,  puis  ajoutez  le  résultat  avec  AP  ou  p : vous 
connaîtrez  ainsi  AP",  que  je  désignerai  par  p". 

Alors  vous  chercherez  si  le  point  P"  est  situé  du  côté  RP  ou  du 
côté  RP'  : il  suffit  pour  cela  de  substituer  p"  dans  f[x ) et  d’exami- 
ner le  signe  du  résultat.  Supposons- le  négatif,  on  sera  sûr  que  la 
racine  AR  est  comprise  entre  AP  et  AP”.  Ces  limites  sont  plus  rap- 
prochées que  AP  et  AP';  et  en  continuant  l’emploi  du  même  pro- 
cédé on  obtiendra  des  limites  de  plus  en  plus  resserrées. 

Ce  procédé  n’est  point  non  plus  exempt  d’imperfections,  mais 
ce  n’est  pas  ici  le  lieu  de  le  discuter  : notre  objet  est  seulement  de 
remarquer  les  secours  que  la  Géométrie  peut  prêter  à l’analyse. 

Théorème  remarquable  de  M.  Cauchy. 

502.  Je  placerai  ici  ce  beau  théorème,  avec  la  démonstration 
qu’en  ont  donnée  MM.  Sturm  et  Lioi  villf.  , Journal  de  mathéma- 
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tiques  pures  et  appliquées.  Soit  f(z)=0,  une  équation  algébrique 
de  la  forme 


A zm  -f-  Hz"-*  -f-  Cz™'*  + etc.  = 0, 

dans  laquelle  A,  B,  C,  sont  des  quantités  données,  réelles  ou  ima- 
ginaires. Si_on  remplace  z par  x-\-y  y/ — 1 , f{z)  prendra  la  forme 
P + Q — 1 , P et  Q étant  des  polynômes  en  x et  y , qui  ne  con- 
tiennent pas  / — 1 . Pour  résoudre  l’équation  f[z)  — 0,  il  faut  trou- 
ver les  valeurs  réelles  de  x et  y qui  annulent  à la  fois  P et  Q. 

On  peut  regarder  x et  y comme  l’abscisse  OP  et  l’ordonnée  MP 
d’un  certain  point  M;  et  lorsqu’on  pro- 
pose de  résoudre  l’équation  f[z)  = 0,  la 
question  revient  à chercher  les  points  dont 
les  coordonnées  sont  telles  qu’en  les  sub- 
stituant à la  place  de  x et  y,  on  ait  à la 
fois  P=0,  Q = 0.  Ces  points  sont  en  quel- 
que sorte  une  représentation  géométrique 
des  racines  de  l’équation,  et,  pour  abréger, 
j’appliquerai  le  nom  de  racines  à ces  points  eux-mémes.  Si  l’or- 
donnée y est  zéro,  le  point  M est  placé  sur  l’axe  des  abscisses,  et 
alors  la  racine  est  réelle. 

Traçons  dans  le  plan  des  coordonnées  x et  y un  contour  fermé 
quelconque  ABCD.  On  peut  demander  si,  dans  l’intérieur  de  ce 
contour,  il  y a des  points  pour  lesquels  P et  Q sont  nuis  à la  fois , 
et  combien  il  y en  a : ou,  plus  brièvement,  ou  peut  demander 
combien,  dans  l’intérieur  de  ce  contour,  il  y a de  racines  de 
l’équation  f(z)—0.  Pour  résoudre  cette  question,  M.  Caichï  a donné 
le  théorème  dont  il  s’agit  et  qui  s’énonce  comme  il  suit  : 


Considé'ez  le  rapport  — = R , et  supposez  qu’il  n’y  ait  sur  le 


contour  aucun  point  pour  lequel  P et  Q soient  zéro  en  même  temps  ; 
pour  chaque  point  de  ce  contour , le  rapport  R aura  une  valeur  dé- 
terminée. Si  l’on  suit  le  contour  ABCD  à partir  d’un  point  quelcon- 
que A en  avançant  toujours  dans  le  même  sens  ABCD  jusqu’à  ce  qu’on 
revienne  à ce  même  / x>int  A,  le  rapport  R prend  successivement 
diverses  valeurs,  et  il  pourra  changer  de  signe  en  /mssant  par  zéro 
si  P devient  zéro,  et  par  l’infini  si  Q devient  zéro.  Soit  i le  nombre 
de  fois  que  ce  rappoti.  en  s’évanouissant  et  changeant  de  signe,  /Misse 
du  positif  au  négatif  ; soit  i'  le  nombre  de  fais  que  ce  même  rapport, 
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en  s'évanouissant  et  changeant  de  signe,  passe  du  négatif  au  positif; 
le  nombre  i ne  sera  jamais  moindre  que  i'  et  la  différence  i — i'  sera 
double  du  nombre  des  racines  contenues  dans  l’intérieur  du  con- 
tour ABCD.  Ainsi , en  désignant  par  jx  le  nombre  de  ces  racines,  et 
par  A l’excès  i — i',  on  devra  avoir  p.  = { A , 

Le  théorème  de  M.  Cauchy  consiste  dans  l’égalité  [x=|  A ; c’est 
donc  cette  égalité  qu’il  s’agit  de  démontrer.  Dans  ce  théorème,  on 
suppose  qu’en  aucun  point  du  contour  P et  Q ne  sont  zéro  à la  fois. 
H est  essentiel  aussi  d’observer  qu’on  n’y  doit  tenir  aucun  compte 
des  changements  de  signes  que  peut  éprouver  le  rapport  R en  pas- 
sant par  l’infini , et  qu’on  ne  fait  aucune  attention  au  cas  où  ce 
rapport  devient  zéro  sans  changer  de  signe. 

503.  Le  théorème  est  évident  si,  dans  l’intérieur  du  contour  et 
sur  le  contour  même , on  n’a  jamais  P = 0 : alors , en  effet , on  a 
ix=0,  a=0,  et  par  suite  jx  = |à. 

Cette  égalité  est  encore  satisfaite  lorsque,  dans  l’intérieur  du 
contour  et  sur  le  contour  même,  on  n’a  jamais  Q = 0.  Alors  le 
nombre  (x  est  encore  zéro,  et  je  vais  prouver  qu’on  a aussi  A = 0. 
En  effet , le  rapport  R,  quand  on  aura  fait  un  tour  entier  pour  re- 
venir au  point  de  départ,  devra  reprendre  le  même  signe  qu’il 
avait  d’abord , au  commencement  du  mouvement  ; donc , à la  fin , 
il  aura  passé  autant  de  fois  du  positif  au  négatif  que  du  négatif  au 
positif.  En  outre,  à chaque  changement  de  signe , R aura  dû  s’é- 
vanouir, puisque  le  dénominateur  Q est  supposé  ne  pouvoir  pas 
devenir  zéro.  Ainsi,  dans  le  cas  dont  il  s’agit,  la  différence  A=0; 
donc  l’égalité  (x=^ A est  satisfaite. 

504.  Considérons  maintenant  un  point  M dont  les  coordonnées 
o et  6 satisfont  à la  fois  aux  équations  P=0  et  Q=0,  ou , ce  qui 
est  la  même  chose , supposons  que  z = a -f-  b y' — 1 soit  une  racine, 
simple  ou  multiple,  de  l’équation  f[z)  = 0.  Traçons  autour  du 
point  M un  contour  convexe  : si  pour  chaque  point  N,  de  ce  con- 
tour, le  rayon  vecteur  MN  est  suffisamment  petit,  on  va  prouver 
que,  pour  ce  contour,  l’égalité  |x={  A doit  avoir  lieu. 

Posons  MN  = p et  nommons  u>  l’angle  de  ce  rayon  vecteur  avec 
l’axe  des  x.  Les  coordonnées  du  point  N seront  x=  a + pcos«o, 
y = b + p sin  <d  ; et  par  suite  la  valeur  générale  z = x -j-  y \f—i 
devient  z = (a  -f  b y — 1 ) -j-  p(cosü>  -j-  y' — 1 sinw).  En  posant 
a -j-  b \J—  1 = A et  p (cos  <*>  -|-  \/ — 1 sin  to)  = 0 , on  pourra  écrire 
simplement  z=£+8;  et  la  substitution  de  cette  expression  chan- 
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géra  f(z)  en  /'(£-f-0).  Si  ensuite  on  développe  et  si  on  observe  que 
f[k)  — O,  il  viendra 


/•(*  + •)  = f~  » + Çy  + Œ e.  + etc. 


Par  la  formule  de  Moivre  (124),  on  a 


0 = p (cos  w 4-  \J — 1 sin  tü), 

0*=  p’feoso)  -(-  ydT  sin  «o)*=  p*(cos  2w  + y/ — 1 sin2u>), 

6’=  p*(coso)  + T sin<»)*=  p5(cos3w  4-  \J — 1 sin  3to),  etc. 


D’un  autre  côté , les  multiplicateurs  des  différentes  puissances 
de  0 se  prêtent  à des  transformations  qu’il  importe  de  remarquer. 
Par  exemple , au  moyen  du  calcul  algébrique,  on  pourra  mettre 
f(k)  sous  la  forme 


Les  carrés  des  deux  fractions  qui  ont  c et  d pour  numérateurs 
font  une  somme  égale  à 1 , de  sorte  qu’on  peut  regarder  ces  frac- 
tions comme  le  cosinus  et  le  sinus  d’un  même  angle.  Repré- 
sentons cet  angle  par  a,  et  y/c’  -f-  d * par  M,  : on  pourra  écrire 
/(•)  = Mi  (cos  a,  + sinaj;  et  par  suite 

0 = M,  (cos  stj  -f  sj — 4 sina,)xp(cosü>+  <J — 1 sinw) 

= M,p  [cos  (»  -f  a,)  + \/ — 1 sin  (w  + «,)]• 

Des  transformations  pareilles  peuvent  se  faire  sur  les  termes  qui 
contiennent  les  diverses  puissances  de  0;  de  sorte  qu’on  peut  écrire 


f[x~\~y  — M,p  [cos  («O  + gi)  4-  y/— T sin  (ai  + «,)] 

4-  M,p*  [cos  (2w  4-  «,)  -f  yf  — 1 sin  (2to  -j-  a,)] 

4-  M3ps  [cos  (3o>  4-  «s)  4~  sin  (3W  4~  «,)] 

4- etc. 

Dans  ce  développement  mettons  ensemble  les  termes  réels , et 
aussi  ensemble  ceux  qui  contiennent  \J — 1.  On  aura  ainsi  les 
quantités  désignées  par  P et  Q,  savoir  : 


P = M,p  cos  (<o  + a,)  4-  M,p*  cos  (2co  4-  “,)  4" etc-, 

Q = M,p  sin  («■>  -j-  «,)  + M,p*  sin  (2w  -j-  a,)  -j-  etc. 

Lorsque  1 ou  a 4 ^ \[—\  est  une  racine  simple,  le  polynôme 
dérivé  f\k)  doit  être  différent  de  zéro  ; donc  l’une  au  moins  des 
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quantités  désignées  plus  haut  par  c et  d doit  être  différente  de 
zéro,  et  par  suite  M,  aussi  est  différent  de  zéro.  Ce  cas  est  celui 
qu’il  convient  d’examiner  en  premier  lieu. 

505.  Pour  déterminer  le  degré  de  petitesse  du  rayon  p,  posons 

S M,  -j-  M,  -}-  etc., 

S'  = M,  cos(2u>  <xs)  + M,p  cos(3u>  -}-  «,)  + etc., 

S"  = M,  sin  (2«o  -j-  at)  -f-  M,p  sin  (3<o  + aj  -f-  etc. 

Désignons  aussi  par  X un  arc  quelconque,  pris  arbitrairement  dans 
le  premier  quadrant  : on  pourra  écrire 

n — + , S) 

rt_o.i(M,smX_sin(«  + «t)  , S"). 

QB=SP  sinX  +ST 


et  alors  je  supposerai  que  le  contour  convexe  tracé  autour  du 
point  M soit  tel  qu’en  chacun  de  ses  points  le  rayon  vecteur  p soit 

moindre  que  la  plus  petite  des  trois  quantités  1 , — 1 \ 

o O 

Cela  posé , les  termes  qui  composent  5 sont  tous  positifs  et  plus 
grands  que  ceux  qui  leur  correspondent  dans  S'  et  S";  donc  les 
S’  8" 

fractions  — et  — seront,  en  grandeur  absolue,  <1.  D’un  autre 

O b 

...  i ...  » M.cosX  M.sinX  x ... 

cote,  les  quantités  — et  — seront  positives  et  > 1 ; donc 

bp  bp 

P aura  le  signe  de  son  premier  terme  pour  toutes  les  valeurs  de  o> 
qui  rendront,  en  grandeur  absolue , cos  (u>  -f-  a,)  > cos  X , ce  qui 
arrivera  quand  l’angle  w -f-  a,  sera  compris  entre  H — X et  H -f  X, 
ou  entre  2H  — X et  2H  + X (H  représente  la  demi-circonférence)  ; 
et  pareillement,  Q aura  aussi  le  signe  de  son  premier  terme  pour 
toutes  les  valeurs  de  w qui  rendront,  en  grandeur  absolue, 
sin  (o>  a,)  > sinX,  ce  qui  arrivera  quand  l’angle  o»  -f-  a,  sera 

compris  entre  X et  H — X ou  entre  II  -}-  X et  2H  — X. 

En  conséquence  écrivons  le  tableau  ci-dessous , 


Arcs  (tu  -f-  oq) 

X,  H— X, 

H + X,  2H  — X, 

2H  + X, 

Signes  de  P 

+ - 

— + 

Signes  de  Q 

+ + 

— — 

-f, 

Signes  de  R 

+ - 

+ — 

+ • 
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On  reconnaîtra  sur-le-champ  que,  Hans  le  premier  intervalle,  celui 
de  X à H — X,  le  signe  de  P devra  changer  de  manière  qu’après 
avoir  commencé  par  être  4- , il  finira  par  être  — , tandis  que  le 
signe  de  Q restera  constamment  +.  Donc  dans  cet  intervalle  le 
rapport  R devra  en  s’évanouissant  passer  une  fois  de  plus  du  po- 
sitif au  négatif  que  du  négatif  au  positif. 

Dans  l’intervalle  de  H — X à H-f  X,  P est  constamment  négatif 
et  le  signe  de  Q peut  changer  une  fois  ou  plusieurs  ; mais  dans  le 
théorème  on  ne  doit  considérer  que  les  changements  de  signe  de 
R qui  ont  heu  lorsque  P passe  par  zéro. 

Dans  l’intervalle  de  H -j-  X à 2H  — X , le  signe  de  P change  de 
telle  sorte  qu’après  avoir  commencé  par  être  — il  finit  par  être 
mais  dans  ce  même  intervalle  Q reste  constamment  négatif;  donc 
le  signe  du  rapport  R ne  peut  changer  que  par  l’évanouissement 
de  P;  et  comme  il  commence. par  être  + et  finit  par  être  — , il 
s’ensuit  que  le  nombre  des  passages  de  -+-  à — surpasse  d’une 
unité  le  nombre  des  passages  de  — à -f-. 

Quant  au  dernier  intervalle,  celui  de  211 — X à 2H+X,  on  remar- 
quera que  si  R peut  y changer  de  signe,  ce  ne  sera  point  en  pas- 
sant par  zéro , puisque  P y reste  constamment  positif. 

Ainsi,  après  que  le  rayon  p a parcouru  une  circonférence  en- 
tière, on  a simplement  A = 2.  Comme  l’intérieur  du  contour  ne 
renferme  qu’une  seule  racine , on  a pi  = 1 , et  il  est  évident  que 
l’égalité  g.  = -J- A est  satisfaite. 

506.  11  faut  examiner,  en  second  lieu , le  cas  où  la  racine  k ou 
a+b)/— l est  multiple  d’un  ordre  quelconque  n.  Alors  les  n poly- 
nômes dérivés  f(k),  f(K)(k)  sont  zéro;  par  suite  les  modules 

Mt,  M,,  ...  Mn_j  sont  zéro  aussi,  et  les  valeurs  de  P et  Q sont 


P = M„p*  cos  (nu  + aB)  + Mn+1  p**-1  cos  [(n  + 1 )»  + aB+1]  + etc. , 

Q = M„p"  sin  (tuü  4“„)4  MB+1  p**1  sin  j(n  + ijw  + aB+lj  + etc. 

Divisons  par  p1”1  tous  les  termes  à partir  du  second , désignons 
par  S la  somme  MB4,  -f-  M„+1  -f- ... , et,  en  nous  servant  encore  du 
même  angle  auxiliaire  X , écrivons  P et  Q sous  cette  forme 
'M„cosX  cos  (n«o  -(-  a„)  . S' 

Sp  ^ cos  X 

[M„sinX  sin  (nw “J  , S") 

X — h g-)- 


P = 8pH+l  j- 
Q = Sp””’  f- 


+!'}■ 


t Sp  sinX 

En  raisonnant  encore  ici  comme  dans  le  cas  oii  la  racine  n’était 
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point  multiple,  nous  choisirons  le  contour  convexe,  qui  enveloppe 
la  racine,  de  manière  qu’en  chacun  de  ses  points  le  rayon  p soit 

. . ...  , . . .....  M.cosX  M.sinX 

moindre  que  la  plus  petite  des  trois  quantités  1 , — - — , — — 5 

O o 

alors  nous  reconnaîtrons  que  P prendra  des  valeurs  de  même 
signe  que  son  premier  terme  quand  on  aura  cos  (nto  -f-  *»)  > cosX, 
et  que  Q prendra  aussi  des  valeurs  de  même  signe  que  son  pre- 
mier terme  quand  on  aura  sin  (nu>  + a„)  > sinX. 

Il  y a donc  encore  lieu  à considérer  les  valeurs  de  l’arc  nu  -(-  an 
comprises  dans  les  intervalles  de  la  suite  X,  H — X,  H -f  X,  2H — X, 
2H  + X;  mais  ici  il  faudra  pousser  cette  suite  jusqu’à  2nH — X et 
2«H  -j-  X,  afin  que  le  rayon  parcoure  une  circonférence  entière. 

D’après  le  raisonnement  du  n”  précédent,  les  intervalles  de  rang 
pair,  comme  celui  de  H — Xà  H + X,  donneront  des  changements 
de  signe  du  rapport  R qui  seront  produits  par  l’évanouissement  de  Q 
et  non  par  celui  de  P;  de  sorte  que  ces  changements  de  signe  ne 
doivent  être  ici  d’aucune  considération.  Au  contraire,  dans  les  in- 
tervalles de  rang  impair,  le  signe  de  R ne  changera  qu’avec  l’éva- 
nouissement de  P : or,  le  nombre  de  ces  intervalles  est  égal  à 2n, 
et  dans  chacun  d’eux,  le  nombre  des  passages  de  -j-  à — l’em- 
porte d’une  unité  sur  celui  des  passages  de  — à +;  donc  a = 2«. 
D’ailleurs  l’équation  donnée  admettant  n racines  égales  à k,  on 
doit  avoir  p.  = n ; donc  l’égalité  p = { A est  encore  vérifiée. 

507.  Quand  le  théorème  a lieu  pour  deux  contours  ABCDA, 


DCED,  qui  ont  une  portion  commune  DC, 
il  doitavoir  lieu  également  pour  le  contour 
total  ABCEDA  formé  par  leur  réunion. 
Il  est  clair  en  effet  qu’en  parcourant 
ABCDA,  les  changements  de  signes  de 
R qui  pourront  avoir  lieu  de  C en  D au- 
ront lieu  aussi,  mais  en  ordre  inverse, 
lorsqu’en  parcourant  DCED  on  ira  de 
D en  C.  Donc  en  désignant  par  A'  et  A* 
les  valeurs  de  a relatives  aux  deux 


contours  partiels,  et  en  conservant  a pour  le  contour  total, 
on  devra  avoir  A=A'-j-A". 

Nommons  p'  le  nombre  des  racines  enveloppées  par  le  premier 
contour,  p"  le  nombre  des  racines  enveloppées  par  le  deuxième, 
et  p le  nombre  des  racines  enveloppées  par  le  contour  entier,  on 
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a évidemment  |*=  (jl'-}-  n".  Or,  puisque  le  théorème  est  supposé 
vrai  pour  les  deux  contours  séparément,  on  doit  avoir  |x'=^A', 
(i"=  ? A";  donc  p.'-|-  t*'—  1 A'+  l-A",  et  par  suite  p.—  J A.  Donc  le 
théorème  est  vrai  pour  le  contour  total. 

Si  on  avait  un  nombre  quelconque  de  contours  juxtaposés,  pour 
chacun  desquels  le  théorème  eut  lieu,  il  devrait  avoir  lieu  aussi 
pour  le  contour  total  formé  par  la  réunion  de  ceux-là.  En  effet, 
après  avoir  réuni  en  un  seul  deux  contours  juxtaposés,  on  peut 
réunir  le  nouveau  contour  avec  un  troisième  qui  lui  soit  juxtaposé  ; 
puis  encore  le  nouveau  contour  avec  un  quatrième,  et  ainsi  de 
suite  : d’après  ce  qui  vient  d’être  dit  plus  haut,  le  théorème  con- 
tinuera toujours  d’avoir  lieu. 

508.  Enfin  supposons  qu’un  contour  quelconque  soit  donné  : on 
pourra  toujours  le  diviser  en  contours  partiels  dont  les  uns  seront 
tracés  autour  de  chaque  racine  et  assujettis  aux  conditions  du 
n»  504,  tandis  que  les  autres  ne  renfermeront  aucune  racine  et 
seront  assujettis  aux  conditions  du  n'  503.  Or,  d’après  le  numéro 
précédent,  le  théorème  étant  vrai  pour  chaque  contour  partiel, 
devra  l’être  aussi  pour  le  contour  proposé.  Ainsi  se  trouve  dé- 
montré le  théorème  de  M.  Cauchy. 

509.  De  ce  théorème  découle  comme  conséquence  que  l’équa- 
tion f (z)  = 0 a m racines  de  la  forme  a + b f — t , et  n’en  a pas 
davantage.  En  effet,  autour  de  l’origine  0,  traçons  un  cercle  d’un 
très-grand  rayon,  et  cherchons  combien  il  y a de  racines  com- 
prises dans  l’intérieur  de  ce  cercle.  Soit  p un  rayon  quelconque 
de  la  circonférence,  et  w l’angle  de  ce  rayon  avec  la  ligne  des  x, 
on  aura  :r=pcos<oet  y==psinu>;  donc 

/■(*+W— 0 = Apm  [ cosrmo-fV — t sinrniD  J 
+ Bp®*-1  jcos  (m — 1 )w  -j-  sj — 1 sin  [m — i )u>]  -f-  etc.  ; 
et  comme  chacun  des  coefficients  A,  B,...  peut  être  mis  sous  la 
forme  H (cosa-f-  v^— ■ Isina),  ce  développement  s’écrira  ainsi  : 

— 1 =Hpm{cos(mü)  + a)-f-  \j — 1 sin  (mtu-j-a)  J 

-)-H1p,,*~1  { cos[(m — t )to  -j-  a,]  \J — 4sin[(m— !)«<>+«,]}  +etc. 

De  là  résultent,  pour  P et  Q,  les  valeurs 

P = Hp*  cos  [mto-f-a]  -f-  H1p’*_1cos[(m — l)a>  -f-  a,]  + etc. 

Q = Hpm  sin [mw-fa] -j- Hjp^’sin  [(m — l)o>-j-  a,]  -j- etc. 
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Employons  l’angle  auxiliare  X comme  au  n®  803.  et  désignons 
H,  -j-  H , -j-  etc.  par  S,  nous  écrirons  P et  Q sous  cette  forme 


— «„»•-«  I HPcosX  x cos(w<0  + a 


P = Sp 


Q=Sp-ja^x- 


cosX 
sin  (mw  + a) 
sinX 


+ 1 


+ 


S" 


Nous  supposerons  que  le  rayon  p ait  été  pris  plus  grand  que  la  plus 

S S 

grande  des  trois  quantités  1 , — -,  ■ . -.  Alors  le  signe  de  P 

HcosX  HsinX 

sera  semblable  à celui  de  son  premier  terme  toutes  les  fois  qu’on 
aura  cos  (mto  + a)  > cos  X : et  de  même  le  signe  de  Q sera  celui  de 
son  premier  terme  toutes  les  fois  qu’on  aura  sin  (mu»  -j-  a)  > sinX. 
C’est  pourquoi  je  considère  la  suite  des  arcs 

X,  H — X,  H + X,  2H  — X,.  2H  + X......  2mH  — X,  2mH  + X; 

et  en  raisonnant  comme  au  n®  306,  on  reconnaîtra  que  le  nombre 
A = 2m  ; donc  p.  = m ; donc  l’équation  proposée  a m racines  et  n’en 
a point  davantage. 

810.  Je  n’expliquerai  pas  ici  comment  on  peut  connaître  l’ex- 
cès A pour  un  contour  donné  : sur  ce  point  je  renverrai  au  Journal 
de  mathématiques  de  M.  Liolville,  août  1836. 


CHAPITRE  XIX. 

QUELQUES  QUESTIONS  CHOISIES. 


511.  Problème  I.  Trouver  l’équation  d’une  section  conique  qui 
passe  par  cinq  points  donnés. 

Choisissons  les  axes  de  coordonnées  de  manière  que  chacun  d’eux 
contienne  deux  des  points  donnés,  et  désignons  par  ÿ et  y”  les  or- 
données des  points  A et  B (fig.  230)  situés  sur  la  ligne  des  y,  par  af 
et  x"  les  abscisses  des  points  C et  D situés  sur  la  ligne  des  x,  par  x'" 
et  y"'  les  coordonnées  du  cinquième  point  E. 
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On  exprimera  les  conditions  de  la  question  en  substituant  suc- 
cessivement les  coordonnées  de  chacun  de  ces  points,  à la  place  de 
x et  y,  dans  l’équation  générale 

[A]  * Ay*4-Bxy4-Cxî4  Dy-j-Ex  + F = 0. 

De  cette  manière,  on  a les  cinq  équations 

Ay'!  -f-  Di/  -f  F = 0 , A ÿ"*4-  Dÿ"  4-  F = 0 , 

Cx'*  4-Ex'-j-F  = 0,  Cx"s  4-  Ex"  4 F = 0 , 

Ay"'*4  Bx"y*  4-  Cx'"1 4-  Dy"  4-  Ex"  4-  F = 0. 

V 

Les  inconnues  du  problème  sont  les  coefficients  de  l’équation  [A]. 
Parmi  eux  il  y en  a toujours  un  qui  reste  arbitraire  : supposons 
que  ce  soit  F,  divisons  toutes  ces  équations  par  F,  et  on  trouve 

A _ 1 D _ —y'— y"  C _ 1 E _ — x'— x" 

F- ÿÿ’  F i/y*  ’ F — x'x’'’  F-  x'x" 

5 i_  (y'”[y"'—y”—y')  . x"'(x'"-x”-x’) 

F x"y"  V ÿ y"  ^ x'x”  , ~t" 

En  divisant  aussi  l’équation  [A]  par  F,  et  remplaçant  alors  les  co- 
efficients par  ces  valeurs,  on  obtient  l’équation  demandée. 

Si,  parmi  les  points  donnés,  il  n’y  en  a pas  trois  en  ligne  droite, 
aucune  des  quantités  x',  x”,  y',  y”,  x1",  y'",  n’est  zéro;  donc  les 
rapports  précédents  ne  sont  ni  infinis  ni  indéterminés.  D’ailleurs, 
chacun  d’eux  n’a  qu’une  seule  valeur;  donc,  par  cinq  points,  quand 
il  n'y  en  a pas  trois  en  ligne  droite , on  peut  toujours  faire  passer 
une  section  conique , mais  on  n’en  peut  faire  passer  qu’une. 

512.  La  condition  de  passer  par  deux  points  peut  être  remplacée 
par  celle  de  toucher  une  droite  en  un  point  donné.  Par  exemple,  si 
on  demande  que  la  section  conique  touche  la  droite  0 y au  point  A, 
il  faut  supposer  dans  les  formules  précédentes  y"=y'. 

513.  Si  on  veut  traiter  immédiatement  la  question  avec  cette 
nouvelle  condition,  il  faut  faire  d’abord  x=  0 dans  [A],  ce  qui  donne 

Ay’4-Dy  + F = 0,  d’où  y = — 4AF; 

et  exprimer  ensuite  que  ces  deux  valeurs  sont  égales  à y1.  On  trouve 
ainsi  les  deux  équations  D1  — 4AF  = 0 et  — ~ = y‘. 

SBA 

514.  Si  on  veut  que  la  section  conique  soit  une  parabole,  on  doit 
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avoir  B*  — 4AC=Ü,  et  il  ne  faut  plus  que  quatre  conditions  pour 
déterminer  la  courbe.  On  peut  encore  exprimer  immédiatement 
celte  supposition  dans  l’équation  [A]  en  prenant  un  carré  pour  les 
trois  termes  du  second  degré  (233).  Alors  cette  équation  prend  la 
forme  A’ y*  + 2ACxy  + C*x’  + Dy -|-Ex-}-  F = 0,  qui  ne  peut 
convenir  qu’aux  paraboles. 

515.  Problème  II.  Soient  (fig.  231)  RAR'  et  SBS'  deux  angles 
donnés,  qu’on  fait  tourner  autour  de  leurs  sommets  de  manière  que 
les  côtés  AR'  et  BS'  se  coupent  toujours  sur  une  droite  ou  directrice 
donnée  LL'  : les  intersections  successives  des  deux  autres  côtés  déter- 
minent une  courbe  dont  on  demande  l’équation. 

Prenons  les  abscisses  sur  la  droite  x'x  qui  passe  par  les  sommets 
A et  B;  et  les  ordonnéess  sur  la  perpendiculaire  A y.  La  directrice 
LL'  étant  donnée,  je  représenterai  son  équation  par 

y = «(x  — p); 


et  a,  p,  seront  des  quantités  connues.  De  plus,  je  ferai  AB  = d , 
tang  RAR'  = a,  tang  SBS'  = b. 

Supposons  maintenant  que  les  angles  soient  dans  une  position 
quelconque,  que  les  côtés  AR  et  BS  se  coupent  en  M,  et  que,  sui- 
vant les  conditions  de  l’énoncé,  les  côtés  AR'  et  BS'  aillent  rencon- 
trer LL'  au  même  point  N.  Désignons  les  coordonnées  du  point  M 
par  x et  y,  et  celles  du  point  N par  a!  et  y '.  Il  y aura  trois  conditions 
à exprimer  : 1°  que  le  point  N est  sur  la  ligne  LL';  2°  que  la  tan- 
gente de  l’angle  MAN  est  égale  ha;  3°  que  celle  de  l’angle  MBN 
est  égale  à b.  C’est  ainsi  qu’on  parvient  aux  trois  équations 


y = «(*'- P), 


y'x  — x'y  y\x—d)  — y[x'  — d) 

xaf  + yy’  ’ (x  — d){x'—d)  + yy'  * 


et  il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  entre  elles  x'  et  \j  pour  avoir  l’équa- 
tion du  lieu  cherché.  Ce  lieu  est  une  courbe  du  2*  ordre,  car  le  ré- 
sultat de  l’élimination  est  une  équation  du  2e  degré,  savoir  : 

([a  — b)  « — (a« -M)jj|)  ÿ*+  ((a  — 4)«  + 4(«  — a)|^  x* 

— ((«4  — 4)«-f«  + 4))  |xy—  ((a4-f  {)*d  — 4(a«  + l)  y 

— ^a  — 4)  ad  + 4 (*  — a)  x = 0. 
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516.  Cette  équation  est  trop  compliquée  pour  qu’on  reconnaisse 
facilement  si  elle  est  susceptible  de  donner  chacune  des  trois 
courbes.  Mais  voici  un  cas  particulier  qui  est  assez  remarquable, 
et  qui  lève  tous  les  doutes. 

Prenons  ladirectrice  LL’ perpendiculaire  à AB,  l’angle  HAR'=  90°, 
et  l’angle  SBS'  = 0:  il  faudra  faire  « = co,  a = o°,  ô = 0.  Mais 
avant  d’introduire  ces  hypothèses  dans  l’équation , il  faut  préala- 
blement la  diviser  par  aa.  De  cette  manière  il  vient 

(P  — y*  -f-  fSa:1  — d$x  = 0 : 

équation  qui,  toute  particulière  qu'elle  est,  peut  encore  repré- 
senter les  trois  courbes.  Pour  en  déduire  une  parabole,  il  faut  la 
diviser  par  d et  faire  ensuite  d — c*>. 

517.  Revenons  à l’équation  générale.  Elle  est  satisfaite  par  x— :0, 
y = 0,  et  cela  prouve  que  le  point  A appartient  à la  courbe.  On 
aurait  pu  mettre  l’origine  des  coordonnées  au  point  B,  et  l’on  eiït, 
trouvé  alors  que  la  courbe  passe  aussi  par  ce  point. 

On  peut  reconnaître,  d’après  l’énoncé,  que  la  courbe  passe  en  A 
et  B,  et  même  déterminer  la  tangente  à chacun  de  ces  points.  En 
etfel , parmi  les  positions  que  peut  prendre  l’angle  SBS',  il  y en  a 
une  où  BS  est  couché  sur  Bx',  comme  le  représente  la  fig.  232. 
Soit  RAR'  la  position  correspondante  de  l’autre  angle  : il  est  clair 
que  RA  et  SB  se  coupent  alors  au  point  A ; par  conséquent , ce 
point  est  sur  la  courbe.  On  voit  en  outre  que  la  ligne  AR  doit  être 
une  tangente , car  elle  peut  être  considérée  comme  une  sécante 
dont  deux  points  d’intersection  sont  réunis  en  un  seul. 

Tout  ce  qu’on  dit  du  point  A s’applique  au  point  B.  Ainsi , en 
supposant  (fig.  233)quel’angleRAR'ait  le  cftté  AR  appliqué  sur  Ax', 
et  que  SBS'  soit  la  position  correspondante  de  l’autre  angle,  la 
ligne  BS  sera  tangente  à la  courbe,  au  point  B. 

518.  ProblèmeUI.  Décrire  par  points,  ou  d’un  mouvement  continu, 
une  section  conique  dont  on  donne  cinq  points  ; puis  déterminer  géo- 
métriquement le  genre  et  les  éléments  de  cette  courbe. 

Par  le  problème  précédent,  on  a appris  qu’en  faisant  tourner 
deux  angles  autour  de  leurs  sommets , de  manière  que  deux  côtés 
aillent  toujours  se  couper  sur  une  droite  donnée,  l’intersection  des 
deux  autres  côtés  décrit  une  section  conique  qui  passe  par  les  som- 
mets des  deux  angles.  Il  est  clair  que  cette  manière  d’engendrer 
la  courbe  permet  d’en  construire  autant  de  points  qu’on  veut , ou 
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môme  de  la  tracer  par  un  mouvement  continu.  11  s’agit  donc  de 
déterminer  les  deux  angles  et  la  directrice,  de  telle  sorte  que  la 
section  conique  passe  par  les  cinq  points  donnés  A,  B,  C,  D,  E 
(%.  234). 

Menons  la  droite  a!x  par  deux  de  ces  points,  A et  B;  joignons 
AG,  BC , et  prenons  CAx'  et  CBx'  pour  les  angles  mobiles.  Mainte- 
nant faisons  tourner  ces  angles  pour  amener  les  côtés  AC,  BG, 
d’abord  en  AD,  BD,  ensuite  en  AE,  BE;  et  supposons  que  les 
côtés  Ax',  Bx',  viennent  se  couper  en  L après  le  premier  déplace- 
ment, et  en  L'  après  le  second.  Tirons  la  droite  LL',  et  prenons-la 
pour  directrice. 

D’après  la  construction , il  est  évident  que  si  les  angles  tournent 
autour  de  leurs  sommets , sans  que  les  côtés  Ax'  et  Bx'  cessent  de 
se  rencontrer  sur  la  droite  LL',  l’intersection  des  côtés  AC  et  BC 
décrit  une  courbe  qui  passe  aux  points  C,  D,  E.  Nous  savons  d'ail- 
leurs qu’elle  est  une  section  conique,  et  qu’elle  doit  passer  aussi 
en  A et  en  B.  Cette  courbe  satisfait  donc  à la  question  ; et  elle  est 
la  seule  qui  y satisfasse,  car  on  ne  peut  faire  passer  qu’une  seule 
section  conique  par  cinq  points  (541). 

519.  Pour  connaître  le  genre  de  la  courbe,  rappelons  qu’on  sait 
trouver  ses  tangentes  en  A et  B (517);  remarquons  aussi  qu’il  est 
permis  de  prendre  le  point  C au  lieu  de  B,  pour  sommet  de  l’un 
des  deux  angles,  et  qu’alors  on  peut  trouver  la  tangente  en  C.  Soient 
donc  (fig.  235)  AG,  BG,  CH,  ces  trois  tangentes  dont  la  première 
coupe  les  deux  autres  en  G et  en  H.  En  général,  les  tangentes 
menées  à une  courbe  du  second  ordre,  par  les  extrémités  d’une 
corde,  vont  rencontrer  au  même  point  le  diamètre  qui  passe  au 
milieu  de  cette  corde;  donc,  si  par  les  milieux  P et  Q des  cordes  AB 
et  AC,  et  par  les  points  G et  H,  on  mène  les  droites  GG'  et  HH',  on 
aura  deux  diamètres  de  la  section  conique.  Si  ces  diamètres  sont 
parallèles,  la  courbe  est  une  parabole;  elle  est  une  ellipse,  s’ils  se 
coupent  en  un  point  O situé  au  delà  de  la  corde  AC  par  rapport  au 
point  H;  elle  est  une  hyperbole,  si  la  corde  AC  laisse  les  points  O 
et  H d’un  même  côté.  Voy.  fig.  236  et  237. 

520.  Déterminons,  dans  chaque  cas,  les  éléments  de  la  courbe. 

Si  elle  doit  être  une  parabole  (fig.  238),  on  mène  les  diamètres 

AA'  et  CC',  parallèles  à GG',  on  fait  les  angles  HAF,  HCF,  respecti- 
vement égaux  à GAA',  ICC';  et  le  point  F où  se  coupent  AF,  CF,  est 
le  foyer  de  la  parabole  (438).  En  prolongeant  AA' d’une  longueur  AK 
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égale  au  rayon  vecteur  AF,  et  en  élevant  KK'  perpendiculaire  sur 
AA',  on  aura  la  directrice  de  la  parabole  (425).  Le  foyer  et  la  direc- 
trice sont  les  éléments  de  cette  courbe. 

Quand  la  section  conique  est  une  ellipse  (fig.  239),  par  le  centre, 
on  mène  OK  parallèle  à CA;  et  les  lignes  OH,  OK,  font  connaître 
les  directions  de  deux  diamètres  conjugués. 

Pour  en  avoir  les  longueurs,  servons-nous  de  la  première  formule 
du  n°  323  : il  est  permis  d’y  regarder  a comme  le  demi-diamètre  a' 
dirigé  suivant  OH,  et  elle  donne  a'=  y OH  X OQ . Si  on  mène  CK 
parallèle  à OQ,  si  on  prolonge  OK  jusqu’en  I,  et  si  on  représente 
par  b'  le  demi-diamètre  conjugué  de  a',  on  a aussi  V — yÜK  xOL 
Ainsi , on  obtiendra  a'  et  b'  en  construisant  des  moyennes  propor- 
tionnelles. 

Connaissant  deux  demi-diamètres  conjugués  a'  et  b',  et  l’angle 
HO!  qu’ils  forment  entre  eux,  il  est  facile  d’avoir  les  demi-axes. 
D’après  le  n”  351,  en  représentant  les  demi-axes  par  a et  b,  et 
l’angle  HOI  par  y,  on  a ab  = a b'  sin  y,  a’  -(-  6*  = «'*  -f-  6'*.  Si  on 
ajoute  d’abord  à la  2*  équation  le  double  de  la  1",  et  si  ensuite 
on  le  retranche,  il  vient 

(a  6)’  = a'1  -f-  b'*  + 2 a'b'  sin  y, 

(«  — b)*  — n'!  -f  é'!  — 2 a'b'  sin  y ; 
par  conséquent  on  a 

a + b = y/a'*  + (/*  4-  2 a'b'  sin  y, 
a — b = y/  a'1  -j-  b1 * — 2 a'b'  sin  y. 

Ces  radicaux  se  construisent  élégamment  par  les  propriétés  des 
triangles  obliquangles  : en  désignant  par  A et  B les  lignes  qu’ils 
représentent,  on  aura  a = | A ,4  { B,  b = | A — {B. 

La  direction  des  axes  est  encore  inconnue.  Pour  la  déterminer, 
il  suffit  de  trouver  les  foyers  de  l’ellipse.  Or,  on  sait  (332)  que  les 
pieds  des  perpendiculaires,  menées  des  foyers  sur  les  tangentes, 
ont  pour  lieu  géométrique  la  circonférence  décrite  du  centre  de 
l’ellipse,  avec  un  rayon  égal  au  demi-grand  axe  : on  peut  donc 
décrire  cette  circonférence,  puis  élever  des  perpendiculaires  sur 
les  tangentes  AH  et  11C,  aux  points  où  elles  sont  rencontrées  par 
la  circonférence;  on  connaîtra  ainsi  les  foyers  F et  F'. 

Enfin , si  la  section  conique  doit  être  une  hyperbole,  on  déter- 
mine d’abord,  comme  pour  l’ellipse,  deux  diamètres  conjugués; 
puis  on  construit  les  asymptotes  (406),.  et  ensuite  les  axes  (409). 
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521 . Problème  IV.  Trouver  la  courbe  que  décrit  le  sommet  d’un 
angle  droit  dont  les  côtés  restent  tangents  à une  section  conique. 
Considérons  d’abord  l’ellipse,  dont  l’équation  est 

[e]  a'y*  -|-  &*£*  = a’é*. 

Désignons  par  a/,  ÿ,  et  x”,  g",  les  coordonnées  des  points  où 
l’ellipse  est  touchée  par  les  côtés  de  l’angle  droit  : elles  doivent  sa- 
tisfaire à l’équation  [«]  ; on  a donc 


[1]  ay*  + av*  = a*ô’,  [2]  ay‘  + è*x"*=aW. 

Soient  x et  y les  coordonnées  du  sommet  de  l'angle,  elles  doi- 
vent satisfaire  aux  équations  des  tangentes  : on  a donc  aussi  (319) 

[3]  a’yy’  + b*xxf  — d'h',  [4]  a'yy"  -j-  b'xx"  = a’é*. 


Enfin,  les  deux  tangentes  devant  faire  entre  elles  un  angle  droit, 
et  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  qu’elles  font  avec 

ÔV  b^x** 

l’axe  des  x étant — ; et — - (319).  on  a encore 

or  y a*y 


[5] 


bW 
a' y' y" 


1 = 0. 


On  a ainsi  cinq  équations  pour  exprimer  toutes  les  conditions 
du  problème.  Elles  renferment  six  variables,  x,  y,  x',  y',  x",  y"; 
et,  pour  avoir  la  courbe  cherchée,  il  faut  éliminer,  entre  ces  cinq 
équations,  les  quatre  quantités  x',  y',  x",  y". 

On  élimine  d’abord  ÿ entre  [1]  et  [3],  et  il  vient 

9a*b*x  a>(6»  - ÿ») 

«y  + ô‘x!  f ay  + év  — ü- 

Si  on  éliminait  y " entre  [2]  et  [4],  on  trouverait  en  x"  une  équa- 
tion toute  semblable.  Cela  prouve  que  x’  et  x"  sont  les  racines  de 
cette  équation.  Or,  le  dernier  terme  doit  être  égal  au  produit  de 

ak(Jl tA) 

ces  racines  ; donc  x'x"  = — i- 2-i. 

ay  A*x* 

En  commençant  le  calcul  par  l’élimination  de  x',  on  trouverait  de 

[o?  — ) 

la  même  manière  yfy"  = - Mettons  ces  valeurs  dans 

a y ~t  o x 

l’équation  (5),  il  vient 

y * -f-  xs  = a*  -f  //’. 
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Cette  équation  représente  la  courbe  cherchée  : c’est  un  cercle  cir- 
conscrit au  rectangle  construit  sur  les  axes  de  l’ellipse  (fig.  240). 

Pour  résoudre  la  question  à l’égard  de  l’hyperbole,  dont  l’équa- 
tion est  a’y*  — 6’x’  = — a*6’,  on  changera  partout  b * en  — 4*.  Il 
vient  y*  -(-  xl  = a1  — 4*  : c’est  encore  un  cercle.  Il  se  réduit  à un 
point  unique  si  b — a;  il  devient  imaginaire  si  b est  > a. 

On  peut  appliquer  à la  parabole,  dont  l’équation  est  y*  =2 px, 
les  calculs  qui  ont  été  faits  dans  le  cas  de  l’ellipse  : pour  la  ligne 
que  décrit  le  sommet  de  l’angle  droit  on  trouvera  x — — [p,  ce 
qui  donne  la  directrice,  ainsi  qu’on  devait  le  prévoir  (443). 

522.  Problème  Y.  Une  ellipse  étant  donnée  (fig.  241),  portez  sur 
le  grand  axe,  à partir  du  centre,  une  distance  AB-j-BÜ  égale  à lu 
demi-somme  des  axes,  et  décrivez  un  cercle  sur  AD  comme  diamètre; 
par  l'extrémité  du  grand  axe  la  plus  voisine  du  centre  du  cercle, 
menez  une  corde  HBH'  dans  ce  cercle,  et  tirez  les  diamètres  de  l’el- 
lipse, AR  et  AR',  qui  passent  par  les  extrémités  de  cette  corde. 
Imaginez  alors  que  les  points  H et  H’  se  meuvent  sur  AR  et  AR'  sans 
que  HH'  change  de  grandeur:  le  point  de  cette  ligne,  qui  coïncidait 
d'abord  avec  l'extrémité  B du  grand  axe  de  l'ellipse,  décrit  une 
courbe  dont  on  demande  l’équation. 

Soit  HH'  (fig.  242)  une  position  quelconque  de  la  droite  qui  se 
meut  dans  l’angle  RAR',  et  M celle  du  point  qui  décrit  la  courbe. 
Je  prends  ARet  AR'  pour  axes  des  coordonnées,  je  mène  MP,  MQ, 
parallèles  à ces  axes,  et  je  fais  AP=x',  MP=y',  MH=e,  MH'=d. 
A cause  des  parallèles,  on  a AH  : c-f  d y.x'id,  AH':  c-\-dy.y’:  c; 


donc  ah  = !î±^H,  AH'=!î+2»'. 

d c 


Le  triangle  AH  H'  donne  A ll’-j-AH'1 — 2 AHxAII'xcosR  AR'=HH’* . 
Mettons  dans  cette  égalité  les  valeurs  de  AH  et  AH',  remarquons 
que  HH'=c-f-  d et  faisons  RAR'=0  : il  vient 


y'*  x'!  2x'ycos  6 

c’  d*  cd 


On  voit  déjà  que  la  courbe  cherchée  est  une  ellipse  qui  a même 
centre  que  l’ellipse  donnée. 

Faisons  (fig.  241)  AB  = a,  BD  = 4,  angle  BAR=o,  et  cherchons 
les  valeurs  de  c,  d,  cos  6.  Pour  cela,  joignons  DH,  menons  BI  pa- 
rallèle à DH,  et  BK  parallèle  à AH.  Les  triangles  rectangles  BAI, 
BDK  donnent  d’abord  II K = BI  = a sin  a,  BK  = b cos  a. 

24 
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Ensuite,  le  triangle  BHK  donne  BH  = y^HK*  -f-  BK*;  donc 
c = BH  = \ja}  sin’a  -f-  ê’  cos’a. 

Enfin,  dans  le  cercle,  on  a BH  X BH'  = AB  X BD  ; donc 

ab 


d = BH'  = 


t/a*  sin’a  -)-  b ’ cos’a 

Pour  arriver  à cos  0,  je  vais  calculer  d’abord  sin  BAR'  et  cos  BAR'. 
Désignons  BAR'  par  a',  et  remarquons  quo  BAR'=BHK:  avec  les 
valeurs  précédentes  de  BK,  HK  et  BH,  le  triangle  HBK  donne 

6cosa  . a sina 


sma 


COS  a 


^ si  n’a  -)-  b*  cos*  a yV  sin’a  -(-  b*  cos’a 

Mais  cos  9 = cos  (a  -|-  a')  = cos  a cos  a' — sin  a sin  a';  donc 

(a  — b)  sin  a cos  a 


cos  9: 


yft’sin’a-f-  b* cos’a 

En  substituant  dansl’éq.  [1]  les  valeurs  de  c,  d,  cosO,  il  vient 


1*1 


a’sin’a-f-  6*  cos’a 


{ x”  (a’sin’a  -)-  ô’cos’a) 

_|  __  j 

âry(a — ô)  sin  a cos  a 


■ i. 


ab  va’sin*a-|-6’cos’a  / 

Afin  de  comparer  plus  facilement  cette  courbe  avec  l’ellipse 
donnée,  rapportons  aussi  cette  dernière  aux  lignes  AR  et  AR'. 
Quand  elle  est  rapportée  à ses  axes  BB',  CC',  son  équation  est 

[e]  a’y*  -j-  6’x’  = a} b*. 

Pour  changer  les  axes  rectangulaires  en  axes  obliques  de  même 
origine,  lesformules  sont  x = x'cos  a y cos  a',  y=  x'sin  a -j-  y'sin  a'. 
Par  a on  représente  ici  le  même  angle  BAR'  que  plus  haut,  mais 
a=  360° — BAR;  de  sorte  que  si  on  veut  continuer  à désigner  BAR 
par  a,  il  faut  changera  en  360° — a dans  les  formules  précédentes. 
Alors  cosa  ne  changera  pas,  sin  a deviendra  — sina;  et,  en  rem- 
plaçant ensuite  sina'  et  cosa' par  leurs  valeurs,  on  aura 

aÿ'sina 


x = x'cosa-j- 
y — — x'  sin  a 


— — ...  - ■ ■ — ■ — — > 
y a’sin’a-f-  6’ cos’a 

bÿ  cosa 

\J a’  sin’a  -(-  ô’  cos’  a 
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En  effectuant  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation  [e],  on 
trouve  un  résultat  identique  avec  l’équation  [2];  donc  la  courbe 
cherchée  n’est  autre  que  l’ellipse  donnée. 

523.  Problème  VI.  Etant  donné  un  angle  yOx  (fig.  243),  et  deux 
points  AetB  sur  les  côtés  de  cet  angle , on  fait  mouvoir  une  droite  ST 
de  manière  que  les  lignes  OA  et  OB  soient  toujours  coupées  suivant 
la  proportion  AP  : PO  : : OQ  : QB.  Les  intersections  continuelles  de 
la  droite  ST  avec  elle-même,  considérée  dans  ses  positions  successives, 
déterminent  une  courbe  à laquelle  ST  est  toujours  tangente,  et  dont 
on  demande  l’équation. 

Divisons  AO  et  OB  en  m parties  égales , m étant  un  nombre  qu’on 
peut  supposer  aussi  grand  qu’on  voudra;  prenons  les  distances  AP 
et  OQ  composées,  chacune,  d’un  nombre  n de  ces  divisions,  et 
menons  la  droite  PQ.  Menons  aussi  P’Q'  qui  intercepte  sur  AO  et  OB 
une  division  de  plus  que  PQ.  Les  deux  droites  PQ  et  P'Q'  se  cou- 
peront en  un  point  M , dont  la  position  dépend  des  nombres  m et  n. 
Si  on  élimine  d’abord  l’indéterminée  n entre  les  équations  de  ces 
deux  droites,  l’équation  résultante  représentera  le  lieu  des  som- 
mets du  polygone  MM'M”...  formé  par  les  positions  successives  de 
la  ligne  PQ,  lorsqu’on  fait  parcourir  aux  points  P et  Q toutes  les 
divisions  de  AO  et  OB.  Pour  établir  la  continuité  du  mouvement 
on  fera  m = e»,  et  on  obtiendra  la  courbe  cherchée. 

Prenons  les  deux  lignes  Ox  et  Oy  pour  axes  des  coordonnées, 
et  faisons  OA  = a,  OB  = 6.  D’après  ce  qui  précède,  on  aura 

AP  = — , OP  = — - — — , OQ  = — ; par  suite,  on  trouve  facile- 

m m m 

ment,  pour  l’équation  de  PQ, 

[1]  m(m — n)ay -\-rnnbx  — n{m — n)ab. 

En  échangeant  n en  n -j-  t , on  aura  l’équation  de  la  ligne  P'Q', 

[2]  rn(m — n — i )ay  m[n  -|-  l)6x=  (n  -f- 1)  (m — n — 1 )ab. 

C’est  entre  les  éq.  [1]  et  [2]  qu’il  faut  éliminer  n.  Pour  faire  ce 

calcul  avec  facilité,  on  retranche  d’abord  [2]  de  [1],  ce  qui  donne 
may — m6x  = (2n — m -f-  i)ab.  De  là  on  tire  la  valeur  de  n , et  on 
s’en  sert  ensuite  pour  avoir  celle  de  m — n : ces  valeurs  sont 
m(ay  — bx)  -(-  (m  — l)aô 
2 ab  ’ 

— m[au — bx)-\-[m-\-\)ab 
m n~  ; 
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et  en  les  substituant  dans  l’équation  [1],  on  trouve 

a'b* 

(ay  — bx  — ab)'  — Aab*x  — = 0. 

Cette  équation  donne  la  courbe  qui  contient  les  sommets  du  poly- 
gone MM'M'" Pour  passer  à la  courbe  cherchée,  il  faut  faire 

m = co  ; et  il  vient 

[ay  — bx — aby  — Xab'x  = 0 , 

équation  qui  représente  une  parabole.  La  courbe  doit  passer  en 
A et  B,  et  avoir  pour  tangentes  OA  et  OB  : en  effet,  l’équation 
donne  pour  x deux  valeurs  égales  à a quand  on  fait  y = 0 ; et , 
pour  y,  deux  valeurs  égales  à b quand  on  fait  x=  0. 

Connaissant  deux  points  de  la  parabole , et  les  tangentes  en  ces 
points,  on  construit  facilement  les  éléments  de  cette  courbe  (520). 
Si  on  veut  les  trouver  par  le  calcul,  on  cherchera  deux  axes  rec- 
tangulaires qui  réduisent  l’équation  de  la  parabole  à la  forme 
yt=<ipx  : c’est  une  simple  transformation  de  coordonnées. 

524.  Je  proposerai  encore  les  énoncés  suivants.  Le  lecteur  est 
prié  de  tracer  lui-même  les  figures. 

I.  Théorème.  Si  on  prend  les  cercles  d’une  sphère  pour  bases  de 
différents  cônes,  et  l’extrémité  d’un  rayon  pour  sommet  commun 
de  ces  cônes,  tout  plan  perpendiculaire  à ce  rayon  coupera  les 
cônes  suivant  des  cercles. 

II.  Théorème.  Le  rectangle  fait  sur  les  parties  d’une  tangente  à 
l’ellipse  ou  à l’hyperbole , comprises  entre  le  point  de  contact  et 
deux  diamètres  conjugués,  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre 
parallèle  à cette  tangente. 

III.  Théorème.  Ayant  tiré  une  sécante  quelconque  par  deux 
points  A et  B d’une  ligne  du  second  ordre,  menez  dans  cette  ligne 
une  suite  de  cordes  parallèles  qui  coupent  la  sécante  : le  rectangle 
des  deux  segments  de  chacune  des  cordes  sera  au  rectangle  des 
segments  correspondants  de  la  sécante  dans  un  rapport  constant. 

IV.  Théorème.  Lorsqu’une  droite  de  longueur  constante  se  meut 
de  manière  que  ses  extrémités  soient  toujours  sur  les  deux  côtés 
d’un  angle  donné , on  sait  (522)  qu’un  point  marqué  à volonté  sur 
cette  droite  décrit  une  ellipse.  Considérez  cette  droite  dans  une 
quelconque  de  ses  positions;  élevez,  par  ses  deux  extrémités,  des 
perpendiculaires  aux  deux  côtés  de  l’angle  donné  ; puis,  menez  par 
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le  point  décrivant  une  normale  à la  courbe  qu’il  trace  : cette  normale 
et  les  deux  perpendiculaires  iront  se  rencontrer  au  même  point. 

Aux  droites  qui  dirigent  le  mouvement  de  la  droite  mobile, 
substituez  deux  polygones;  puis , à ces  polygones,  substituez  deux 
courbes  : il  est  clair  que  la  proposition  subsiste  encore  pourvu 
qu’on  prenne,  au  lieu  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  droites 
directrices,  les  normales  aux  courbes  qui  les  remplacent. 

V.  Théorème.  Si  on  a deux  lignes  concentriques  du  second  ordre, 
la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  de 
la  première,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  deux  diamè- 
tres de  la  seconde  compris  sur  les  directions  de  ces  deux  diamètres 
conjugués,  est  constante.  En  prenant  une  circonférence  pour  la 
seconde  courbe,  on  retrouve  une  proposition  connue  (350,  400). 

VI.  Problème.  Un  point  O étant  donné  dans  le  plan  d’un  section 
conique  AMM'A',  menez,  par  ce  point,  des  sécantes,  telles  que 
OMM'  qui  rencontre  la  courbe  en  M et  M';  puis , considérant  une 
sécante  particulière  OAA'  qui  rencontre  la  courbe  en  A et  A',  tirez 
les  droites  AM,  A'M',  dont  les  prolongements  se  coupent  en  N,  et 
les  droites  AM',  A'M,  qui  se  coupent  en  N'.  On  demande  le  lieu 
géométrique  des  points  N , et  celui  des  points  N'. 

VII.  Problème.  Un  point  O étant  donné  dans  le  plan  d’une  sec- 
tion conique,  menez  une  sécante  quelconque  OMN  qui  rencontre 
cette  courbe  en  M et  N,  puis  divisez-la  de  telle  sorte  qu’on  ait 
OM  : ON  PM  : PN;  on  demande  le  lieu  des  points  P. 

VIII.  Problème.  Trouver  le  lieu  des  points  qui  divisent  en 
moyenne  et  extrême  raison  les  droites  menées  par  un  point  donné, 
et  comprises  entre  deux  droites  données. 

IX.  Problème.  Trouver,  dans  le  plan  d’un  polygone,  le  lieu  des 
points  tels  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  chacun  d’eux 
aux  sommets  du  polygone  soit  égale  à un  carré  donné. 

X.  Problème.  Trouver,  dans  le  plan  d’un  polygone  régu- 
lier, la  ligne  dont  chaque  point  est  tel,  que  les  carrés  de  ses 
distances  aux  côtés  du  polygone  fassent  une  somme  égale  à un 
carré  donné. 

XI.  Problème.  Étant  donnés  un  parallélogramme  et  une  droite , 

construire,  avec  la  règle  et  le  compas , les  points  où  la  droite  serait 
coupée  par  une  ellipse  qui  toucherait  en  leurs  milieux  les  côtés  du 
parallélogramme.  , 

XII.  Problème.  Étant  donnés  un  triangle  DEF  et  un  point  O,  on 
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demande  de  mener  par  ce  point  une  droite  OABC,  qui  rencontre 
les  trois  côtés  DE,  EF,  DF.  ou  leurs  prolongements,  en  trois  points 

14  4 

A,  B,  C,  tels  qu’on  ait  - — - = — f -f-  — 

OA  OB  OC 

XIII.  Problème.  Quand  on  veut  mener,  par  un  point  donné,  une 
normale  à la  parabole,  on  reconnaît  que  la  question  dépend  du 
3*  degré , et  qu’elle  admet  trois  solutions , ou  deux,  ou  une  seule, 
selon  la  position  du  point  donné.  Les  points  d’où  l’on  peut  mener 
deux  normales  forment  un  lieu  géométrique  dont  on  demande 
l’équation. 

XIV.  Théorème.  Dans  une  courbe  du  second  degré , menez  une 
corde  quelconque  MM',  ainsi  que  le  diamètre  01  qui  passe  au 
milieu  I de  cette  corde;  puis,  du  foyer  F,  abaissez  FK  perpendicu- 
laire à MM'  : cette  perpendiculaire  ira  couper  la  directrice  voisine 
au  même  point  que  le  diamètre  01. 

XV.  Théorème.  Par  le  foyer  F d’une  courbe  du  2'  ordre,  menez 
à volonté  deux  rayons  vecteurs  FM,  FM',  par  les  extrémités  M,  M', 
menez  une  sécante  que  vous  prolongerez  jusqu’à  sa  rencontre  R 
avec  la  directrice  voisine  : la  droite  RF  qui  joint  ce  point  au  foyer 
divisera  en  deux  parties  égales  l’angle  formé  par  l’un  des  rayons 
vecteurs,  avec  le  prolongement  de  l’autre. 

Ces  deux  dernières  propositions  sont  extraites  d’un  ouvrage  de  M.  Jacob, 
où  l’on  trouve  un  grand  nombre  d’exerciceB  choisis. 
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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

A TROIS  DIMENSIONS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  PROJECTIONS  LINÉAIRES  ET  DES  PROJECTIONS 
SUPERFICIELLES. 


Projection  linéaire  d’un  système  de  droites. 

525.  Soit  OX  (pi.  X,  fig.  1)  un  axe  ou  droite  indéfinie  et  AB  une 
droite  de  longueur  déterminée,  laquelle  peut  n'être  pas  dans  un 
même  plan  avec  OX  : si  on  mène  AR  parallèle  à OX , l’angle  BAR 
est  celui  qu’on  prend  pour  l’angle  de  la  droite  AB  avec  l’axe  OX; 
et  si  on  abaisse  sur  cet  axe  les  perpendiculaires  AA'  et  BB\  la  dis- 
tance A'F  est  ce  qu’on  nomme  la  projection  de  AB  sur  OX.  Faisons 
l’angle  BAR  = a,  AB  = /,  A'B'  = /.i;  parallèlement  à AA'  menons 
FD,  qui  rencontre  AR  au  point  D,  et  joignons  BD  : le  triaDgle  ABD 
est  rectangle,  et  il  donne 

[1]  p — l cos  a; 

donc  la  projection  d'une  droite  sur  un  axe  est  égale  au  produit  de 
cette  droite  par  le  cosinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe. 

526.  Considérons  un  système  de  plusieurs  droites  consécutives, 
tel  que  ABCD  (fig.  2),  et,  par  les  sommets  A,  B,  C,  D,  menons  des 
plans  perpendiculaires  à l’axe  OX  : les  points  A',  B',  C',  D',  où  ils 
coupent  cet  axe,  sont  les  projections  de  ces  sommets,  et  les  dis- 
tances A'F,  B'C',  C'D',  sont  les  projections  des  côtés  successifs  AB, 
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BC,  CD.  Menons  la  droite  AD  qui  ferme  le  polygone,  et  que  nous 
nommerons  ligne  résultante  ou  simplement  résultante  : cette  droite 
a elle-même  A'D'  pour  projection.  Désignons  par  l,  /',  l" , les  côtés 
successifs;  par  a,  a,  a",  les  angles  qu’ils  forment  avec  les  droites 
AR,  BRI,  CR",  menées  parallèlement  à OX,  et  toutes  dans  le  même 
sens,  comme  le  montre  la  figure  ; par  L la  résultante  AD  ; et  par  o 
l’angle  DAR  : les  projections  de  ces  différentes  lignes  seront  expri- 
mées par  / cos  a,  l' cos  a',  /"cos a",  L cos  <p.  Or,  quand  les  angles  a, 
a',  a",  sont  aigus,  tous  les  cosinus  sont  positifs,  et  par  suite  ces 
produits  le  sont  aussi  : d’ailleurs  il  est  clair  qu’alors  les  projections 
A'B',  B'C',  CD',  s’ajoutent  pour  composer  A'D';  donc  on  a 
[2]  / COS  a -j-  /'  COS  a'  -}- 1"  COS  a"  = L COS  <p. 

Mais  s’il  y a des  angles  obtus;  par  exemple,  si  DCR"  ou  a"  est 
obtus  (fig.  3),  il  faut  retrancher  la  projection  C D'  des  précédentes, 
pour  avoir  A'D'.  Alors  aussi  /"cos a"  est  un  produit  négatif; 
d’où  il  suit  que  la  formule  ci-dessus  donne  encore  la  valeur  de 
A'D'  ou  L cos  <p. 

En  général , quel  que  soit  le  nombre  des  côtés  placés  entre  les 
sommets  extrêmes,  il  est  facile  de  voir  que  les  angles  obtus  donnent 
des  projections  qu’il  faut  retrancher  de  celles  qui  répondent  aux 
angles  aigus , pour  composer  la  projection  de  la  résultante  : et 
comme  l’expression  de  chaque  projection  est  par  elle-même  addi- 
tive  ou  soustractive,  suivant  que  l’angle  est  aigu  ou  obtus,  il  s’en- 
suit que  la  formule  [2]  a toujours  lieu  sans  aucune  restriction. 

Cette  formule  n’est  au  fond  que  la  traduction  analytique  de  ce 
principe  évident  par  lui-même,  que  la  somme  des  projections  de 
plusieurs  droites  consécutives , sur  un  axe  quelconque , est  égale  à la 
projection  de  la  ligne  résultante. 

Je  ferai  usage  de  ce  principe  pour  la  transformation  des  coor- 
données dans  l’espace;  et  le  lecteur  qui  serait  pressé  de  connaître 
les  méthodes  employées  dans  l’application  de  l’analyse  aux  sur- 
faces, peut  dès  à présent  passer  au  chapitre  suivant. 

327.  Quand  les  droites  successives,  qu'elles  soient  dans  un  même 
plan  ou  non,  forment  un  polygone  fermé,  on  a L=0,  et  par  con- 
séquent L cos  <p = 0 : donc,  dans  tout  polygone  fermé,  la  somme  des 
projections  des  côtés  sur  un  axe  quelconque  est  égale  à zéro. 

Dans  un  polygone  fermé  un  côté  est  la  résultante  des  autres 
côtés,  et  le  dernier  énoncé  ne  semble  pas  s’accorder  avec  le  précé- 
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dent.  La  difficulté  disparaît  en  faisant  attention  que,  dans  les  deux 
cas , les  angles  formés  par  ce  côté , avec  l’axe  de  projection , sont 
suppléments  l’un  de  l’autre.  Ainsi,  dans  la  figure  2,  si  on  considère 
AD  comme  la  résultante,  c’est  DAR  qu’on  prend  pour  l’angle  de 
cette  ligne  avec  l’axe  de  projection;  et  si  AD  est  considéré  comme 
côté  du  polygone,  ce  sera  l’angle  ADR  ",  de  même  que  BAR,  GBR', 
DCR  ",  sont  les  angles  des  côtés  précédents  avec  l’axe. 

52B.  Plaçons  l’axe  de  projection  dans  différentes  situations.  Pre- 
nons-le  d'abord  parallèle  à la  résultante;  alors  <p=0  et  Lcos<p=L  : 
c’est  la  plus  grande  valeur  que  ce  produit  puisse  avoir.  Si  l’axe  est 
dans  un  plan  perpendiculaire  à la  résultante,  on  a <p  = 90°  et 
Lcos<?  = 0.  Enfin,  si  l’axe  tout  en  changeant  de  position  continue 
de  faire  le  même  angle  avec  la  résultante,  le  produit  L cos  <p  restera 
toujours  le  même.  De  là  les  conséquences  suivantes  : 

4°  La  somme  des  projections  de  plusieurs  droites  consécutives  est 
la  plus  grande  possible,  quand  l’axe  de  projection  est  parallèle  à la 
résultante;  et  cette  somme  maximum  est  égale  à la  résultante  elle- 
même. 

2°  La  somme  des  projections  est  nulle  sur  tous  les  axes  perpendi- 
culaires à la  résultante. 

3"  Cette  somme  reste  la  même  jjour  tous  les  axes  qui  font  avec  la 
résultante  des  angles  égaux. 

Remarque.  On  peut  étendre  ce  qui  précède  à un  système  de 
droites  disjointes.  Mais  alors  il  faut  concevoir  ces  droites  trans- 
portées parallèlement  à elles-mêmes  bout  à bout,  de  manière 
qu’elles  forment  une  portion  de  polygone  ; et  on  prend  pour  résul-. 
tante  la  droite  qui  achève  le  polygone. 

Relations  qui  résultent  des  projections  faites  sur  différents  axes. 

529.  Soit  OG  (fig.  4)  une  droite  donnée,  et  soient  OX,  OY,  OZ, 
trois  axes  perpendiculaires  entre  eux;  si  par  le  point  G,  on  mène 
des  plans  parallèles  aux  plans  YOZ,  XOZ,  XOY,  on  forme  un  pa- 
rallélépipède rectangle  dontOG  est  la  diagonale,  et  dont  les  arêtes 
contiguës  OA,  OB,  OC,  sont  les  projections  de  OG  sur  les  trois 
axes.  Or,  le  carré  de  la  diagonale  du  parallélépipède  est  égal  à la 
somme  des  carrés  des  trois  côtés  contigus;  donc  la  somme  des 
carrés  des  projections  d’une  droite,  sur  trois  axes  rectangulaires,  est 
égale  au  carré  de  cette  droite. 
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Pour  convertir  cet  énoncé  en  formule,  on  fera  OG= l,  OA  =p, 
OB  = g>,  OC=r-,  et  on  aura 

[3]  f+ff  + r'  = l\ 

530.  Si  on  suppose  OG  = \ , il  est  évident  que  OA  = cos  GOX , 
OB  = cos GOY,  OC  = cosGOZ  ; par  conséquent,  en  nommant  a,  p, 
Y,  ces  trois  angles,  il  vient 

[4]  cos’a  ~f-  cos’P  + cos’y  = 1 : 

c’est-à-dire  que  les  angles  d'une  droite  avec  trois  axes  rectangu- 
laires doivent  toujours  être  tels  que  la  somme  des  carrés  de  leurs 
cosinus  soit  égale  d l'unité. 

531.  Maintenant  prenons  un  système  de  droites  l,  l,  l", qui 

peuvent  être  consécutives  ou  disjointes  ; nommons  L la  résultante, 
et  supposons  qu’on  projette  /,  l", sur  trois  axes  rectangu- 

laires. Si  on  ajoute  les  projections  faites  sur  un  même  axe,  on  aura 
trois  sommes  qui  devront  être  respectivement  égales  aux  projec- 
tions de  L sur  les  mêmes  axes  (526).  Par  conséquent,  si  on  nomme 


P,  p,  p', les  projections  de  L,  l,  V , sur  le  premier  axe, 

Q,  q , g , les  projections  sur  le  second,  et  R,  r,  r’, les  pro- 


jections sur  le  troisième,  on  aura 

P+P'  + ~ = p>  ?+?'  + •••  = Q>  r+r'  + ...  = R. 

Or,  P»  + Q*  + R1  = L*  (529)  ; donc 

[8]  (P+J/  + ...)*  + (?  + ?'  + {r  + r'  + ..•)*  = Ls. 

Les  trois  sommes  p-\- p’-\- ...,  q-\-q’-\- ...,  r-\-r'-\- changent 
en  même  temps  que  les  axes  rectangulaires;  mais  l’égalité  précé- 
dente prouve  que  la  somme  de  leurs  carrés  est  une  grandeur  con- 
stante, égale  au  carré  de  la  résultante,  quelle  que  soit  la  position  des 
trois  axes  rectangulaires. 

On  a remarqué  (528)  la  direction  de  la  résultante  L comme  étant 
parallèle  aux  axes  sur  lesquels  la  somme  des  projections  du  sys- 
tème l,  /',...  est  un  maximum;  et  on  a vu  aussi  que  la  longueur  L 
est  précisément  ce  maximum.  Or , il  est  facile  de  déterminer  par 
des  formules  la  grandeur  et  la  direction  de  L , quand  on  connaît 
l,  et  les  angles  de  ces  droites  avec  les  trois  axes  rectan- 
gulaires. En  effet,  désignons  ces  angles  par  a,  p,  y,  a',  p',  y',  etc., 
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on  aura 

p=l cos«,  p'  = C cos*',  etc., 
ÿ=/cos(3,  ÿ'=/'cosP',  etc., 
r—l cosy,  r'=l' cosy',  etc.; 

par  suite 

P = /cosot  + /'cosa'  -f  etc., 

Q = /cosfl  -f"  /'cos  fl'  + etc., 

R = / cos  y -j-  /'cos  y'  + etc. 

Ainsi , les  trois  projections  P,  Q,  R,  de  L,  sont  connues. 

En  nommant  tp,  tp',  <p",  les  angles  inconnus  de  L avec  les  axes, 
on  aLcos<p  = P,  Lcos<p'  = Q,  Lcos<p"  = R;  et  d’ailleurs,  par  le 
n°  529,  on  a aussi  L*  = P1  -f  Q*  + R*.  De  ces  quatre  égalités  on  tire 

L = vl”  + Q*  R* , cos  <?  = r ’ cos'p'  = - , cos<p''  = — . 

L L L 

La  première  formule  donne  la  grandeur  de  la  ligne  résultante . 
et  les  trois  autres  en  déterminent  la  direction.  Toutefois,  il  faut  se 
rappeler  que , les  projections  sur  des  axes  parallèles  étant  égales , 
ces  déterminations  ne  font  pas  connaîtmun  axe  unique,  mais  bien 
une  infinité  d’axes  parallèles  entre  eux. 

532.  Revenons  au  parallélépipède  (fig.  4)  dans  lequel  OG  est  une 
droite  donnée , et  OA , OB,  OC , les  projections  de  cette  droite  sur 
trois  axes  rectangulaires.  Si  on  projette  ces  trois  arêtes , ou  leurs 
égales  OA,  AD,  DG,  sur  une  droite  quelconque  OV,  il  est  évident 
(526)  que  la  somme  de  ces  projections  sera  égale  à la  projection 
de  OG  sur  la  même  droite.  Donc,  quand  on  connaît  les  projections 
d’une  droite  sur  trois  axes  rectangulaires , on  aura  sa  projection  sur 
un  axe  quelconque , en  projetant  ces  trois  projections  sur  cet  axe , et 
en  faisant  la  somme  de  ces  nouvelles  projections. 

Pour  mettre  cet  énoncé  en  formule,  supposons,  comme  plus 
haut,  que  les  projections  d’une  droite  /,  sur  les  trois  axes,  soient 
p,  q,  r,  nommons  s sa  projection  sur  le  nouvel  axe,  et  X,  p,  v, 
les  angles  de  cet  axe  avec  les  axes  rectangulaires  : on  aura,  par  ce 
qui  vient  d’être  dit, 

[6]  s = pcosX  + ÿcosi*-f-rcosv. 

En  général , la  somme  des  projections  de  tant  de  droites  qu’on 
voudra  est  toujours  égale  à la  projection  de  leur  résultante,  quels 
que  soient  les  axes  de  projection  (526);  de  là  il  suit  qu’on  peut 
étendre  la  formule  (6]  à un  nombre  quelconque  de  droites.  Ainsi , 
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P,  Q , R,  étant  les  projections  d’un  système  de  droites  sur  trois 
axes  rectangulaires,  et  S sa  projection  sur  le  nouvel  axe,  on  doit 
avoir 

[7]  S = PcosX  4.  Qcosg  + Rcosv. 

533.  La  formule  [6]  conduit  aussi  à une  relation  remarquable 
entre  les  angles.  Désignons  par  6 l’angle  GOY  de  la  droite  l avec 
le  nouvel  axe,  sur  lequel  la  projection  de  l est  égale  à s,  on  aura 
s = /cos0  : d’ailleurs,  on  aj»  = /cosa,  ÿ = /cosp,  j-  = Zcosy.  En 
mettant  ces  valeurs  dans  [6],  et  ôtant  le  facteur  Z,  on  trouve 

[8]  COS  9 = COS  a COS  X + COS  P COS  (i  + cos  y cos  v , 

formule  d’un  usage  fréquent,  au  moyen  de  laquelle  onobtientl’angle 
de  deux  droites  quand  on  connaît  les  angles  que  chacune  d’elles  fait 
avec  trois  axes  rectangulaires. 

En  posant  cos  0 = 0,  cette  formule  donne 

[9]  cos  a cos  X + cos  p cos  g + cos  y cos  v = 0 : 

c’est  la  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  les  deux  droites 
soient  à angle  droit. 

La  formule  qui  exprime  sinO  est  plus  compliquée.  En  effet,  on  a 
sins  0 = i — cos* 0 ; or,  à cause  de  la  relation  [4]  trouvée  plus  haut, 
on  a (cos*a  -(-cos*^  -j-  cos*y)  (cos*X  -j-  cos’g  -f-  cos*v)  = \ ; donc 

sin’O  = (eossa  -}-  cos’p  + cos’y)  (cos’X  -f  cos*g  + cos’v) 

— (cos  a cos  X -(-  cos  s cos  g + cos  y cos  v)*, 
et,  en  effectuant  les  calculs,  on  trouve  facilement 

J 1 (cos  a cos  g — cos  X cos  P)1 
sin0=4  / | -j-  (cos  a cos  v — cosXcosy)* 

V | -j- (cos  p cos  v — 00s  g cos  y)’. 

534.  Le  principe  des  projections,  n°  526  formule  [2]  conduit 
encore  à des  relations  fort  remarquables  entre  les  parties  d’un  pa- 
rallélépipède oblique,  et  qui  sont  d’une  grande  utilité  dans  les 
applications. 

Soit  (fig.  5)  le  parallélépipède  dont  il  s’agit  : je  ferai  OG  = l, 
OA =x,  OB=y,OC  = z,  GOX  = a,  GOY  = p,  GOZ = y,  XOY  = X, 
XOZ  = g,  YOZ  =v.  Cela  posé,  je  projette  la  ligne  brisée  OADG , 
ou  x -j-  y + z,  d’abord  sur  la  diagonale  OG,  et  ensuite  sur  cha- 
cune des  trois  arêtes  contiguës  OX,  OY,  OZ.  On  aura  quatre 
sommes  qui  devront  être  respectivement  égales  aux  projections  de 
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OG  ou  / sur  les  mêmes  lignes.  On  obtient  ainsi  les  quatre  équations 
x cos  * -f- y cos  p + z COS Y = /, 

X + y COS  X + Zt COS  |A  = / COS  a, 
xcosX  -f-  y + zcosv  = /cosp, 
xcosn+ycosv  -f-  z = /cosy. 

Telles  sont  les  relations  qu’on  voulait  établir.  Toutes  les  autres 
qu’on  pourrait  trouver  entre  les  dix  quantités,  l,  x,  y,  z,  <*,  P,  y, 
X,  (a,  v,  ou  entre  quelques-unes  d’entre  elles,  seraient  des  consé- 
quences de  celles-là.  On  s’en  convaincra  en  remarquant  que  le  pa- 
rallélépipède est  déterminé  quand  on  connaît  les  côtés  x,y,z,  et  les 
angles  X,  jjl,  v : donc  alors  la  diagonale  l et  les  angles  a,  p,  y,  sont 
aussi  déterminés;  or,  pour  cela,  il  ne  faut  que  quatre  équations. 

535.  Éliminons  a,  p,  y,  entre  ces  équations;  et,  à cet  effet,  mul- 
tiplions la  première  par  /,  et  remplaçons  ensuite  / cos  a,  / cosp, 
l cos  y,  par  leurs  valeurs  : il  vient 

[1  1]  ll  = X*  -j-ÿ1  -j-z*  -f-2xÿcosX-]-2a;zcosiA-(-%zcos''. 
Cette  formule  fait  connaître  la  diagonale  du  parallélépipède. 

On  y parvient  encore  d’une  autre  manière.  Menons  OD  ; le  tri- 
angle ODG  donne  OG*  ou  P = OD1  -J-  z*  -f-  2;.OD.cos  COD.  Mais 
le  triangle  OAD  donne  OD5  — xl-\-  y 1 + 2 xy  cos  X ; et  d’ailleurs  le 
produit  ODxcosCOD,  exprimant  la  projection  de  OD  sur  OC, 
doit  être  égal  à la  somme  des  projections  de  OA  et  AD  sur  la 
même  droite  OC  : donc  ODXcos  COD  = x cos  ^-j-ycosv. 

En  substituant  ces  valeurs  de  ÔD*  et  de  ODxcosCOD  dans 
celle  de  /*,  on  retrouve  la  formule  [H]. 

536.  Si  on  veut  avoir,  entre  les  angles  formés  par  une  droite 
avec  trois  axes  obliques,  la  relation  analogue  à celle  du  n°  530,  il 

X V Z 

faudra  éliminer  l,  x,  y,  z,  ou  plutôt  les  rapports  , ~ , j , entre 
les  équations  [10]. 

Que  si  on  veut  connaître  l’angle  de  deux  droites  en  fonction  de 
ceux  qu’elles  font  avec  les  axes  obliques,  on  fera  la  projection  du 
contour  x -j-  y -j-  z,  et  celle  de  OG  ou  l,  sur  une  autre  droite  OV  ; 
puis  on  égalera  les  deux  expressions.  En  posant  VOX  = a', 
VOY  = p',  YOZ  = y',  GOV  = 6,  on  aura  cette  nouvelle  équation 

/ cos  0 = x cos  a'  -f-  y cos  P'  + z cos  y', 
dans  laquelle  il  n’y  a qu’à  substituer  les  valeurs  de  x , y,  z,  tirées 
des  équations  [10]  : le  facteur  l disparaîtra  de  lui-même,  et  on 
aura  cos  0.  Je  laisse  le  lecteur  faire  lui-même  le  calcul. 
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Projections  superficielles  des  aires  planes. 


537.  Si,  des  différents  points  du  contour  d’une  figure  plane,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  un  plan,  on  formera  sur  ce  plan 
une  autre  figure  qui  est  la  projection  de  la  première. 

Prenons  d’abord  un  triangle  dont  un  côté  soit  parallèle  au  plan 
sur  lequel  on  projette  : on  pourra,  sans  que  l’étendue  de  la  pro- 
jection soit  altérée,  supposer  que  ce  plan  a été  transporté  parallè- 
lement à lui-même  de  manière  qu’il  contienne  le  côté  qui  lui  était 
parallèle.  Soit  donc  ABC  (tig.  6)  un  triangle  dont  un  côté  BC  est 
situé  dans  le  plan  de  projection  UV  : abaissez  AA'  perpendiculaire 
sur  ce  plan,  A’BC  sera  la  projection  du  triangle.  Menez  A'H  per- 
pendiculaire sur  BC,  et  tirez  AH.  La  ligne  AH  est  aussi  perpen- 
diculaire sur  BC,  et  par  conséquent  l’angle  AHA'  mesure  l’incli- 
naison du  plan  ABC  sur  le  plan  UV  : nous  désignerons  cet  angle 


par  «p. 

Cela  posé , les  deux  triangles  AUC  et  ABC  ayant  même  base, 
sont  entre  eux  ::  A'H  : AH.  Mais  le  triangle  AAH  étant  rec- 


....  , A'BC 

tangle,  ce  rapport  est  égal  a cos  -f  ; donc  — — = cos  <j>j  donc 

AKL 


A'BC  = ABC  X cos  ®. 

Quelle  que  soit  la  position  du  triangle  ABC  (fig.  7),  on  peut 
toujours  supposer  que  le  plan  de  projection  UV  passe  par 
l’un  des  sommets,  B.  Soit  A'BC'  la  projection  du  triangle  ABC, 
prolongez  AC  jusqu’à  son  intersection  D avec  le  plan  UV  : le 
point  D sera  sur  la  ligne  À'C',  et  les  triangles  A'BD,  C'BD,  seront 
les  projections  de  ABD  et  CBD.  D’après  ce  qui  précède,  on  a donc 
A'BD  = ABDx cos ®,  C'BD  = CBDx cos  <p;  par  conséquent,  en 
prenant  la  différence,  on  aura  A'BC'  = ABC  X cos  <p. 

On  passe  de  là  au  cas  d’un  polygone  en  décomposant  ce  poly- 
gone en  triangles.  Si  on  nomme  T,  T',  T",...  ces  triangles,  et  t, 
f,  t”,...  leurs  projections,  on  a t = T cos  <p,  t'  = T' coso,...;  donc, 
en  ajoutant,  il  vient 


t + < + t"  + ...  = (T  + T'  + T"+  ...)  cos®. 

Or,  la  somme  T -|-  T'  + T"  -f-  ...  est  égale  au  polygone,  et  la 
somme  t + 1'  -f- 1"  -f- . . . est  égale  à sa  projection  ; donc,  si  on  dé- 
signe ces  deux  surfaces  par  A et  a,  on  aura 
[12]  a = Acos<j>. 

Ce  résultat  s’applique  aussi  à une  aire  plane  terminée  par  des 
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lignes  courbes;  car  ces  lignes  peuvent  être  considérées  comme 
des  polygones  d’une  infinité  de  côtés.  Donc,  en  général,  la  pro- 
jection d’une  aire  plane,  sur  un  plan,  est  égale  au  produit  de  cette 
aire  par  le  cosinus  de  l'angle  des  deux  plans. 

538.  La  relation  précédente  est  la  même  qu’entre  une  droite  et 
sa  projection  sur  un  axe  (525);  et,  d’un  autre  côté,  on  démontre 
facilement  par  la  géométrie  que  deux  droites  perpendiculaires  à 
deux  plans  font  entre  elles  un  angle  égal  à celui  des  pians  : de  là 
résulte  la  conséquence  qui  suit.  Ditférentes aires  A,  A',  A",...  étant 
situées  dans  des  plans  quelconques,  si  on  élève  des  perpendicu- 
laires à ces  plans,  si  on  prend  sur  elles  des  parties/,/',  /",... 
proportionnelles  aux  aires  A,  A',  A",...,  et  si  on  projette  en  même 
temps  toutes  ces  aires  sur  un  plan,  et  toutes  ces  droites  sur  un 
axe  perpendiculaire  à ce  plan,  les  projections  linéaires  auront  en- 
tre elles  les  mêmes  rapports  que  les  projections  superficielles. 

339.  Dès  lors  une  autre  conséquence  bien  remarquable  se  pré- 
sente encore.  C’est  que  les  recherches  relatives  aux  projections 
des  aires  planes  peuvent  se  ramener  à des  recherches  tout  à fait 
semblables,  dans  lesquelles  on  substituera,  aux  aires  et  à leurs 
projections , des  droites  qui  leur  soient  perpendiculaires  et  pro- 
portionnelles. 

Ainsi,  qu’on  veuille  connaître  le  plan  sur  lequel  la  somme  des 
projections  de  plusieurs  aires  est  un  maximum  ; je  formerai  une 
portion  de  polygone  dont  les  côtés  soient  respectivement  propor- 
tionnels et  perpendiculaires  à ces  aires.  La  droite  qui  ferme  le 
polygone,  et  que  nous  avons  nommée  la  résultante,  étant  l’axe 
sur  lequel  la  somme  des  projections  des  côtés  du  polygone  est  un 
maximum  (528),  on  conclut  que  le  plan  perpendiculaire  à cette 
ligne  est  celui  sur  lequel  les  projections  superficielles  ont  une 
somme  maximum.  A quoi  il  faut  ajouter  que  ce  maximum  a le 
même  rapport  avec  chaque  aire  que  la  ligne  résultante  avec  le  côté 
perpendiculaire  à cette  aire.  Cette  remarque  suffit  pour  détermi- 
ner la  somme  maximum  des  projections  des  aires,  somme  qu’on 
pourrait  aussi  appeler  aire  résultante. 

Tout  ce  qui  a été  dit  des  projections  linéaires  se  transporte  sans 
aucune  difficulté  aux  projections  superficielles.  Je  me  bornerai  ici 
à énoncer  la  propriété  qui  est  analogue  à celle  du  n°  532,  savoir  : 
que,  [tour  projeter  une  aire  plane  sur  un  plan  donné,  on  peut  la 
projeta'  d’abord  sur  trois  plans  rectangulaires,  projeter  ensuite  les 
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trois  projections  sur  le  plan  donné,  puis  faire  la  somme  des  Irais 
nouvelles  projections. 

540.  Le  principe  du  n°  527  a aussi  son  analogue  dans  les  po- 
lyèdres. On  entend  ici  par  polyèdre  un  assemblage  de  faces  planes 
qui  renferment  entre  elles  un  espace  limité  en  tous  sens,  et  le 
principe  dont  il  s’agit  s’énonce  ainsi  : Dans  tout  polyèdre,  la  somme 
des  projections  des  différentes  faces,  sur  un  plan  quelconque , est 
égale  à zéro. 

Cet  énoncé  exige  évidemment  que  certaines  projections  soient 
prises  négativement;  et  il  faut  d’abord  expliquer  comment  les 
signes  doivent  être  distribués. 

Supposons  que  les  projections  de  plusieurs  faces  consécutives 
soient  (fig.  8)  ABCD,  ABEFG,  AGHI,...,  on  peut  prendre  l’une 
d’elles  avec  le  signe  qu’on  veut  : convenons  de  donner  à ABCD  le 
signe  -j-.  Pour  avoir  celui  de  la  projection  ABEFG  qui  suit  immé- 
diatement, il  faut  observer  si,  à partir  du  côté  AB  par  lequel  elle 
touche  la  première,  elle  est  en  dehors  d’elle  ou  en  dedans;  c’est 
le  premier  cas  qui  a lieu,  et  alors  on  lui  donne  aussi  le  signe  +. 
La  projection  de  la  troisième  face  est  AGHI  : à partir  du  côté  AG 
elle  est  eu  recouvrement  sur  la  précédente,  et  par  cette  raison  elle 
aura  un  signe  contraire.  On  continue  ainsi  de  comparer  la  pro- 
jection de  chaque  face  à la  projection  qui  la  précède  immédiate- 
ment, et  avec  laquelle  elle  a un  côté  commun  ; et  on  l’affecte  du 
même  signe  ou  du  signe  contraire,  suivant  qu’elle  s’applique  au 
delà  ou  en  deçà  du  côté  commun. 

Cette  règle  étant  bien  comprise,  imaginons  que  les  faces  d’un 
polyèdre  convexe,  semblable  à ceux  de  la  géométrie  élémentaire, 
soient  projetées  sur  un  plan  quelconque.  Il  est  facile  de  voir  que 
chaque  partie  de  l’espace  qui  renferme  ces  projections  doit  être 
considérée  comme  contenant  deux  projections  égales  et  de  signes 
opposés,  de  telle  sorte  que  si  on  ajoute,  avec  les  signes  qui  leur 
conviennent,  les  projections  de  toutes  les  faces,  le  résultat  sera 
zéro.  Quand  le  polyèdre  a des  angles  rentrants,  comme  il  doit  être 
fermé  de  tous  côtés,  il  faudra  que  chaque  portion  de  l’aire  cou- 
verte par  les  projections  contienne  un  nombre  pair  de  projections, 
égales  deux  à deux  et  de  signes  contraires;  par  conséquent  la 
somme  des  projections  de  toutes  les  faces  est  encore  zéro. 

La  figure  9 représente,  pour  les  polygones,  un  cas  analogue  à 
celui  dont  je  viens  de  parler.  On  y voit  que  la  portion  pq  de  l’axe 
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de  projection  OX  est  couverte  par  quatre  projections,  égales  deux 
à deux,  et  de  signes  opposés,  savoir  : celles  de  ab,  cd,  et  celles  de 
ef,  gh.  Entin,  l’esprit  doit  aller  ici  plus  loin  que  le  texte  de  l’ex- 
plication et  apercevoir  clairement  que,  d’après  la  nature  des  po- 
lyèdres fermés,  il  arrivera  toujours  que  la  somme  des  projections 
des  faces  soit  égale  à zéro. 

541.  Désignons  par  A,  A',  A",...  les  faces  successives  d’un  po- 
lyèdre fermé;  menons  une  suite  de  droites  consécutives  L,  L', 
L"...  perpendiculaires  et  proportionnelles  à ces  faces,  et  ayons 
soin  de  les  diriger  de  manière  qu’elles  comprennent  entre  elles 
les  angles  égaux  aux  inclinaisons  des  faces  les  unes  sur  les  autres. 
Alors  je  dis  que  ces  droites  formeront  un  polygone  fermé. 

Supposons  qu’il  en  soit  autrement,  et  nommons  X le  côté  qui 
ferme  le  polygone.  Projetons  tout  le  polygone  sur  un  axe  quel- 
conque, et  le  polyèdre  sur  un  plan  perpendiculaire  à cet  axe;  les 
faces  A,  A',  A",...  feront  avec  ce  plan  les  mêmes  angles  que  les 
droites  proportionnelles  L,  L’,  L",...  avec  l’axe  : et  comme  la 
somme  des  projections  superficielles  des  faces  doit  être  nulle,  celle 
des  projections  linéaires  de  ces  droites  sera  aussi  nulle.  Mais,  dans 
le  polygone  fermé  par  le  côté  X,  la  somme  des  projections  linéaires 
de  X,  L,  L',  L",...  est  nulle  (527);  donc  la  projection  de  X est 
nulle.  Cette  conséquence  a lieu  quel  que  soit  l’axe  de  projection, 
ce  qui  est  impossible  à moins  qu’on  n’ait  X = 0;  donc  les  lignes 
L,  L',  L",...  déterminent  un  polygone  fermé. 

Cette  proposition  est  importante  : car  elle  montre  que  toutes 
les  relations  entre  les  côtés  et  les  angles  d’un  polygone  s’appli- 
quent aussi  aux  polyèdres. 

542.  Considérons  en  particulier  une  pyramide  triangulaire,  dont 
je  désignerai  les  faces  par  A,  A',  A",  A"';  et  soit  ABCD  (fig.  10)  le 
quadrilatère  correspondant,  dont  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA,  sont 
perpendiculaires  et  proportionnels  à ces  faces.  Ces  côtés  ne  peu- 
vent pas  être  dans  un  même  plan  : car,  si  cela  était,  ce  plan  serait 
perpendiculaire  à toutes  les  faces,  et  par  conséquent  à toutes  les 
arêtes  de  la  pyramide. 

De  là  il  suit  qu’en  achevant  le  parallélogramme  ABCE,  et  en 
tirant  les  lignes  BF,  AG,  EH,  égales  et  parallèles  à CD,  on  formera 
un  parallélépipède  ; par  conséquent  la  formule  [H]  du  n°  535  doit 
avoir  lieu  entre  AB,  AE,  AG,  AD,  et  les  angles  BAE,  BAG,  GAE. 
Ces  angles  sont  suppléments  de  ABC,  EGD,  BCD  ; et  ceux-ci  sont 
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égaux  aux  inclinaisons  de  A sur  A',  de  A sur  A",  de  A'  sur  A". 
Désignons  doue  ces  inclinaisons  par  a,  a’,  a" ; on  pourra  remplacer, 
dans  la  formule  citée,  les  angles  par  180° — a,  180° — a',  180° — a", 
et  les  lignes  par  les  aires  A,  A',  A",  A”,  auxquelles  les  longueurs 
AB,  AE,  AG,  AD,  sont  proportionnelles.  De  cette  manière  on  ob- 
tient la  formule 

[13]  A*f  = A*+A'*-f  A** 

— 2A  A'  COS  a — 2 AA"  COS  a'—  2A'A"  COS  a", 

qui  exprime  la  relation  entre  une  face  quelconque  de  la  pyramide, 
les  trois  autres  faces  et  les  inclinaisons  mutuelles  de  ces  trois  faces. 


CHAPITRE  II. 


Dü  PLAN  ET  DE  LA  LIGNE  DROITE  DANS  L’ESPACE. 


Généralités  préliminaires;  comment  on  détermine  dans  l’espace  les  points, 
les  surfaces  et  les  lignes. 

543.  Pour  déterminer  la  position  des  différents  points  de  l’es- 
pace, on  les  rapporte  à trois  plans  fixes  qui  forment  un  angle 
solide.  Le  plus  souvent  ces  angles  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
mais  nous  ne  ferons  d’abord  aucune  hypothèse  particulière. 
Soient  (fig.  1 1 ) xOx',  yOÿ,  zOz',  les  intersections  de  ces  plans  deux 
à deux,  et  M un  point  situé  comme  on  voudra  daus  l’espace.  Par 
ce  point,  et  parallèlement  aux  trois  plans  fixes,  on  mène  trois 
plans,  savoir  : MM'PM"  parallèle  au  plan  yOz,  et  qui  coupe  la 
ligne  x'x  en  P ; MM'QM'"  parallèle  au  plan  xOz  et  qui  coupe  y' y 
en  Q;  et  enfin  parallèle  au  plan  ocOy,  et  qui  coupe  z'z 

en  R.  Le  point  M sera  parfaitement  déterminé  quand  on  connaîtra 
les  points  P,  Q,  R;  car  en  menant,  par  ces  points,  des  plans  pa- 
rallèles aux  plans  fixes,  ils  iront  se  rencontrer  au  point  M.  Et,  d’un 
autre  côté,  ces  trois  points  P,  Q,  R,  se  déterminent  eux-mêmes  au 
moyen  des  distances  OP,  OQ,  OR,  qu’on  affecte  du  signe  -j-  ou  du 
signe  — , selon  leur  situation  à l’égard  du  point  O. 

Les  distances  OP,  OQ,  OR,  prises  avec  les  signes  qui  leur  con- 
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viennent,  se  nomment  les  coordonnées  du  point  M.  Les  droites  x'x, 
ÿy,  x'x,  sont  les  lignes  ou  les  axes  de  ces  coordonnées;  le  point  O 
où  elles  se  rencontrent  en  est  l’origine  ; et  les  plans  xO y,  xOz,  yOz, 
sont  eux-mêmes  appelés  plans  des  coordonnées , ou  simplement  plans 
coordonnés.  Souvent  on  désigne  les  coordonnées  d’une  manière 
générale  par  m,  y,  z:  on  dit  alors  que  x'x  est  l’axe  des  x,  que  xOy 
est  le  plan  de  xy,  etc.  Les  plans  et  les  axes  des  coordonnées  doi- 
vent être  considérés  comme  indéfinis;  mais,  afin  d’éviter  la  con- 
fusion, on  ne  représente  ordinairement  dans  les  figures  que  les 
portions  des  axes  sur  lesquelles  sont  comptées  les  coordonnées 
positives. 

544.  Les  trois  plans  menés  par  le  point  M forment  avec  ceux 
des  coordonnées  un  parallélépipède  ; et  de  là  il  suit  qu’on  peut 
prendre  indifféremment  pour  les  coordonnées  du  point  M,  soit  les 
distances  OP,  OQ,  OR,  qui  sont  situées  sur  les  axes,  soit  les  dis- 
tances MM'",  MM",  MM',  qui  partent  du  point  M et  qui  sont  pa- 
rallèles aux  axes,  soit  encore  les  distances  OP,  PM',  M'M,  qui 
composent  la  ligne  brisée  OPM'M  menée  entre  le  point  M et 
l’origine. 

545.  D’après  ce  qui  précède,  si  on  désigne  par  a,  b,  c,  trois  lon- 
gueurs, positives  ou  négatives,  et  qu’on  donne  x — a,  y— b,  z—c, 
ces  valeurs  détermineront  complètement  la  position  d’un  point. 

Si  l’une  des  coordonnées  est  nulle,  le  point  est  sur  le  plan  des 
deux  autres.  Par  exemple  si  on  a x=  a,  y— b,  z = o,  il  est  dans 
le  plan  de  xy.  Lorsque  deux  coordonnées  sont  nulles,  le  point  est 
sur  l’axe  de  la  troisième.  Ainsi  en  prenant  x=  a,  y = 0,  z=0,  il 
sera  sur  la  ligne  des  x.  Enfin , le  point  est  situé  à l’origine,  si  on 
a en  même  temps  x = 0,  y = 0,  z ==  0. 

546.  Les  points  M',  M",  M",  où  les  lignes  menées  du  point  M, 
parallèlement  aux  axes,  rencontrent  les  plans  coordonnés,  se  nom- 
ment les  projections  de  ce  point;  et  ces  projections  sont  dites  or- 
thogonales ou  obliques,  selon  qu’elles  sont  faites  par  des  perpendi- 
culaires ou  par  des  obliques. 

Les  coordonnées  du  point  M étant  a , b,  c,  il  est  évident  qu’on  a 

x=a,  y=b,  z= 0,  pour  la  proj.  M'  sur  le  plan  de  xy; 

x—a,  y— 0,  z=c,  pour  la  proj.  M"  sur  le  plan  de  xz; 

x—0,  y— b,  z—c,  pour  la  proj.  M'"  sur  le  plan  de  yz. 

Quand  on  veut  désigner  l’une  des  projections,  M',  par  exemple, 
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on  se  borne  quelquefois  à énoncer  les  deux  égalités  x=a,  y — b', 
mais  alors  la  troisième,  z= 0,  est  sous-entendue , et  on  doit  y avoir 
égard  dans  le  raisonnement. 

547.  Maintenant  il  faut  expliquer  comment  on  détermine  les 
surfaces.  Considérons  une  surface  quelconque,  et  supposons  qu’on 
ait  pris  arbitrairement  deux  coordonnées,  par  exemple  x = OP  et 
y — PM'  (fig.  H)  : en  menant  la  droite  M'M  parallèle  à l’axe  Oz, 
elle  ira  rencontrer  la  surface  en  un  point  M , ou  en  plusieurs  qui 
seront  entièrement  déterminés.  Il  suit  de  là  qu’il  doit  exister  entre  x, 
y,  z,  une  relation  telle  que,  deux  de  ces  lignes  étant  données,  les 
valeurs  de  la  troisième  puissent  s’en  déduire.  L’équation  qui  ex- 
prime cette  relation  se  nomme  F équation  de  la  surface;  et  récipro- 
quement la  surface  est  le  lieu  de  l’équation. 

C’est  ainsi  qu’on  est  conduit  à regarder  une  équation  entre 
x , y,  z,  comme  représentant  une  surface.  Cette  proposition  peut 
d’ailleurs  se  démontrer  comme  il  suit. 

Soit  F(x,  y,  z)= 0 l’équation  dont  il  s’agit.  Prenons  (fig.  12)  sur 
l’axe  des  z une  distance  quelconque  00'  — c,  et  menons  le  plan 
dO’ÿ  parallèle  à zOy  : il  coupera  les  plans  xOz  et  yO:  suivant  les 
droites  O'z'  et  Oy,  parallèles  aux  axes  Oz  et  Oy.  Parmi  les  points 
qui  satisfont  à l’équation  donnée  F(x,  y , z)=0,  ne  considérons  que 
ceux  qui  sont  contenus  dans  le  plan  x'O’y’ , et  soit  M l’un  quelconque 
de  ces  points.  Si  l’on  mène  MN  parallèle  à 0/ÿ,  et  qu’on  fasse 
Ü'N  =x'  et  NM=  y',  les  coordonnées  du  point  M,  rapporté  aux 
lignes  O'x'  et  0'î/ , seraient  x'  et  ;/.  Les  trois  coordonnées  du  même 
point  M,  rapporté  aux  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz,  sont 

x = 0'N=x'  y — MN  = y',  z = 00'  = c. 

Or  ces  quantités  doivent  vérifier  l’éq.  F(x,  y,  z)  = 0;  donc,  si  l’on 
effectue  les  substitutions,  l’équation  résultante  F(x',  y',c)  = 0 
ne  contiendra  que  les  deux  variables  a/  et  y',  et  représentera  une 
ligne  rapportée  aux  axes  Ox'  et  0'y'.  Ainsi,  quel  que  soit  le 
lieu  de  l’équation  F(x,  y,  z)  = 0 , ce  lieu  est  coupé  suivant  des 
lignes  par  des  plans  parallèles  au  plan  de  xy.  Cette  propriété  ne 
peut  appartenir  qu’à  une  surface  ; donc  une  équation  entre  x,  y,  z, 
représente  une  surface. 

Toutefois,  comme  il  peut  se  faire  que  l’équation  en  x’  et  ÿ ne  re- 
présente qu’un  ou  plusieurs  points,  et  même  qu’elle  soit  impos- 
sible, il  arrivera  aussi,  dans  certains  cas.  que  l’équation  enx,  y,z. 
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donnera  une  ligne  seulement,  un  ou  plusieurs  points  sépares,  ou 
même  encore  qu’elle  sera  impossible. 

548.  Lorsque  l’équation  donnée  ne  renferme  que  deux  des  coor- 
données, x et  y,  par  exemple,  elle  représente  un  cylindre  parallèle 
à Taxe  des  s.  En  effet,  si  on  ne  considère  d’abord  que  les  points  du 
plan  de  xy,  cette  équation  détermine  en  général , sur  ce  plan,  une 
ligne  AB  (fig.  13).  Si  ensuite,  par  chaque  point  M de  cette  ligne,  on 
mène  une  droite  MM'  parallèle  aux  z,  il  est  clair  que  les  valeurs  de 
x et  y seront , pour  tous  les  points  de  cette  droite , les  mêmes  que 
pour  le  point  M.  Il  n’y  aura  de  différence  que  dans  la  troisième 
coordonnée  z ; et  comme  z n’entre  pas  dans  l’équation  donnée , il 
s’ensuit  que  tous  les  points  de  MM'  satisfont  également  à cette 
équation,  c’est-à-dire,  en  d’autres  termes,  que  cette  équation  déter- 
mine un  cylindre  parallèle  à l’axe  des  La  dénomination  de 
cylindre  est  prise  ici  dans  le  sens  le  plus  étendu,  et  désigne  toute 
surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à elle- 
même. 

549.  Quand  une  équation  ne  contient  qu’une  seule  coordonnée , 
on  en  tire  pour  cette  coordonnée  des  valeurs  constantes , et  cha- 
cune de  ces  valeurs , si  elle  est  réelle,  détermine  un  plan  parallèle 
à celui  des  deux  autres  coordonnées.  En  effet , si  s = c est  une  de 
ces  valeurs,  et  si  l’on  mène , parallèlement  au  plan  de  xy,  un  plan 
qui  rencontre  l’axe  des  z à une  distance  c de  l’origine,  au-dessus 
ou  au-dessous , suivant  le  signe  de  c,  il  est  clair  que  pour  tous  les 
points  de  ce  plan  3 est  égal  à c,  et  que  pour  les  points  situés  hors  de 
ce  plan  : est  différent  de  c. 

Il  suit  de  là  que  les  égalités  x = a,  y = b,  z = c,  prises  séparé- 
ment, représentent  trois  plans  parallèles  à ceux  des  coordonnées  ; 
donc,  étant  prises  ensemble , elles  déterminent  le  point  d’intersec- 
tion des  trois  plans.  Ce  point  est  précisément  celui  qui  a pour 
coordonnées»,  b,  c;  et,  pour  cette  raison,  on  dit  que  x=a,  y— b, 
z=c,  sont  les  équations  de  ce  point. 

550.  Enfin,  parlons  des  lignes.  La  manière  la  plus  simple  de  dé- 
terminer une  ligne , dans  l’espace , consiste  à la  considérer  comme 
l’intersection  de  deux  surfaces  Ainsi , une  droite  sera  donnée  par 
l’intersection  de  deux  plans;  et  un  cercle  le  sera  par  celle  d’une 
sphère  et  d’un  plan,  ou  encore  par  celle  de  deux  sphères.  Les 
équations  de  deux  surfaces,  qui  contiennent  une  ligne,  se  nomment, 
prises  conjointement , les  équations  de  celte  lic/ne. 

Comme  il  existe  une  infinité  de  surfaces  différentes  qui  passent 
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par  une  même  ligne , il  y a aussi  une  infinité  de  surfaces  qui  peu- 
vent, prises  deux  à deux,  représenter  cette  ligne.  On  fait  dispa- 
raître cette  indétermination  en  choisissant , pour  les  deux  surfaces , 
des  cylindres  parallèles  à deux  des  axes  de  coordonnées.  Si  le  pre- 
mier cylindre  est  parallèle  à la  ligne  des  y,  son  équation  ne  con- 
tiendra point  y (348),  et  si  le  second  est  parallèle  à la  ligne  des  x, 
son  équation  ne  contiendra  point  x;  par  conséquent,  en  désignant 
par  F(x,  z)  une  fonction  de  x et  de  z sans  y,  et  par  F, (y,  z)  une 
fonction  de  y et  de  s sans  x,  on  peut  prendre , pour  les  équations 
d’une  ligne  quelconque , 

[t]  F(x,  z)  = 0,  [2]  F, (y,  z)  = 0. 

Soi.  Soit  AB  (fig.  14)  la  ligne  dont  il  s’agit.  Si,  par  tous  les 
points  M , M'...  de  AB , on  mène  des  parallèles  à 0 y,  les  points  m, 
m', ... , où  elles  rencontrent  le  plan  xOz,  sont  les  projections  des 
points  M.  M' ...  ; la  ligne  A'B',  qui  est  le  lieu  de  toutes  ces  projec- 
tions, est  la  projection  de  la  ligne  AB;  et  le  cylindre  ABB'A'  se 
nomme  cylindre  projetant.  Il  est  évident  que  l’équation  [1]  doit  être 
celle  de  ce  cylindre  ; et,  en  la  restreignant  aux  seuls  points  du  plan 
xO z,  elle  donne  la  projection  A'B'.  Pareillement,  l’ équation  [2], 
restreinte  aux  seuls  points  situés  dans  le  plan  yOz , pionne  la  pro- 
jection de  AB  sur  ce  plan.  On  voit  donc  que  les  équations  [I]  et  [2] 
peuvent  aussi  être  considérées  comme  celles  des  projections  d’une 
ligne  sur  les  plans  de  xz  et  de  yz. 

Si  l’on  élimine  z entre  [1]  et  [2],  on  trouve  une  équation  en  x 
et  y qui  doit  appartenir  à la  même  ligne  AB.  Cette  équation  est  celle 
d’un  cylindre  parallèle  aux  z;  et  en  la  restreignant  aux  seuls  points 
du  plan  zOy,  elle  représentera  la  projection  de  AB  sur  ce  plan. 

532.  En  général , si  les  équations  d’une  ligne  donnée  sont 

Ffo  ,y>  *)  = 0 , F4(x,  y,  z)  =0, 

l’élimination  d’une  coordonnée,  de  y par  exemple,  conduit  à une 
équation  qui  représente  une  surface  cylindrique , parallèle  à cette 
coordonnée  ; et,  comme  cette  surface  doit  contenir  la  ligne  donnée, 
il  s’ensuit  que  son  équation,  appliquée  aux  seuls  points  du  plan  .rz, 
détermine  sur  ce  plan  une  ligne  qui  est  précisément  la  projection 
de  la  ligne  donnée. 

Donc,  si  on  élimine  alternativement  chaque  coordonnée  à son 
tour,  on  obtiendra  la  projection  de  la  courbe  sur  les  trois  plans 
coordonnés. 
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553.  Je  vais  démontrer  d'abord  que  l’équation  du  1"  degré, 
entre  les  coordonnées  x,  y,  s,  représente  toujours  un  plan;  et,  à 
cet  effet , je  suivrai  la  marche  déjà  employée  n°  547,  pour  prouver 
qu’une  équation  détermine  une  surface. 

Soit  l’équation  générale 

[A]  Ax  + By-f  Cz  + D = 0. 

Je  fais  d’abord  y = 0,  et  il  vient  Ax  + C*  + D = 0 ou 

A D 

z—  cx  c* 

Cette  équation  donne  la  trace  AB  (fig.  15)  de  la  surface,  sur  le 
plan  de  xz  ; donc  cette  trace  est  une  ligne  droite. 

Je  fais  ensuite  x = 0 : l’éq.  [A]  donne  By  -j-  Cz  -f-  D = 0,  ou 


donc , sur  le  plan  de  yz , la  surface  a encore  pour  trace  une  droite 
AC , qui  rencontre  l’axe  des  z au  même  point  A que  l’autre  trace. 

Maintenant,  menons  à volonté  un  plan  parallèle  à celui  de  xz  : 
supposons  qu’il  rencontre  l’axe  Oy  à la  distance  OO7  = (3 , et  les 
deux  plans  yOx , yOz , suivant  les  lignes  OV,  O 'z7,  parallèles  à Ox 
et  à Oz.  Soit  M un  point  quelconque  de  l’intersection  de  ce  plan 
avec  la  surface  de  l’éq.  [Aj;  rapportons  ce  point  aux  deux  axes 
O'x7  et  O'z',  et  désignons  par  x'  et  z7  ses  coordonnées  O'P  et  PM, 
comptées  sur  ces  axes , tandis  que  nous  continuerons  de  nommer 
x,  y,  z,  ses  trois  coordonnées  O'P,  OO7,  PM,  relatives  aux  axes  Ox, 
O y,  Oz.  Il  est  évident  qu’on  doit  avoir  x = x',  y = 3,  z = z': 
d’ailleurs  ces  valeurs  doivent  satisfaire  à l’éq.  [A];  donc  on  a 
Ax'  -}-  Bp  -j-  Cz’  -j-  D = 0 , ou 


Cette  équation , entre  x'  et  z7,  est  celle  de  l’intersection  A'B7  de  la 
surface  par  le  plan  z’O'x';  et  comme  elle  est  du  1"  degré,  il  s’en- 
suit que  cette  intersection  est  une  ligne  droite.  De  plus,  le  coeffi- 
cient de  x'  étant  le  même  que  celui  de  x dans  l’équation  de  la 
trace  AB,  on  conclut  que  A'B'  fait  avec  O'z'  le  même  angle  que  AB 
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avec  O;.  Or,  le  plan  conduit  par  les  deux  traces  AB  et  AC  serait 
coupé  par  z'OY  suivant  une  droite  qui  passerait  au  point  A',  et 
qui  ferait  aussi  ce  même  angle  avec  O V;  donc  elle  ne  serait  pas 
différente  de  A'B’.  Ainsi  la  surface  de  Péq.  [A]  est  rencontrée  par 
tous  les  plans  parallèles  à zOx  suivant  des  droites  entièrement 
comprises  dans  le  plan  BAC;  par  conséquent,  cette  surface  n’est 
autre  que  ce  plan  lui-même. 

554.  Cas  particuliers.  L’éq.  [A]  peut  n’avoir  point  tous  ses  ter- 
mes , et  alors  le  plan  qu’elle  détermine  prend  une  position  parti- 
culière par  rapport  aux  axes. 

\°  Soit  D = 0;  Péq.  [A]  devient 

Ax  -j-  By  — |—  Gz  0. 

Le  plan  passe  par  l’origine  ; car  celte  équation  est  satisfaite  par 
les  valeurs  x = 0,  y — 0,  z = 0. 

2°  Soit  A = 0 : l’équation  du  plan  se  réduit  à 

By  + Cz  + D:=0. 

Alors  la  trace  du  plan , sur  le  plan  de  xz , est  parallèle  à l’axe 

des  x ; car,  en  faisant  y— 0,  on  trouve,  pour  cette  trace,  z — — ** . 

Donc  le  plan  est  lui-même  parallèle  à l’axe  des  x : c’est-à-dire,  en 
général,  que  l’équation  du  1er  degré,  qui  ne  contient  que  deux 
coordonnées , représente  un  plan  parallèle  à l’axe  de  la  3e  coor- 
donnée. 

3“  Dans  le  cas  plus  particulier  encore,  où  l’on  suppose  en  même 
temps  À = 0 et  B = ü,  l’éq.  [A]  devient 

Cz  + D = 0. 

Alors  les  traces  AB  et  AC  sont  respectivement  parallèles  à Ox  et 
O y,  et  le  plan  BAC  est  parallèle  à xOy  : conclusion  d’ailleurs  évi- 
dente, puisque  l’équation  donne,  pour  tous  les  points  du  plan,  une 

valeur  constante  de  z,  savoir  z — — Il  résulte  de  là  que  l’équa- 

tion  du  1er  degré,  qui  ne  contient  qu’une  coordonnée,  représente 
un  plan  parallèle  à celui  des  deux  autres  coordonnées. 

555.  Il  ne  suffit  pas  d’avoir  reconnu  que  l’équation  du  1er  degré 
représente  toujours  un  plan,  il  faut  encore  démontrer  qu’elle  peut 
donner  tous  les  plans  possibles. 
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D’abord,  quand  l’équation  contient  la  variable  z,  on  a trouvé 
pour  les  traces  du  plan , sur  les  plans  de  x:  et  de  yz , 


et  z 


D 

C' 


Ces  deux  traces  coupent  l’axe  des  z à la  distance  — - , et  en  fai- 

sant  varier  D on  peut  faire  passer  ces  traces  par  tel  point  de  l’axe 
des  z qu’on  voudra.  Si  ensuite  on  fait  varier  A et  B,  on  pourra 
aussi  faire  prendre  à ces  traces  telles  directions  qu’on  voudra  ; 
donc  l’éq.  [A]  peut  donner  tous  les  plans  qui  rencontrent  la  ligne 
des  z. 

En  second  lieu,  si  C est  zéro,  l’éq.  [AJ  devient  Ax-J-By-J-D=0. 
Alors  elle  représente  un  plan  qui  est  parallèle  aux  z , et  dont  la 
trace,  sur  le  plan  de  xy,  a aussi  pour  équation  Ax  By  -J-  D = 0. 
Or,  cette  équation  peut  donner  toutes  les  droites  qu’il  est  possible 
de  tracer  dans  le  plan  de  xy,  donc  aussi  l’éq.  [A]  peut  repré- 
senter tous  les  plans  parallèles  aux  z. 

Donc , enfin , il  n’est  aucun  plan  qui  ne  soit  donné  par  une 
équation  du  1er  degré. 

536.  L’équation  du  plan  est  employée  sous  diverses  formes. 
Remarquons  d’abord  que  l’éq.  [A]  pouvant  toujours  être  divisée 
par  le  coefficient  de  l’un  de  ses  termes,  il  n’y  a réellement  que 
trois  indéterminées  dont  on  puisse  disposer  pour  assujettir  le 
plan  à des  conditions  données.  Par  exemple,  si  l'équation  con- 
tient z,  on  peut  la  diviser  par  C,  et  l’écrire  ainsi  : 

z = fx  + gy  + h. 

Mais  cette  forme  ne  convient  plus  aux  plans  qui  sont  parallèles 
à l’axe  des  z ; et , pour  cette  raison , on  préfère  souvent  se  servir 
de  l’éq.  [A],  qui  a d’ailleurs  l'avantage  de  conduire  à des  formules 
plus  symétriques. 

557.  Lorsqu’un  plan  rencontre  les  trois  axes,  son  équation 
prend  une  forme  très-élégante  si  on  y introduit  les  distances  OA , 
OB,  OC  (fig.  16),  de  l’origine  aux  trois  points  d’intersection.  Ces 
distances  se  déduisent  de  l’éq.  [AJ.  Par  exemple,  pour  l’inter- 
section avec  l’axe  des  x,  on  a y==  0,  z = 0,  et  par  suite  l’éq.  [A] 

donne  OA  = — On  trouve  de  même  OB  = — ^ , OC  = — 

A D ti 
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donc,  si  on  désigne  ces  trois  distances  par  a,  b,  c,  on  aura 


En  mettant  ces  valeurs  dans  l’éqnation  [A]  et  divisant  D,  il  vient 


f+ï-i, 


ou  bcx  -f-  acy  + abx  — abc. 


558.  Un  plan  est  déterminé  quand  on  connaît  la  grandeur  et 
la  position  de  la  perpendiculaire  OH  (flg.  16)  abaissée  de  l’origine 
sur  ce  plan.  Soit  OH  = 8,  HO#=a,  HOy  = (3,  HOz=y  : les  trian- 
gles rectangles  HOA,  HOB,  HOC,  donneront 


OA=a  = 


cos  a' 


b 


8 

cos 


OC=  c= ; 

cosy 


et,  en  substituant  ces  valeurs  de  a,  b,  c,  l’équation  du  plan  prend 
encore  cette  forme,  qui  mérite  d’être  remarquée , 

x cos*  -(-  y cos  ^ -f  z cos-f  = 8. 


On  peut  aussi  y parvenir  immédiatement  en  se  servant  de  cette 
propriété,  que  la  somme  des  projections  orthogonales  de  plusieurs 
droites  consécutives,  sur  un  axe  quelconque,  est  égale  à la  projec- 
tion de  la  résultante  (526).  Supposons  que  le  point  M,  pris  à volonté 
dans  le  plan  ABC,  ait  pour  coordonnées  OQ=ar,  QP  = y,PM  = z, 
et  tirons  OM,  qui  est  la  résultante  du  contour  OQPM.  La  droite  OH 
étant  perpendiculaire  au  plan  ABC,  si  on  projette  OM  sur  OH, 
on  trouve  pour  projection  la  ligne  OH  elle-même,  laquelle  est 
désignée  par  8.  D’un  autre  côté,  en  projetant  x,  y,  z,  sur  OH,  on 
a x cos  a -f-  y cos  p -f-  z cosy  pour  la  somme  des  trois  projections  ; 
donc,  en  vertu  du  principe  cité,  on  aura 


x cos  a -(-y  cos  p + z cosy  = 8; 

et  comme  cette  relation  a lieu  pour  tous  les  points  du  plan,  elle 
est  l’équation  de  ce  plan. 


Équations  de  la  ligne  droite. 


559.  D’après  ce  qui  a été  dit  n°  550,  on  pourrait  prendre,  pour 
les  équations  d’une  droite  donnée,  celles  de  deux  plans  qui  la 
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contiennent  -,  mais  il  est  plus  simple  de  la  déterminer  par  ses  pro- 
jections sur  deux  des  trois  plans  coordonnés.  Si,  par  tous  les  points 
de  cette  droite,  on  mène  des  parallèles  à l’axe  des  y (fig.  17),  elles 
seront  dans  un  même  plan,  et  leurs  pieds,  sur  le  plan  zx,  se- 
ront en  ligne  droite.  C’est  cette  ligne  droite  qui  est  la  projection, 
sur  le  plan  zx,  de  la  droite  dont  il  s’agit.  Sa  projection  sur  le  plan 
y z est  aussi  une  ligne  droite:  donc,  si  on  veut  déterminer  une 
droite  par  ces  deux  projections,  on  pourra  présenter  ses  équa- 
tions sous  la  forme 

[1]  x — az  -)-  a,  y = bz  -f-  (5. 

Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  a et  b sont  les  tan- 
gentes des  angles  formés  avec  l’axe  des  z par  les  deux  projections  ; 
mais,  en  général,  ces  coeflicients  sont  des  rapports  de  sinus. 

5G0.  Il  n’est  pas  inutile  de  rappeler  ici  que  ces  équations,  con- 
sidérées chacune  séparément  avec  toute  sa  généralité,  ne  repré- 
sentent pas  seulement  les  projections  de  la  droite,  mais  deux  plans 
respectivement  parallèles  aux  y et  aux  x.  Ils  sont  les  plans  proje- 
tants de  la  droite;  et  c’est  parce  qu’ils  contiennent  cette  droite, 
que  le  système  des  éq.  [1]  la  détermine.  Il  est  évident  d’ailleurs 
qu’il  ne  détermine  qu’elle  ; car  tous  les  points  communs  aux  deux 
plans  appartiennent  à la  droite. 

561.  En  éliminant  : entre  les  éq.  [1],  il  vient 

y— ? = -(*— “)• 

Cette  équation  est  celle  d’un  plan  parallèle  aux  z , et  qui  contient 
la  droite.  Elle  représente  donc  le  troisième  plan  projetant,  ou,  si 
on  veut,  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  de  xy  (552). 

562.  Cas  particuliers.  Considérons  maintenant  la  ligne  droite 
dans  quelques  positions  particulières. 

1°  Si  elle  passe  par  l’origine,  ses  projections  y passent  aussi,  et 
ses  équations  sont  simplement 

x — az,  y=  bz. 

2°  Si  elle  passe  par  un  point  situé  sur  l’un  des  axes,  sur  celui 
des  y,  par  exemple,  il  n’y  a que  sa  projection  sur  le  plan  de  xz 
qui  passera  par  l’origine  : les  équations  de  la  droite  sont  alors 

x — az,  y = bz  -f-  (3. 
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3°  Quand  une  droite  est  parallèle  à l’un  des  plans  coordonnés, 
par  exemple  à celui  de  xy,  les  plans,  qui  la  projettent  sur  les  deux 
autres,  se  confondent,  et  ils  ont  pour  équation  unique,  s = 8, 
8 étant  une  constante.  Il  faut  alors  recourir  à la  troisième  projec- 
tion, et  prendre,  pour  la  droite,  les  équations 

2 = y = ex  + y- 

4°  Quand  la  droite  est  parallèle  à l’un  des  axes,  à celui  des  s 
par  exemple,  ses  équations  sont 

X — a,  y — [î. 

Elles  sont  x = a,  2= y,  ou  bien  ÿ = P,  z=y,  selon  que  la  droite 
est  parallèle  aux  y ou  aux  x. 

563.  Si,  des  éq.  [1],  on  veut  déduire  l’intersection  de  la  droite 
avec  le  plan  de  deux  coordonnées,  on  remarquera  que  dans  ce 
plan  la  3'  coordonnée  est  zéro.  De  cette  manière  on  aura 


3 = 0,  x = «,  ÿ = P,  intersection  avec  xy; 

8 a8  . 

y = 0,  s = — T,  x= a — f , intersection  avec  xz  ; 
0 b 

, a bot 

x = 0,  z= — -,  y — y — -,  intersection  avec  yz. 


CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES  SUR  LE  PLAN  ET  LA  LIGNE  DROITE. 


, Première  partie  : Problèmes  dont  la  solution  est  indépendante 
du  choix  des  axes. 

564.  Pboblèmb  I.  Trouver  les  équations  d’une  droite  qui  passe 
par  deux  [joints  opposés. 

Soient  x',  ÿ,  z*,  et  x",  y",  3",  les  coordonnées  de  deux  points. 
Les  équations  demandées  doivent  être  de  la  forme 

x=az- j-a,  t/=èz+p. 

Pour  que  la  droite  passe  par  le  premier  point,  il  faut  que  ces  équa- 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A TROIS  DIMENSIONS.  397 

tions  soient  satisfaites  en  y mettant  x',  y',  z',  au  lieu  de  x,  y,  z ; 
donc  on  doit  avoir 


x'=.az!  -\-a,  y'=bz'- |-j3. 

En  retranchant  ces  équations  des  deux  précédentes , a et  {3  seront 
éliminés,  et  on  aura 


x—x'=a(z—z'),  y—y'=b[z—z'). 

La  droite  représentée  par  ces  équations  remplit  déjà  la  condition 
de  passer  par  le  premier  point.  Pour  qu’elle  passe  aussi  par  le  se- 
cond , il  faut  que  ces  équations  soient  vérifiées  en  y remplaçant 
x,  y,  z , par  x ",  y",  z",  ce  qui  donne 


d’où 


x"  —x'  = a[z" — z'),  y"— z'  = b (z"—  z') , 


a — 


z — 


1 1 


En  substituant,  au  lieu  de  a et  de  b,  ces  valeurs,  on  obtient  les 
équations  cherchées,  savoir  : 


x — x'  = 


565.  Problème  II.  Trouver  les  équations  d’une  droite  qui  passe 
par  un  point  donné , et  qui  est  parallèle  à une  droite  donnée. 

Soient  les  équations  de  la  droite  donnée , 

x=flz  + «,  y = bz- fP; 

et  soient  x',  y'z',  les  coordonnées  du  point  donné.  Puisque  la  droite 
cherchée  doit  passer  par  ce  point,  ses  équations  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

x — x'—a'[z — *),  y — i/  = bl[z  — z') , 
a'  et  b'  étant  encore  inconnus. 

Quand  deux  droites  sont  parallèles,  les  plans  menés  par  ces 
droites,  parallèlement  à l'axe  des  y,  sont  parallèles  entre  eux,  et 
par  suite  leurs  intersections  avec  le  plan  de  xz  sont  aussi  paral- 
lèles. Or,  ces  intersections  sont  les  projections  des  deux  droites  sur 
le  plan  de  xz;  donc  les  coefficients  de  z doivent  être  égaux  dans 
les  équations  de  ces  deux  projections.  Il  en  est  de  même  des  pro- 
jections sur  le  plan  de  yz  ; donc,  pour  que  les  droites  soient  paral- 
lèles , on  doit  avoir  les  conditions 

a'=a,  b'  — h. 
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Par  conséquent,  les  équations  de  la  parallèle  demandée  seront 

x — x ' — a[z — z'),  y — y'  = b[z — z'). 

Si  le  point  donné  est  à l’origine,  elles  se  réduisent  à celles-ci  : 
x — az,  y — bz. 

566.  Problème  III.  Déterminer  le  point  d’intersection  de  deux 
droites  dont  on  connaît  les  équations. 

En  général , deux  lignes  dans  l’espace  ne  se  rencontrent  pas  : 
il  faut,  pour  que  cela  arrive,  qu’il  y ait  des  valeurs  de  x,  y , z,  qui 
satisfassent  à leurs  quatre  équations.  Or,  il  est  évident  qu’en  élimi- 
nant les  trois  coordonnées  x,  y,  z,  entre  les  quatre  équations,  il 
restera  une  équation  qui  exprimera  la  condition  sans  laquelle  les 
deux  lignes  ne  peuvent  avoir  aucun  point  commun. 

Soient 

[IJ  ar  = az  + o’>  [3]  x = a'z-{-a'\ 

[2]  y=bz- 1-pj’  [4]  y = è'z  + pT 

les  équations  de  deux  droites.  De  [1]  et  [3]  on  tire 


[3] 

et  de  [2]  et  [4]  on  tire 

[6] 


aa  • 


-a  a 


a — a 


p-p 

b — b” 


9 = 


a — a 


b?—b'$ 
b— b’  ‘ 


Pour  que  les  quatre  équations  soient  vérifiées  par  les  mêmes  coor- 
données , il  faut  que  les  deux  valeurs  trouvées  pour  z soient  égales  ; 
et  il  est  clair  que  cette  condition  suffit.  Ainsi,  on  doit  avoir 

a'_ « ? — P .. 

7 = t — t,,  ou  bien 

a — a b — b 

(a' — a)  (b — b) — (P' — p)  (a — a')  = 0. 


Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  pour  que  les  deux  droites  se 
coupent.  Quand  elle  a lieu,  le  point  d’intersection  est  déterminé 
par  les  formules  [5]  et  [6]. 

Lorsque  les  droites  sont  parallèles,  on  a a!  =■  a et  b'=b  (565). 
Alors  l’équation  de  condition  est  vérifiée,  et  les  valeurs  de  x,  y,  z, 
sont  infinies. 

567.  Problème  IV.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  donnés. 

Représentons  par  x',  ÿ,  z! -,  x",  y",  z";  x"',  y'",  z";  les  coordon- 
nées des  trois  points  : et  soit 
[I]  Ax  + By+Cz  = D 
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l’équation  du  plan  cherché.  Pour  que  ce  plan  passe  par  les  trois 
points,  il  faut  que  son  équation  soit  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  chacun  d’eux  ; donc  on  doit  avoir 


Ax'+By'+Cz^D,  Ax"+By"-f Cz"=D,  Ax'"+By"'+Cz"'=D. 


En  divisant  ces  équations  par  D,  les  inconnues  qu’elles  contiendront 
seront  les  rapports  de  A,  B,  C,  à D;  et  elles  feront  connaître  les 
valeurs  de  ces  rapports.  Désignons  ces  valeurs  par  A',  B1,  C',  on 
aura 

A = A'D,  B = B'D,  C = C'D; 

et  par  suite  l’éq.  [1]  devient,  après  substitution  et  simplification, 
A'x  + B' y -{-  C'z  = 1 . 

568.  Problème  V.  Par  un  point  donné,  mener  «n  plan  parallèle 
à un  plan  donné . 

Soit  [1]  Ax  + Bÿ  + C;  + D = 0 

l’équation  d’un  plan  donné;  et 
[2]  A'x  + B'y  + G'z  + D'  = 0, 

celle  d’un  plan  parallèle. 

En  général,  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un 
troisième  sont  parallèles  entre  elles;  par  conséquent  les  traces  des 
deux  plans  sur  le  plan  de  xz  doivent  être  parallèles,  et  leurs  traces 
sur  le  plan  de  yz  doivent  aussi  être  parallèles. 

Les  équations  des  traces  sur  le  plan  de  xz  sont 

Ax-fCz-f  D=0,  A'x  + C'z  + D'  = 0; 

Les  équations  des  traces  sur  le  plan  de  yz  sont 

By  + Cz  + D=0,  B'y  + C'z  + D'  = 0. 

Pour  que  les  deux  premières  soient  parallèles  entre  elles , et  aussi 
les  deux  dernières  parallèles  entre  elles,  on  doit  avoir 


A* 

C' 


A B'  B u-  A.' 

C’  C = C-  oubleD  A 


B’ 

B 


C 

C 


Quand  les  plans  rencontrent  l’axe  des  z,  ces  conditions  suffisent 
pour  qu’ils  soient  parallèles;  car  alors  les  traces  du  premier  plan 
se  coupent  sur  l’axe  des  z,  et  sont  parallèles  à celles  du  second  plan, 
lesquelles  se  coupent  aussi  sur  cet  axe.  Or,  quand  deux  angles  ont 
leurs  côtés  parallèles,  on  sait  que  leurs  plans  sont  parallèles. 

Mais  si  les  deux  plans  sont  parallèles  à l’axe  des  z,  ce  qui  revient 
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à supposer  C = 0 et  C' = 0,  la  seule  condition  à remplir,  c’est  que 
les  traces  sur  le  plan  de  xy  soient  parallèles,  ce  qui  exige 

A'  A A'  B’ 

F B °U  A — B ' 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  pour  que  deux  plans  soient  parallèles,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  coefficients  des  variables  x,  y,  z,  dans  les  équa- 
tions de  ces  plans,  soient  proportionnels. 

Supposons  ces  conditions  remplies,  et  faisons  A'  = kk  : on  aura 
aussi  B'  = B A-,  G'  = CA  ; puis,  en  mettant  ces  valeurs  dans  l’éq.  [2], 
divisant  par  k , et  posant  D"fc  = D',  il  vient 

Ax  + B^  + Cz  + D"  = 0. 

Cette  équation  représente  tous  les  plans  parallèles  à celui  de  l’éq.  [1], 
et  elle  ne  diffère  de  celle-ci  que  par  le  seul  terme  constant  D''. 

Jusqu’ici  D"  est  resté  indéterminé;  mais  si  on  veut  que  le  plan 
parallèle  passe  par  un  point  donné  dont  les  coordonnées  soient  x' , 
y',  z',  on  doit  avoir 

Ax'  + By,  + Cz’  + D"  = 0; 

et,  en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  on  a,  pour  le 
plan  cherché, 

A(x — Xf)  + B(ÿ — : x/)  -j-  C (s — z')  = 0. 

Si  le  point  donné  est  l’origine, il  faut  faire  x'—  0,  y'=0,  z'  = 0, 
et  l’on  a,  pour  le  plan  parallèle, 

Ax  + By  + Cz  = 0. 

r>69.  Problème.  VI.  Faire  passer  un  plan  par  un  point  et  par 
une  droite  donnés. 

Soient  x’,  ÿ,  z',  les  coordonnées  du  point;  supposons  que  les 
équations  de  la  droite  donnée  soient 

[1]  x = az  + a,  y = bz  + p, 
et  que  celle  du  plan  cherché  soit 

[2]  Ax4-Bÿ  + Gz  + D=0. 

La  condition  de  passer  par  le  point  donné  est  exprimée  par 

[3]  Ax'  + By'  + Cz'-|-D  = 0. 

Celle  de  contenir  la  droite  exige  qu’en  mettant  dans  l’équation  du 
plan  les  valeurs  de  x et  de  y,  tirées  des  équations  de  cette  droite, 
l’équation  résultante  soit  vérifiée,  quelle  que  soit  la  coordonnée  z. 
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Or,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  il  vient 

(A«  + Bi  + C)z  + Aa+B?  + D = 0; 
et,  pour  que  cette  égalité  ait  lieu  sans  aucune  détermination  parti- 
culière de  z,  il  faut  poser 

[4]  Aa  + B6  + C = 0, 

[5]  Aa  + Bp  + D = 0. 


Toutes  les  conditions  du  problème  sont  donc  renfermées  dans  les 
équations  [3],  [4],  [5]. 

En  éliminant  D entre  [3]  et  [S],  il  vient 

A (x' — *)  + B (y'  — P)  -f-  Cz'  = 0; 
et  en  combinant  cette  équation  avec  [4] , on  trouve  facilement 
(y'_6z'-P)C  D_  {at-aï- «)C 

b(x'-*)-a(y'-iï 

Mais  l’éq.  [2],  si  on  en  retranche  l’éq.  [3],  devient 
A(x  — æ')  + B(y  — ÿ')  + C(z  — z')  = 0; 

et,  en  y substituant  les  valeurs  de  A et  B,  on  obtient,  toutes  réduc- 
tions faites,  l’équation  du  plan  cherché,  savoir  : 

[6]  [ÿ — bz' — p](x — af) — [x'  — aï — a]  \y  — t/)  1 

+ [4(a/—«)  — o(y— p)]  (*  — *')  J 

570.  On  peut  encore  faire  les  calculs  d’une  autre  manière.  Au 
moyen  des  éq.  [4]  et  [5],  on  peut  éliminer  de  l’équation  du  plan 
deux  des  quantités  A,  B,  G,  D.  Si,  après  avoir  multiplié  l’éq.  [4] 
par  z,  on  la  retranche  de  celle  du  plan  ainsi  que  l’éq.  [51,  on  éli- 
minera G et  D ; on  trouve  ainsi 

A(x — az — a)  -j-  B (y  — bz  — p)  = 0. 

Comme  on  n’a  eu  égard  qu’aux  relations  [4]  et  [5],  cette  équation 
appartient  à un  plan  quelconque  passant  par  la  droite  donnée. 

Pour  qu’il  passe  aussi  par  le  point  donné,  il  faut  que  cette  équa- 
tion se  vérifie  en  y mettant  x’,  ÿ,  z',  à la  place  de  x,  y,  z-,  donc 
on  doit  avoir  A (x' — as' — a)  -)-  B (y' — bz' — p) = 0,  d’où 
B x' — az' — 

bz'—$’ 


et  par  suite  il  vient,  pour  le  plan  demandé 

r„,  x'—az!—  a 

[71 


(y— bz— P). 


26 
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Cette  équation  ne  diffère  de  l’éq.  [6]  que  par  la  forme.  On  y voit 
sur-le-champ  qu’elle  représente  ün  plan  qui  passe  par  la  droite 
donnée  : car  elle  est  évidemment  vérifiée  en  même  temps  que  les 
équations  [i]. 

571.  Problème  Vil.  Deux  droites  étant  données,  mener  un  plan 
qui  passe  par  la  première  et  qui  soit  parallèle  à la  seconde . 

Supposons  que,  pour  les  deux  droites  données,  les  équations 
soient 

!x  = az-\-a , 1 x = a'z  + *', 

ÿ=ôz+p,  {y  = 6'z  + P'; 

et  que  celle  du  plan  cherché  soit 

Ax  -f-  By  Cz  -f-  D = 0. 

Pour  que  le  plan  et  la  seconde  droite  soient  parallèles,  il  faut 
qu’en  les  transportant  à l’origine,  parallèlement  à eux-mêmes,  la 
droite  vienne  se  placer  tout  entière  dans  le  plan.  Alors  les  équa- 
tions sont 

[I  ] x=a'z,  y = b' z,  pour  la  droite  (865), 

[2]  Ax-(-By-(-Cz=0,  pour  le  plan  (568); 

et  en  mettant  les  valeurs  [1]  dans  l’éq.  [2],  et  supprimant  le  fac- 
teur commun  z qui  doit  rester  indéterminé,  il  vient 

[3]  A«'+B4'  + C = 0: 

telle  est  la  condition  du  parallélisme. 

Pour  que  le  plan  contienne  la  première  droite,  on  sait  déjà  (569) 
qu’on  doit  avoir 

[4]  Aa  + B6  + C = 0; 

[5]  Aa  + B?  + D=0. 

L’éq.  [4],  qui  est  semblable  à l’éq.  [3],  exprime  que  le  plan  est 

parallèle  à la  première  droite.  L’éq.  [5]  exprime  que  le  plan  passe 

par  le  point  où  cette  droite  perce  le  plan  dexy  : car,  pour  ce  point, 

on  a z ==  0,  x = a,  y—  p. 

Les  éq.  [3]  et  [4]  donnent 

A (a'— a)  A [ab'—bct) 

B- — c== — 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  du  plan,  et  faisant 

D (*'—*)  n,  . . • 

— - ■ - = D , on  trouve 

(b' — b)x — (a'—  a)  y — [ab' — ha')z  -{-  D'  = 0, 
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D'  étant  une  indéterminée.  Comme  on  n’a  eu  égard  qu’aux  condi- 
tions [3]  et  [4],  cette  équation  représente  tous  les  plans  parallèles 
aux  deux  droites  données.  De  plus,  comme  les  coefficients  de  x, 
y,  z ne  contiennent  pas  D',  ils  doivent  rester  constants;  *donc 
tous  ces  plans  sont  parallèles  entre  eux  (558),  ainsi  qu’on  devait 
le  prévoir. 

Mais,  si  on  commence  par  éliminer  D en  retranchant  l’éq.  [5] 
de  celle  du  plan,  il  vient 

A(x — a)  -f-  B (y — P)-f-  Cz  = 0; 
et,  si  on  remplace  ensuite  B et  C par  leurs  valeurs,  on  obtient 
{b' — b)  ( x — a)  — [d — ■ a)  [y  — fi)  — ( ab ' — bd)  z — 0. 

pour  le  plan  qui  remplit  toutes  les  conditions  de  la  question. 

572.  Problème  VIH.  Connaissant  les  équations  de  deux  plans , 
trouver  les  projections  de  leur  intersection. 

11  résulte  des  considérations  générales  exposées  n°  542,  qu’on 
obtiendra  les  équations  de  ces  projections  en  éliminant  alternati- 
vement x,  y,  z,  entre  les  équations  des  deux  plans.  Supposons 
que  les  équations  des  plans  soient 

Ax  +B  y + Cz  +D  =0, 

A'x  + B'y  + C'z-fD'=0. 

Pour  les  trois  projections  de  leur  intersection,  on  trouvera 
(AC'—  CA')x  + (BC'—  CB')y-f  DC'—  CD'  = 0, 

(BA'—  AB')  y + (CA'—  AC')  s + DA'—  AD'=  0, 

(CB'—  BC')  z + (AB'—  BA')x  + DB'—  BD'=  0. 

573.  Problème  IX.  Trouver  l’intersection  d’une  droite  et  d’un 
pion,  dont  on  connaît  les  équations. 

La  question  se  x'éduit  à trouver  les  valeurs  de  x,  y,  z,  qui  sa- 
tisfont aux  équations  de  la  droite  et  du  plan,  ce  qui  revient  à ré- 
soudre trois  équations  du  premier  degré.  Supposons  qu’on  ait  les 
équations 

x = «z-{-a) 

y = + p J 

Ax-f-  By  -f-  Cz-(-  D = 0 pour  le  pian. 

En  éliminant  x et  y,  on  en  déduit  sur-le-champ 

(A<*  -f  Bft  + C)z  -f  Aa  -f  Bp  -J-  D = 
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et  par  suite,  on  a les  coordonnées  du  point  d’intersection,  savoir  : 

Aa  + Bp  + D 
2~  Aa+Bp  + C’ 

«(Aa+Bp+D) 

Aa  + BA  + C * 

A(A«  + Bp+P) 

•V  — p Aa  + BA+C  ‘ 

Si  on  a Aa  + BA  + G = 0 , ces  valeurs  sont  infinies  : alors 
la  droite  est  parallèle  au  plan  (571).  Si  on  a en  même  temps 
A«  -f-  Bp  + D = 0,  ces  valeurs  deviennent  indéterminées  : c’est 
ce  qui  doit  en  effet  arriver,  car  alors  la  droite  est  tout  entière 
dans  le  plan  (569). 

Deuxième  partie  : Problèmes  dont  la  solution  est  plus  simple 
avec  des  axes  rectangulaires. 

574.  Problème  X.  Connaissant  les  coordonnées  de  deux  points, 
trouver  la  longueur  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

Soient  x,  y,  z,  et  x',  ÿ,  z',  les  cordonnées  des  deux  points  M et 
M'  (fig.  18)  : il  s’agit  de  trouver  la  distance  MM'.  Par  chacun  de  ces 
points,  menons  trois  plans  parallèle  à ceux  des  coordonnées  : on 
forme  ainsi  un  parallélépipède.  Désignons  la  diagonale  MM'  par  3, 
et  les  côtés  contigus  M'F,  M'G,  M'H,  par  f,  g,  h:  ces  côtés  sont  les 
différences  des  coordonnées  des  points  M et  M',  c’est-à-dire  que 
f—x  — x',  g = y — y',h  = z—2'. 

Cela  posé,  si  les  coordonnées  sont  rectangles,  le  parallélépipède 
l’est  aussi,  et  alors  le  carré  de  la  diagonale  8 est  égal  à la  somme 
des  carrés  des  trois  côtés  f,  g,  h;  donc 

P=r  + g'  + h'  = (x- x')'  + (y  - ÿ)'  + (z  - z?. 

Quand  le  point  M'  est  à l’origine,  il  faut  faire  x'—O,  y'  — O; 
z'=0;  et  on  a simplement 

8*  = ®*  + ^ + z*. 

575.  Si  les  coordonnées  sont  obliques,  l’expression  de  8 est 
plus  compliquée.  Dans  ce  cas,  en  appelant  a,  p,  y,  les  angles  des 
axes,  le  n°  535  donne  la  formule 

8*  = /*  -f-  ÿ*  + A*  -f-  Hfg  cos  a 2 pi  cos  p -j-  2 gh  côs  y. 

Il  n’y  a donc  plus  qu’à  remplacer  f,  g , h,  par  leurs  valeurs,  et  il 
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viendra 

8»  = (x— x'f  + (y  — ÿ)* -f  (z — z')’  + %x  —d)  [y— y')  cos  a 

+ 2(x  — x')  ( z — z')  cos p + 2(y — y')  (z  — z')  co  s y . (*) 

576.  Problème  XI.  D’un  point  donné  abaisser  une  perpendicu- 
laire sur  un  plan,  et  trouver  ensuite  le  pied  et  la  grandeur  de  la 
perpendiculaire. 

Pour  avoir  des  résultats  plus  simples,  je  supposerai,  dans  ce 
problème  et  les  suivants,  que  les  axes  sont  rectangulaires. 

Il  faut  d’abord  chercher  quelles  relations  ont  entre  eux  les 
coefficients  qui  entrent  dans  les  équations  d’une  droite  et  d’un 
plan,  quand  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan.  Supposons  que, 
dans  le  plan  de  xz  (fig.  19),  AC  soit  la  trace  d’un  plan  ACB,  et  QN 
la  projection  d’une  droite  MQ  perpendiculaire  à ce  plan.  MQ  étant 
perpendiculaire  au  plan  ACB,  le  plan  MQN  est  aussi  perpendicu- 
laire à ACB;  et  d’ailleurs,  par  la  nature  des  projections,  le  plan 
MQN  est  perpendiculaire  au  plan  xOz.  Réciproquement,  les  plans 
ACB,  xO z,  et  par  suite  leur  intersection  AC,  doivent  être  perpen- 
diculaires au  plan  MQN;  donc  AC  est  perpendiculaire  sur  la  ligne 
NQ,  située  dans  le  plan  MQN.  Donc,  en  général,  les  projections  de 
la  perpendiculaire  sont  perpendiculaires  aux  traces  du  plan. 

Cela  posé,  représentons  par  d,  y'  ,-z',  les  coordonnées  du  point 
donné,  et  le  plan  par  l’équation 

[ 1 j Ax  -j-  By  -|-  C z -j-  D 0. 


(“}  Voici  encore  une  démonstration  très-simple  de  cette  formule.  Nommons 
£',  £',  S",  les  trois  diagonales  M'M,  FK,  1H.  La  figure  M'FMK  est  un  parallélo- 
gramme; par  conséquent,  la  somme  des  carrés  de  ses  deux  diagonales  £ et  £' 
est  égale  à la  somme- des  carrés  des  quatre  côtés  : c'est-à-dire  que  £'  + £'«=: 
2M'F*-|-2M'K*.  Or,  M'F —f,  et  le  triangle  GM'K  donne  M'K^g'+A1-)-  2gftcosv; 
donc 

[a]  £•  + 4’*=  2g*  +■  2h*  + igheosy. 

Le  parallélogramme  M'IMH  donne  aussi  £*  + ô’'1  = 2M'ir  -f  2MT.  En  rem- 
plaçant M'H  par  h,  et  Mi  par  sa  valeur  f*  + g3  + 2/gcoso,  tirée  du  triangle 
M'Fl,  on  a 

|6]  8*  + 6''*=2/3  + 2gî-t-2h»-Hgcosa. 

Pareillement,  le  parallélogramme  F1KH,  dans  lequel  Fl  = g,  et  FH  — f*  + 
h*  — 2fh  cos  j3,  donne 

lYl  S'*  + £"*  = 2P+  2g*  + 2h*  — ifh  cos  p. 

Maintenant,  en  ajoutant  les  égalités  [a;  et  {6],  puis  retranchant  fie  leur  somme 
l’égalité  (y),  on  arrive  facilement  à la  formule  dont  il  s’agit, 
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Les  équations  de  la  perpendiculaire  demandée  seront  de  la  forme 
[2]  x— x'  = a[z  — z'),  (y  — y')  = b[z  — z1), 

a et  b étant  deux  inconnues.  Les  traces  du  plan  donné , sur  les 
plans  de  xz  et  de  yz,  ont  pour  équations 


Mais  on  vient  de  démontrer  que  ces  traces  doivent  être  perpendi- 
culaires aux  projections  de  la  droite  cherchée;  donc  on  a 

— |xa  + l = 0,  — gX6-H=0. 

De  là  on  tire 

A B 

[3]  a = — , b = ~,  ou  A = aC,  B = bC. 

Ci  Ci 

En  mettant  les  valeurs  de  a et  b dans  les  équations  [2],  il  vient, 
pour  la  perpendiculaire,  les  équations 

[4]  x — — — y—  i/  = ^ (;  z'). 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  pied  de  cette  i»erpendiculaire , il 
suffit  de  résoudre  les  éq.  [1  ].  et  [4]  par  rapport  à x,  y,  z;  et  en- 
suite, pour  connaître  la  grandeur  de  la  perpendiculaire,  il  faudra 
substituer  les  valeurs  de  ces  coordonnées  dans  la  formule 

[3]  p = ✓(*  - + (y  - y?  + (i  ■ - =')’• 

Mais  il  sera  plus  simple  de  chercher  immédiatement  les  diffé- 
rences x — x',  y — y',  z — z\  A cet  effet,  on  écrit  d’abord 
l’éq.  [1]  sous  la  forme 

A(x  - x1)  + B(y  - y)  + G(z  - zO  + A*  + By'  + Cz'  + D = 0, 
ou  mieux  encore,  en  faisant  Ax'-j-By'+Cz'-|-D=D',  sous  celle-ci  : 
A (x  - x')  + B (y  - y')  + C (z  - z')  + D'  = 0. 

On  substitue  dans  cette  équation , au  lieu  de  x — x'  et  de  y — »/, 
les  valeurs  |4],  et  l’on  a une  équation  qui  fait  connaître  z — z'.  On 
calcule  ensuite  x — x'  et  y — y1.  De  cette  manière,  on  trouve 

J —AD'  , —BD'  —CD' 

X A’+B’+C5’  -y_ î/“A,-fB,+C!’  “ -A*+B*+C*- 
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Par  suite  la  formule  [a]  donnera,  pour  la  perpendiculaire  P, 
P — _ Ax'  + Ity  + Ca'  + D 

— v/A’  + lP -fC*  ~ y/ A1  + B*  + C* 

Comme  la  valeur  de  P doit  être  essentiellement  positive,  il  faut 
toujours  prendre  le  numérateur,  abstraction  faite  de  son  signe. 

Si  le  point  donné  est  placé  à l’origine,  il  faut  faire  ^=0,  ?/=0, 
= 0.  Alors  on  a 


^A,  + B,  + C*’ 

Si  le  point  qst  dans  le  plan  donné , ses  coordonnées  ,r\  y',  z', 
doivent  satisfaire  à l’équation  de  ce  plan  ; donc  kx'  By*  + Cz'  -f- 

D = 0,  et  par  conséquent  P = 0,  ainsi  que  cela  doit  être. 

577.  Problème  XII.  Mener  par  un  point  donné  un  plan  perpendi- 
culaire à une  droite  donnée. 

Supposons  que  les  coordonnées  du  point  donné  soient  x\  y , z, 
et  que  les  équations  de  la  droite  donnée  soient 

[1]  x = az  -j-  *>  y — bz  -f-  (5. 

Puisque  le  plan  cherché  doit  passer  par  le  point  donné,  son  équa- 
tion sera  de  la  forme  A (x  — x')  -|-  B {y  — if)  -f  C(z  — z1)  — 0 ; et 
puisqu’il  doit  être  perpendiculaire  à la  droite,  on  doit  avoir  A=aC, 
B = 4C  (576).  Par  suite,  l’équation  de  ce  plan  est 

[2]  a(x  — a!)  + b[y  — ÿ'j  + z — z'  = 0. 

Si  on  tire  des  éq.  [1]  et  [2)  les  valeurs  de  x,  y,  z,  on  aura  les 
coordonnées  du  point  d’intersection  de  la  droite  avec  le  plan.  En 
posant,  pour  abréger, 

_ a[tf  — a)  4 

a*  + 6*  + l 

on  trouve 

z = n,  a;  = an-f-a,  y=zbn- {- p. 

578.  Pboblème  XIII.  Mener  par  un  point  donné  une  jxrpend icu- 
laire  à une  droite  donnée , et  déterminer  ensuite  le  pied  et  la  gran- 
deur de  cette  perpendiculaire. 

Si  on  conduit  par  le  point  donné  deux  plans,  l’un  perpendicu- 
laire à la  droite  donnée,  et  l’autre  passant  par  cette  droite,  ils 
contiendront  tous  deux  la  perpendiculaire  demandée;  donc  les 
équations  de  ces  plans,  prises  ensemble,  peuvent  être  considé- 
rées comme  celles  de  la  perpendiculaire  elle-même. 
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D’après  les  n**  577  et  569,  ces  équations  sont 

[1]  a(ar  — ï)  + b[y  — ÿ + z — z'  = 0, 

[*]  [ÿ—bz'  — ^\{x  — x')  — \x,  — a7!  — <x\[y  — y,)\  _ 

Les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire  ne  sont  autre 
chose  que  les  valeurs  trouvées  dans  le  problème  précédent  : 
z = n,  ar  = on  + “)  y = 6n-J-|î. 

Par  suite , la  grandeur  de  la  perpendiculaire  sera 

p=J(x’  — a — an)i- 1-  (y'  — $ — bn)1  + (z'  — n)\ 

La  quantité  qui  est  sous  le  radical  peut  s’écrire  ainsi  : 
(^)»+(y_p)*+^_2[a(x'-a)+4(,y'-p)+z']n+(a*+4*+l)«*. 

Mais,  d’après  la  valeur  de  n,  la  partie  de  cette  expression,  qui 
contient  les  doubles  produits,  est  égale  — 2 [a1  -J-  4*  + l)n’>  donc 


p = \Jx'  — a)*  -f  (y'— P)*  + z'*  — (a’  + 6*  + l)»1* 

Si  on  veut  connaître  les  projections  de  la  perpendiculaire , on 
peut  les  déduire  facilement  des  éq.  [1]  et  [2].  Mais  on  les  trouve 
aussi  en  observant  qu’on  connaît  deux  points  de  cette  ligne,  savoir  : 
le  point  donné  et  le  pied  de  la  perpendiculaire,  lesquels  ont  res- 
pectivement pour  coordonnées  x',  y',  z',  et  n,  an  -(-  a,  bn  -f-  p.  Par 
suite  les  équations  des  projections  cherchées  seront 


x — x'  = 


(* 


-)>  y — y’ 


— V 


•3  — bn 


(z  — z'). 


379.  Problème  XIV.  Connaissant  les  équations  de  deux  droites , on 
veut  trouver  : 1°  les  équations  de  la  droite  sur  laquelle  se  mesure  leur 
plus  courte  distance;  2°  l’expression  de  cette  plus  courte  distance. 

Soient  (fig.  20)  AB,  CD,  les  deux  droites  données,  et  PQ  leur 
plus  courte  distance.  D’abord  la  ligne  PQ  est  droite  : autrement , 
la  droite  qui  joindrait  les  points  P et  Q serait  plus  courte.  Ensuite, 
la  ligne  PQ  est  perpendiculaire  à AB  et  à CD  : car  si , par  exem- 
ple, elle  ne  l’était  point  à CD,  la  perpendiculaire,  abaissée  du 
point  P sur  CD,  serait  plus  courte  que  PQ. 

Puisque  PQ  est  perpendiculaire  à AB  et  à CD,  il  s’ensuit  que  si, 
par  la  droite  AB,  on  mène  un  plan  UV  parallèle  CD,  la  ligne  PQ 
sera  perpendiculaire  à ce  plan  ; donc  elle  est  située  dans  les  deux 
plans  A BR  et  CDS  perpendiculaires  à UV,  conduits,  l’un  suivant 
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AB,  et  l’autre  suivant  CD.  La  ligne  PQ  est  donc  l’intersection  de 
ces  plans,  et  ses  équations  sont  celles  de  ces  plans  eux-mêmes. 

Quant  à la  grandeur  de  PQ , elle  est  égale  à la  perpendiculaire 
abaissée  d’un  point  quelconque  de  la  droite  CD  sur  le  plan  UV. 
Ainsi,  la  marche  à suivre  dans  les  calculs  est  entièrement  tracée. 
Soient 


x = oz  + a,  rx  = a's  + a', 

y = èz  + p,  (y  = é's  + P 


les  équations  des  deux  droites  données.  Elles  percent  le  plan 
de  x y en  des  points  que  je  désignerai  par  T et  T',  et  dont  les  • 
coordonnées  sont 


z = 0,  x = a,  t/  = p,  pour  le  point  T ; 
s = 0,  x = a,  y — p',  pour  le  point  T'. 
Cherchons  d’abord  l’équation  du  plan  qui  contient  la  première 
droite,  et  qui  est  parallèle  à la  seconde.  Ce  plan  devant  passer  par 
le  point  T,  son  équation  peut  s’écrire  ainsi  : 

[31  A(x  — <*)  + B(y  — p)  + z = 0, 

A et  B étant  seuls  inconnus.  Pour  que  ce  plan  contienne  la  pre- 
mière droite,  il  faut  que  les  valeurs  [1]  de  x et  de  y satisfassent 
à l’éq.  [3],  quelle  que  soit  la  coordonnée  z,  ce  qui  donne  la  con- 
dition 

Aa  + B4-H  =0. 

Et,  pour  qu’il  soit  parallèle  à la  seconde,  il  finit  poser  (571) 

Aa'-f  B6'+l  = 0. 

Ces  deux  relations  déterminent  A et  B : on  trouve 


A = _ 1 _<  U— 

ab‘  — ba'  ab' — ba 

Maintenant  il  faut  mener,  par  les  droites  données,  des  plans 
qui  soient  perpendiculaires  à celui  de  l’éq.  [3];  et,  pour  cela,  il 
faut  que  chacun  d’eux  contienne  une  perpendiculaire  à ce  dernier 
plan.  Les  équations  des  deux  perpendiculaires  à ce  plan,  menées 
par  les  points  T et  T',  sont  (576) 

x=Az-J-a,  ÿ = Bz-(-j3,  pour  la  1”, 
x = A;  -f-  a',  y = Bz  + ji',  pour  la  2e. 

L’équation  d’un  plan  qui  passe  par  la  lr*  droite  donnée  et  par 
la  trt  perpendiculaire,  est  de  la  forme 
I A]  A'[x — a)  -|-  B' (y — p)-f-  z = 0; 
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et  on  a,  pour  déterminer  A'  et  B',  les  deux  équations 

[4]  AA'  + BB'-f  1 = 0,  aA'-f  6B’  + 1 = 0. 

Semblablement,  l’équation  du  plan  qui  passe  par  la  2*  droite 
donnée  et  par  la  2e  perpendiculaire,  est  de  la  forme 
[A'1  A"  (x -a)  + B "(y  -})  + :=  0, 

et  on  a,  entre  A"  et  B",  les  deux  équations 

[5]  AA"+  BB"  +1=0,  a'A"  + 6'B"+  1 = O. 

Des  éq.  [4]  et  [5],  tirons  A'  et  B',  A"  et  B";  et  remplaçons  en- 
suite A et  B par  leurs  valeurs.  Il  vient 

a — «'+  b(ab’  — bd)  b — b' — a(ab' — bu') 

”«(a'— «)  + ft(6'— 4)’  ~ a[d—a)  + b{b’— b)’ 

a — û'+  b'(ab'—  ba')  b — b'—  a'(ab‘—  ba') 

a' (a' — a)  + b'(b'—b)’  ~ a'{a'—  a)  + b\b'—b\' 

Mettons  ces  valeurs  dans  [A]  et  {A'1,  on  aura  les  équations  de  la 
droite  cherchée,  sur  laquelle  se  mesure  la  plus  courte  distance. 
On  trouve  ainsi 

[«— a'+  b{ab‘—  ba')]  (x— a)  + \b—b'—a[ab'—ba')}  y — p) 

+ [a  {à— a)  + b{b'—b))  z = 0, 

\a — a'+  b'(ab‘ — bd)\  (x — a')  + [b — b ' — a' (a b' — ba'))  [y — 3') 

+ [a'(a'— a)  +b'{b'—b)\  z — 0. 

Remarquons,  en  passant,  que  la  seconde  équation  aurait  pu  se 
déduire  de  la  première  en  changeant  a,  b,  a,  p en  a',  b',  a',  et 
d,  b'  en  a et  b. 

Il  ne  reste  donc  plus  qu’à  trouver  la  grandeur  de  la  plus  courte 
distance.  D’après  ce  qui  a été  expliqué  plus  haut,  il  faut  abaisser, 
d’un  point  de  la  seconde  droite,  une  perpendiculaire  sur  le  plan 
de  l’éq.  [3].  Pour  plus  de  simplicité,  on  l’abaisse  du  point  T'  pour 
lequel  on  a z = 0,  x = d,  y — ff  : alors  la  formule  générale  qui 
exprime  la  distance  d’un  point  à un  plan  (576)  donne 
p_^A(«'— a)  + B(p'— j+ 

v/  A*  + B’  + 1 

et  en  y mettant  les  valeurs  de  A et  B,  il  vient 

\J{a' — a)*+  (b'-by+iab’—bd/ 

Telle  est  l’expression  de  la  plus  courte  distance  des  deux  droites. 
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Lorsque  deux  droites  se  rencontrent,  la  portion  comprise  entre 
ces  deux  lignes,  sur  la  perpendiculaire  commune,  est  égale  à 
zéro  ; donc  on  a 

. («'—<*)  (A  — A')  — (pf—  p)  («  — <0  = 0, 

équation  déjà  trouvée  (566),  pour  exprimer  que  deux  droites  se 
coupent. 

580.  Problème  XV.  Connaissant  les  équations  d’une  droite , dé- 
terminer les  angles  de  celte  droite  avec  les  axes  des  coordonnées. 

Par  l’origine  (fig.  21),  menez  la  ligne  OM  parallèle  à la  droite 
donnée  : il  s’agit  de  déterminer  les  angles  MOx,  MOy,  MOz,  que 
je  désignerai  par  a,  p,  q. 

Prenez  OM  = 1 , et  abaissez  sur  les  axes  les  perpendiculaires  MP, 
MQ,  MR  : les  distances  OP,  OQ,  OR,  prises  avec  les  signes  qui  leur 
conviennent,  seront  en  même  temps  les  coordonnées  du  point  M 
et  les  cosinus  des  angles  a,  p,  q.  Soient 

x = az,  y = bz, 

les  équations  de  la  parallèle  OM  ; et  soient  x',  >/,  z',  les  coordon- 
nées du  point  M.  Puisque  le  point  M est  sur  celte  ligne,  et  que  OM 
est  égale  à 1,  on  a 

x'=ad,  ÿ=bd,  x'* + y'*  -(-  z'*=  1 ; 
et  ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  x',  y1,  z‘,  ou  de 
cos  a,  cos?,  cos-f.  Ainsi  s’obtiennent  les  formules 

a A 1 

cosa  — ■■  ■ —,  cos?  — — cos f = — — — . 

yV-|-  A!-j-  1 1 V^a*+As-f-l 

La  parallèle  OM  et  son  prolongement  OM'  font  avec  les  axes  des 
angles  différents  ; mais,  comme  nous  avons  pris  la  valeur  de  d po- 
sitivement, il  en  résulte  que  ces  formules  donnent  les  angles  qui 
sont  formés,  du  côté  des  coordonnées  positives,  par  la  portion  de 
la  parallèle  qui  est  située,  relativement  au  plan  de  xy,  du  même 
côté  que  les  z positifs. 

581 . Problème  XVI.  Trouver  l’angle  de  deux  droites  dont  on  con- 
naît les  équations. 

Si,  par  l’origine , on  mène  des  parallèles  aux  deux  droites,  l’angle 
compris  entre  ces  parallèles  est  égal  à l’angle  cherché.  Soient 
(fig.  22)  OM  et  OM'  ces  deux  parallèles,  et  soient 

x = az,  y = bz,  les  éq.  de  la  1"; 

x—ciz , y = b'z , les  éq.  de  la  2e. 
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M2 

Prenons,  du  côté  des  z positifs,  OM  = OM'=l;  et  faisons  l’angle 
inconnu  MOM'= V.  Le  triangle  MOM'  donne 

OM’+ÜSF7  — MM71  2 — MM'3 

COS  Y — — — . • 

20MX0M'  2 * 

En  désignant  par  x',  y , z',  les  coordonnées  du  point  M,  et  par  x" , 
y",  z",  celles  du  point  M',  on  a 

MM5’  ==  (z' — x")1  + (y” — y")*  + (2'—  z")K 

Développons  les  carrés,  observons  que  x'*  -(-  ÿs  -f-  z'*  = 1 , et  que 
x"'  4-  y"'  + Z"*  = 1 ; on  trouve  MM'2  = 2 — 2 (x’x"  + y’y"  + z’z"), 
et  par  suite 

cos  V = x'x"  + y' y"  + 2,2". 

Maintenant  il  est  facile  d’obtenir  x ?/,  2',  x",  y",  2".  En  effet,  à 
cause  que  le  point  M est  sur  la  première  parallèle,  et  que  OM  est 
égale  à 1 , on  a x1  = az',  y'  — bz',  a;'1  -j-  y”  + 2'*  = i ; et  de  là  on  tire 

x,__ « f 

v/a’+ô’+l  ’ \ja*-\-b'+l  * ^a*+é,+  t‘ 

On  trouve  de  même 

V-  y * 

v/a'*-K*-H  ’ ' v'a’+^+l’  v/a',+ô,‘+l” 

Par  conséquent  on  aura  cos  V en  remplaçant  x',  y',  etc. , par  ces 
valeurs.  On  trouve  ainsi 

au  + bb'  -f  1 

cos  V = — — ■ - ■ -, 

V/«,  + ô,  + l vV*+6',  + l 

Comme  les  valeurs  de  2'  et  de  2"  ont  été  prises  positivement,  il 
en  résulte  que  cette  formule  donne  l’angle  formé  par  les  parties 
supérieures  des  parallèles  aux  droites  données,  lequel  angle  sera 
aigu  ou  obtus,  selon  le  signe  du  numérateur  aa'  + bb'  -j-  \ . 

582.  Si  les  deux  droites  données  font  un  angle  droit,  cos  V doit 
être  zéro  ; donc 

üq!  bb  4 1 ===  0. 

11  faut  bien  remarquer  que  cette  condition  n’emporte  pas  avec 
elle  la  conséquence  que  les  droites  données  se  rencontrent;  car 
elle  exprime  simplement  que  les  parallèles  à ces  droites  font  un 
angle  droit.  C’est  là,  en  eflet,  ce  qu’on  doit  entendre  lorsqu’on  dit 
que  deux  droites,  situées  dans  l’espace,  sont  perpendiculaires  entro 
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Quand  une  perpendiculaire  doit  être  abaissée  sur  une  droite 
donnée,  il  faut  joindre  à l’équation  précédente  celle  qui  exprime 
que  deux  droites  se  coupent  (566).  On  peut  obtenir  ainsi  de  nou- 
velles solutions  pour  les  problèmes  XIII  et  XIV. 

583.  Si  les  droites  sont  parallèles,  on  doit  avoir  V = 0 ou  = 1 80°  ; 
donc  cos  V = ± 1 ; donc 

±^«*  + 4*  + l v/«',+  4'1+l=aa'+46'+l. 

En  élevant  au  carré  et  transposant,  il  vient 

(a' — a)!  + {b'— b)'  + [ait— ba')* = 0. 

A cette  condition  il  en  faut  joindre  une  autre,  qui  est  sous-en- 
tendue , c’est  que  les  quantités  a,  b,  a',  b',  sont  réelles.  Alors  les 
carrés  qui  composent  l’équation  ci-dessus  ne  peuvent  pas  être  né- 
gatifs, et  leur  somme  ne  devient  nulle  qu’en  égalant  chacun  d’eux 
à zéro.  De  là  résulte  a'  = a,  b'  — b,  ab'  = ba'. 

Ces  conditions,  dont  la  troisième  est  une  conséquence  des  deux 
premières,  sont  en  effet  celles  qui  expriment  que  des  droites  sont 
parallèles. 

58-4.  En  faisant  coïncider  la  ligne  OM'  successivement  avec  cha- 
cun des  axes,  la  formule  générale  donnera  les  cosinus  des  angles  «, 
P,  y,  formés  par  la  droite  OM  avec  les  axes. 

Les  équations  de  l’axe  des  x sont  s = 0,  y — 0.  Celles  de  la 

\ b' 

ligne  OM'  peuvent  s’écrire  ainsi  z = -x,  y = ~x;  donc,  pour  la 

1 b' 

confondre  avec  l’axe  des  x,  il  faut  poser  — = 0,  —.=0. 

a a 

Mais  avant  d’introduire  ces  hypothèses  dans  l’exprpssion  géné- 
rale de  cos  V,  je  la  mettrai  sous  cette  forme 


cos  V = 


• 1 4'  , 4 
« + 4-7  + -T 
a a 


^+*,+v,+?+? 


alors,  par  les  hypothèses  ci-dessus,  elle  donne 

a 


cos  a = 


v/a’+ô’  + l 

On  retrouve  avec  la  même  facilité  les  valeurs  de  cos  p et  de  cos  y, 
semblables  à celles  du  problème  XV. 
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Hà 

585.  Reprenons  l’expression  trouvée  plus  haut  (581), 

cos  V = x'x"  -f- }/  y"  + 

et  désignons  par  a,  p,  q,  et  a',  p',  y',  les  angles  des  droites  OM  et 
OM’  avec  les  axes.  Puisqu’on  a pris  OM  = OM'  = l,  il  s’ensuit  que 
x'  = cosa,  ÿ — cos  p , z'  = cos  y , etc.;  donc 

cos  V = cos  a cos  a'  + cos  p cos  p'  -f  cos  y cos  y', 
formule  trouvée  par  une  autre  voie  (533). 

Comme  on  a d’ailleurs  x”  -f-  y's  -}-  zb'*  — 1 et  a/'-f-  y"*  -)-  s"*  = 1 , 
on  retrouve  encore  ici  les  relations  déjà  connues  n°  530, 
COS’a  -f-  COS’P  C0S*Y  = 1 . cos’a'  -f-  cos’P'  -j-  cos’y'  = 1 . 

586.  Problème  XVII.  Connaissant  l’équation  d’un  plan,  trouver 
les  angles  qu’il  fait  avec  les  plans  coordonnés. 

Ces  angles  sont  égaux  à ceux  qu’une  perpendiculaire  au  plan 
fait  avec  les  trois  axes.  Soient  donc 

A:r-|-%+C-+D  = 0 l’cquation  du  plan  donné, 
x = az,  y=bz  celles  de  la  perpendiculaire  : 

.les  cosinus  des  angles  de  cette  droite  avec  les  axes  sont  donnés  par 

A B 

les  formules  du  n°  580.  Mais  on  a a=  - , b = - (576).  En  met- 

0 li 

tant  ces  valeurs  dans  les  formules  citées,  on  obtient,  pour  les  an- 
gles cherchés, 

A „ B C 

CQSg— — ■■  — . COsp=— COSY= — 

V/Âï+Bi+Ci  v/A’+B’+C1  VA’+B!+C’ 

On  doit  avoir  aussi,  comme  pour  la  droite, 

cos’a  -j-  cos’ p -f-  cos’y  = 1 , 

relation  qui  est  d’ailleurs  vérifiée  par  les  valeurs  précédentes. 

587.  Problème  XVIII.  Déterminer  l’angle  de  deux  plans. 

L’angle  de  deux  plans  est  égal  à l’angle  de  deux  droites  perpen- 
diculaires à ces  plans.  Soient 

AÆ  + By  + Cz  + D = 0,  A'x-fB'y+C'z-hD'  = 0, 
les  équations  des  deux  plans  ; et  soient 

x=az,  y — b z , et  x = ai  z,  y = b'z , 
les  équations  des  perpendiculaires.  On  aura  (576) 
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Pt,  en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  donne  l’angle 
de  deux  droites  (581),  il  vient,  pour  l’angle  des  plans, 

„ AA'  + BB'+CC' 

COsV  = ■ . 

y/ A ! + Bs  + C*  V A’* + B”  + C* 

588.  Pour  que  les  plans  soient  perpendiculaires  entre  eux,  on 
doit  avoir  cos  V = 0 , c’est-à-dire , 

AA'+BB'-f  CC'  = 0. 

589.  Pour  que  les  plans  soient  parallèles,  ilfautposercosV=±l, 
ce  qui  donne 

± y/A’+lP+C2  v'A',  +B'ï+C,î  = AA'-f  BB'-j- CC' ; 
d’où  l’on  déduirait,  en  raisonnant  comme  dans  le  n°  583. 

A _ B _G 
A'  B'  C'* 

590.  Les  angles  d’un  plan  avec  les  plans  des  coordonnées  étant 
les  mêmes  que  ceux  d’une  perpendiculaire  à ce  plan  avec  les  trois 
axes,  on  aura,  pour  l’angle  de  deux  plans,  comme  pour  celui  de 
deux  droites, 

cos  V = cos  a cos  a'  -f-  cos  p cos  p’  -f-  cos  y cos  y, 

a,  p,  y,  et  a',  p',  y',  étant  les  angles  de  ces  plans  avec  les  plans 
coordonnés.  On  doit  avoir  aussi,  entre  ces  angles,  les  relations 

cossa  -f-  cos!p  -j-  cos*y  = 1 , cosV  -f-  cos5p'  cos!y'  = 1 . 

591.  Problème  XIX.  Trouver  l’angle  d'une  droite  et  d’un  plan. 
Si  on  mène  une  perpendiculaire  au  plan,  elle  fera  avec  la  droite 

donnée  un  angle  égal  au  complément  de  l’angle  cherché.  Soient 

A#  + Bÿ  + Cz  + D = 0 l’équation  du  plan , 
x = az-\-<L,  y = bz  - 1-  p celles  de  la  droite. 

A B 

En  posant  «'  = — , b1  = - , une  perpendiculaire  au  plan  a pour 
G G 

équations 

x — a z -f-  a',  y = b’z  -f-  P'. 

Mettons  les  valeurs  de  a'  et  b'  dans  la  formule  qui  exprime  le 
cosinus  de  l’angle  de  deux  droites  (581  ),  on  aura  le  sinus  de  l’angle 
cherché.  En  nommant  U cet  angle,  il  vient 

. TT  Aa  + B4  + G 

sin  U = • - — - . 

y/a»  p _|_  i y/A*  + B*  + C* 
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Aie 

Quand  la  droite  donnée  est  parallèle  au  plan , sin  U = 0;  donc 
\a  Bè  -f-  G = 0 : c’est  la  condition  connue  (571). 

Quand  la  droite  est  perpendiculaire  au  plan , sin  U = 1 : alors 
encore,  en  raisonnant  comme  dans  le  n°  583,  on  retrouve  A =«C, 
B =6C  (576). 


CHAPITRE  IV. 

TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  DANS  L’ESPACE. 


Formules  propres  aux  différents  cas. 

592.  Formules  pour  passer  a des  axes  parallèles  (fig.  23). 
Soient  Ox,  O y,  O-,  les  anciens  axes;  et  O'x',  Cf  y',  Cfz',  des  axes 
parallèles.  Nommons  f,  g,  h,  les  coordonnées  de  la  nouvelle  ori- 
gine O',  rapportée  aux  axes  primitifs;  x,  y,  z,  celles  d’un  point 
quelconque  M,  relativement  à ces  axes;  et  a/,  y ',  z,  celles  du 
même  point,  relativement  aux  nouveaux  axes.  Supposons  que  le 
plan  z'O'y'  rencontre  l’axe  Ox  au  point  A,  et  qu’un  plan  parallèle, 
mené  par  le  point  M,  aille  couper  ce  même  axe  en  P,  et  l’axe  pa- 
rallèle en  F.  On  aura  OA  — f,  OP  = x,  0'P'  = AP  = x',  et  il  est 
évident  que  x — x'  -j-  f.  On  trouve  de  même  y — y'-\-g,  et  z = 
zf  -f  h.  Donc,  pour  passer  à des  axes  parallèles,  les  formules  sont 

[i]  x'  + f,  y=y'+g,  z—z'  + h. 

Chaque  coordonnée  doit  être  prise  avec  le  signe  qui  convient  à sa 
position. 

593.  Remarque.  Si  on  mène  par  le  point  O'  trois  axes  qui  aient 
de  nouvelles  directions,  et  si  on  veut  exprimer  x,  y,  z,  en  coor- 
données x",  y ",  s",  comptées  sur  ces  derniers  axes,  il  est  clair 
qu’il  suffira  d’obtenir  les  valeurs  de  x',  ÿ,  z',  en  fonctions  de  x", 
?/',  z",  et  d’ajouter  ensuite  à ces  valeurs  les  quantités  f,  g,  h.  C’est 
pourquoi  nous  supposerons  dans  la  suite  de  ce  chapitre  que  l’ori- 
gine reste  toujours  la  même. 

594.  Formules  générales  pour  changer  la  direction  des  axes. 
Soient  (fig.  24)  Ox,  O y,  O;,  trois  axes  quelconques  ; Ox',  Oÿ,  O;'. 
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trois  autres  axes;  x,  y,  z,  les  coordonnées  d’un  point  quelconque 
M rapporté  aux  premiers;  et  x! , y,  z',  celles  du  même  point  par 
rapport  aux  derniers.  Menons,  parallèlement  à l’axe  des  z,  la 
droite  MQ  qui  perce  le  plan  de  xy  en  Q;  et  ensuite,  parallèlement 
à l’axe  des  y,  la  droite  QP  qui  rencontre  la  ligne  des  x en  P : on 
aura  OP  = x,  PQ  = y,  QM  = z.  On  construira  d’une  manière  ana- 
logue OP'  = x',  P'Q'  = y',  Q'M'  = z'. 

Par  l’origine  imaginons  (sans  les  tracer,  afin  de  ne  pas  compli- 
quer la  figure)  trois  droites  ou  axes  auxiliaires  OA,  OB,  OC,  sa- 
voir : OA  perpendiculaire  au  plan  de  yz,  OB  perpendiculaire  à 
celui  de  xz,  et  OC  perpendiculaire  à celui  de  xy  ; puis,  projetons 
sur  chacun  de  ces  axes  les  deux  contours  x y -j-  z,  x'  -f-  y'  -}-  z'. 
OA  étant  perpendiculaire  aux  y et  aux  z,  les  projections  de  ces 
coordonnées  sur  OA  seront  nulles,  de  sorte  que  la  projection  du 
premier  contour  se  réduit  à x cos  xOA . Celle  du  second  contour 
estx'cosx'OA-j-y'cosy' OA-j-z'cosz'OA  (526).  Or,  il  est  évident 
que  les  deux  projections  doivent  être  égales;  donc 

x cos  xOA  = a/ cos  x'OA  -f-  y'  cosy'OA  -|-  z'  cos -OA. 

Cette  formule  donne  x en  fonction  de  x',  y',  z'.  On  en  obtient  de 
semblables  pour  y et  z,  en  faisant  les  projections  sur  OB  et  OC. 

Convenons  de  représenter  en  général  l’angle  de  deux  droites  en 
mettant  entre  deux  parenthèses  les  lettres  affectées  à ces  droites, 
de  telle  sorte,  par  exemple,  que  les  angles  xOA,  x'OA,  etc.,  soient 
désignés  par  (xA),  (x'A),  etc.  Alors  les  trois  formules  s’écriront 
ainsi  : 

Îxcos(xA)  = x'cos(x’A)  -j-  y'cos(y'A)  -f-  z'cos(z'A), 
y cos(yB)  — x'cos(x'B)  -j-  ÿ cos(y'B)  -)-  z'cos(z'B), 
z cos(zC)  = x'cos(x'C)  -f-  y'cos(y'C)  -j-  z'cos(z'C). 

Comme  il  arrive  rarement  qu’on  ait  besoin  de  changer  des  axes 
obliques  en  d’autres  axes  obliques,  ces  formules  sont  peu  em- 
ployées dans  les  calculs. 

595.  Changement  des  coordonnées  rectangulaires  en  obliques. 
Dans  ce  qui  précède,  on  peut  supposer  les  axes  des  x,  des  y et 
des  z perpendiculaires  entre  eux.  Alors  les  droites  auxiliaires 
OA,  OB,  OC,  coïncident  avec  ces  axes,  et  on  a cos(xA)  = l, 
cos(yB)  = i , cos(zC)  = 1 ; de  plus,  on  doit  remplacer  partout  A, 
B,  C,  par  x,  y,  z. 

27 
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Pour  abréger,  on  pose 

cos  [x'x)  = a,  cos  [xfy)  — a',  cos  (x'z)  = a", 
cos  (i/x)  — b,  cos  (y  y)  = b\  cos  {y'z)  = b", 
cos  [z'x)  = c,  cos  (2' y)  = c',  cos  (s1 2)  = c"  ; 

et  les  formules  cherchées  seront 

1x  = axf  -| -hj  -f-ex', 
y — a’x'  -\-b'ÿ  -\-J  2', 

2 = a"x‘ -f- b"  y' + C'Y. 

Les  trois  angles  qui  servent  à fixer  la  direction  de  chacun  des 
nouveaux  axes  ne  sont  pas  entièrement  arbitraires  : d’après  des 
relations  connues  (530,  585) , on  doit  avoir 
aI  + o',  + a‘'1  = 1, 

[a]  6*  + 6'*  + 4"’  = l, 

1 cs  +c'’+c"*  = 1. 

596.  Remarque.  Si  on  résout  les  équations  [3]  par  rapport  à 
x',  y',  2',  on  aura  des  formules  propres  au  cas  où  l’on  voudrait 
transformer  des  coordonnées  obliques  en  rectangulaires. 

Ensuite,  ces  nouvelles  formules,  combinées  avec  les  précé- 
dentes [3] , pourront  servir  à passer  des  axes  obliques  à d’autres 
axes  obliques.  11  suffira,  en  effet,  d’effectuer  deux  transformations 
successives  : la  première , pour  remplacer  le  système  oblique  par 
un  système  rectangulaire;  et  la  seconde,  pour  substituer  à ce 
dernier  un  autre  système  oblique. 

597.  Changement  des  axes  rectangulaires  en  d’autres  axes  rec- 
tangulaires. On  se  servira  des  mêmes  formules  que  dans  le  numéro 
précédent , 

x — ax'  -\-bÿ  -|-  cz\ 

1*1  y — a'x'  + b' y'  + c'z', 

z = aV-f  é"y'-f-cV. 

Mais  il  faut  exprimer  que  les  nouveaux  axes  sont  aussi  perpendi- 
culaires entre  eux  : pour  cela,  on  égale  à zéro  les  expressions  de 
cos  (x'y'),  cos  [tfz'),  cosJyY),  en  fonctions  des  cosinus  a,  b,  c,  etc. 
(533, 585).  En  réunissant  ces  nouvelles  équations  de  condition  aux 
trois  qu’on  a déjà,  il  y en  aura  six  en  tout,  savoir  : 

a*  -f  a'*  -f  «"*  = 1 , , «6  + a'b'  + a”b"  = 0, 

0]  j A*  + A'*  -f-  b"'  = 1 , [b]  | ac  -j-  a!c  -j-  a"c”  = 0, 

'cs  + <«  _j-c"’  =1;  * bc  -f-  Vd  -f  b"c"  = 0. 
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Ces  équations  peuvent  servir  à trouver  six  des  neuf  cosinus  a,  a', 

a",  b, Je  ferai  connaître  tout  à l'heure  de  nouvelles  relations 

qui  se  déduisent  de  celles-là,  et  qui  sont  d’un  fréquent  usage. 

598.  Remarquons  d’abord  que  les  deux  systèmes  d’axes  étant 
rectangulaires,  il  s’ensuit  que  x',  y,  ï,  doivent  s’exprimer  en 
x,  y,  z,  par  des  formules  analogues  aux  précédentes  [4].  Et  en 
effet,  si  on  se  rappelle  quels  cosinus  sont  désignés  par  a,  ci,  a”, 
b,  b',  b",  c , d,  c",  et  si  on  projette  les  trois  coordonnées  x,  y,  z , 
sur  l’axe  Ox',  puis  sur  l’axe  Oy',  puis  sur  l’axe  Os',  on  obtient 

!x?  = ax  -f-  a'y  -j-  a”z, 
y = bx  -f  b'y  -j-  b"z, 

J — ex  -{-c'y  - j-  c"z. 

On  peut  encore  trouver  ces  valeurs  au  moyen  des  équations  [4]. 
Par  exemple , pour  avoir  x',  on  les  multiplie  respectivement  par 
a,  a',  a",  puis  on  les  ajoute  : en  ayant  égard  aux  relations  [a]  et  [6], 
il  vient  x'  az  -f-  a'y  -j-  a"z.  On  obtient  de  la  même  manière 
y'  et  z'. 

599.  Il  doit  exister  aussi , entre  les  coefficients  de  ces  valeurs , 
six  relations  analogues  à celles  qui  ont  lieu  entre  les  coefficients  des 
valeurs  [4]  de  x,y,z;  et  d’ailleurs  ces  relations  peuvent  se  trouver 
directement.  D’abord  il  est  clair  que  a,  b,  c,  sont  les  cosinus  des 
angles  formés  par  l’axe  des  x et  avec  ceux  des  x\  y',  z';  et  puisque 
ceux-ci  sont  rectangulaires,  on  doit  avoir  a*  -j-  b*  -j-  c2  = f . Même 
raisonnement  à l’égard  de  a',  b',  c',  et  de  a",  b",  c".  En  second 
lieu , l’angle  (xy)  a pour  cosinus  ao!  -f-  bb'  -j-  cd  : or,  cet  angle 
étant  droit,  on  a aa'  -j-  bb'  -f-  cd  i=  0.  Même  raisonnement  pour 
les  angles  [xz)  et  (yz).  Ainsi , en  même  temps  que  les  équations  [a] 
et  [4] , on  a toujours  les  suivantes  : 

/ a*  -f-  b2  + c*  = 1 , / aa’  bb'  -f-  cd  — 0, 

[c]  a'1  + b'2  + d2  = 1 , [rf]  aa"  -f  bb"  -f  ce"  = O, 

U*»  + b"2  + c"2  = 1 . ‘ à a"  + b' b"  + de" = 0. 

On  peut  encore,  par  des  considérations  géométriques,  arriver 
à d’autres  équations;  mais  il  resterait  alors  des  difficultés  sur 
quelques  signes  ambigus.  11  sera  mieux  de  les  établir  comme  con- 
séquences des  équations  [n]  et  [4];  et  tel  est  l’objet  du  théorème 
suivant,  dans  lequel  on  retrouve  aussi  les  dernières  équations 
|c]  et  [d]. 
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Sur  les  équations  de  condition  entre  les  neufs  coefficients  a,  a'. 


600.  Théorème.  Quelles  que  soient  les  neuf  quantités  a,  a',  a", 
b,  b',  b",  c,  d,  c",  si  elles  satisfont  aux  six  équations 

, a>  _j_  a'8  -j-  a"*  = 1,  ( ab  + a'b1  + a"b"  — 0, 

[a]  = [ô]  j ac  + a'c'  -j-  a'c"  = 0, 

( cx  -j-  c'x  -j-  d'*  = i . ' bc  + b'c'  + b"c"  = 0; 

je  dis  qu’elles  satisferont  également  à celles-ci  : 

, a«  4.  i*  + c»  — i,  | aa'  + bb'  + cd  — 0, 

[c]  a'» + 6',  + c'*  = l,  [d]  \aa" + bb" +cd'  = 0, 

( a">  + b’"1  + c"*  = 1 , ' a’ a"  -f  b’b"  -f  c’c"=  0; 

et  encore  aux  dix  suivantes , dans  lesquelles  on  devra  prendre  les 
signes  supérieurs  ensemble,  ou  bien  les  signes  inférieurs  en- 
semble : 

Îb'c"  — db"  — ± a,  cb"  — bc"  = ± a',  bc' — cb'  —±a", 
da" — a'c"  = ±b,  ac”  — ca"  — ±b',  ca'  — ac'  = ±b" , 
a'b " — b' a"  =±c,  ba"  — ab"  = ±d,  ab'  — ba'  — ±c", 
ab'c"  — ad  b"  + cclb"  — ba'c"  + bd  a"  — cb’a"  = ± 1 . 


Pour  démontrer  cette  proposition , je  prendrai  trois  indétermi- 
nées x',  ÿ,  z'  ; et  je  ferai 


M 


aud  + btj  + cz'  = x, 
a'x'  -j-  b’ÿ  + dz'  —y, 
a"x'  -f  b" y'  -}-  c"d  = z , 


x,  y , z,  étant  aussi  des  indéterminées.  Si  on  élève  ces  égalités  au 
carré  et  qu’on  les  ajoute,  il  vient,  en  ayant  égard  aux  relations 
[a]  et  [6] , 

x*  + y * + z'5  = xx  + ys  + z*. 


On  peut  obtenir  x'x  + ÿ'*  + z'1  en  tirant  des  équations  [a]  les  va- 
leurs de  x',  y',  d,  et  en  ajoutant  leurs  carrés.  Or,  ces  valeurs  elles- 
mêmes  peuvent  se  calculer  de  deux  manières  différentes. 

Premièrement,  on  peut  multiplier  les  équations  [a]  respective- 
ment par  a,  a',  a",  et  les  ajouter  ensuite.  En  ayant  toujours  égard 
aux  relations  [a]  et  [6],  on  trouve  x'=ax-j-a'ÿ  + n''z.  On  aurait 
y'  et  z'  en  ajoutant  ces  mêmes  équations,  après  les  avoir  multi- 
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pliées  respectivement  par  6,  b',  b",  ou  par  c,  d,  c".  De  cette  ma- 
nière on  obtient 

od  = ax  + a'y + a"z , 
ÿ = bx  + b'y  + b"z, 
z1  = ex  - f-  c'y  -(-  c"z  ; 

et  par  suite  on  a 

*'‘+.y',+s',=  («*+ô,+  c*)x+  (a'+6'+  c")y*+  (a"+  6"’+c",)2» 
-)-  2(aa+  66'+  cc')xy-\-  2(aa+  66+ cc”)xz- f-  2(a'a'+  6'6'+ dd')yz. 

Cette  expression  doit  être  identiquement  la  même  qui  a été  trouvée 
plus  haut  ; donc  les  coefficients  des  carrés  x *,  y*,  z *,  doivent  être 
égaux  à l’unité , et  ceux  des  produits  xy,  xz,  yz,  doivent  être  nuis. 
Ainsi  se  trouvent  démontrées  les  relations  [c]  et  [d]. 

Secondement,  on  peut,  ainsi  que  l’a  fait  Lacroix,  tirer  des  éq.  [a] 
les  valeurs  de  x',  y\  z',  comme  on  s’y  prend  ordinairement  pour 
résoudre  les  équations  du  1er  degré  ; et,  de  cette  manière,  en  posant 
ab'c" — ad  b"  + ca'b"  — ba'd'  -(-  bd  a"  — cb'a"  = X , 
on  trouve 


V 

b'd'  — db" 

T —J 

, c6"  — 6c" 

4/  I 

bd  — cb' 

JL 

X 

x i 

h X 

y ^ 

X 

ÿ 

c'a" — a'c" 

< ï » _j 

J 

« 

« 

J 

41  1 

ca'  — ad 

X 

x 

r X 

y y 

X 

a' b —b' a" 

6a"  — ab" 

ab'—ba' 

z 

X 

X - 

V X 

y + 

X 

Ces  valeurs  doivent  être  identiques  avec  celles  qui  ont  déjà  été  ob- 
tenues plus  haut;  donc  on  a 

b'c"  — c'b"  = aX,  cb"  — 6c"  = a'X,  bd — c6'  = a"X, 
da" — a'd'  = 6X,  ad' — ca"  = 6'X,  ca’ — ad  =6"X, 
al  b" — 6'a"  =cX,  ba" — ab"  = c\  ab'  — ba!=drk.  , 

Pour  avoir  les  relations  [e],  il  suffit  donc  de  faire  voir  que  X=zb  1 . 
A cet  effet,  ajoutons  les  carrés  des  équations  qui  composent  la 
d"  ligne  des  neuf  équations  ci-dessus;  et,  en  remarquant  que 
a’  -j-  a”  + a"*  = d , il  vient 

X»  = (6'c" — c'b"Y  -f  (c6"  — 6c")1  + (bd  — c6')s 
= (6*  -f  6's  + 6"*)(c*  + c'*  -f-  c"*)  — (6c  + 6'c'  + 6"c")*. 

Mais,  en  vertu  des  relations  données  [a]  et  [6],  le  dernier  membre 
se  réduit  à l’unité  ; donc  X = ± d,  et  les  éq.  [e]  sont  démontrées. 
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Remarquez  bien  que  dans  toute  notre  démonstration  les  quan- 
tités a , a',  a",...  ne  sont  assujetties  qu’aux  conditions  exprimées 
par  les  éq.  [a]  et  (4j  : de  sorte  qu’elles  peuvent  être,  d'ailleurs,  in- 
différemment négatives  ou  positives,  plus  grandes  ou  plus  petites 
que  l’unité,  imaginaires  ou  réelles.  Ce  serait  donc  établir  une  res- 
triction inutile  que  de  les  considérer  comme  des  cosinus,  ainsi  que 
l’ont  fait  quelques  auteurs. 

Formules  (TEoler,  pour  passer  des  axes  rectangulaires  à d'autres  axes 
rectangulaires,  au  moyen  de  trois  angles,  9,  8,  <j/. 

t 

601.  Le  changement  des  axes  rectangulaires  en  d’autres  axes 
rectangulaires  étant  celui  dont  l’emploi  est  le  plus  fréquent,  les 
géomètres  ont  présenté  sous  des  formes  très-variées  les  formules 
propres  à ce  cas.  Celles  que  nous  avons  données  plus  haut  (597) 
sont  fort  simples  sans  doute,  et  elles  ont  l’avantage  de  conduire 
à des  calculs  symétriques;  mais  aussi  elles  ont  l'inconvénient  d’en- 
traîner toujours  à leur  suite  des  équations  de  condition,  auxquelles 
il  faut  avoir  égard  dans  le  calcul.  Il  n’en  est  ainsi  que  parce  que 
ces  valeurs  contiennent  neuf  constantes,  a,  b,  c,  etc.,  tandis  qu’il 
n’en  faut  réellement  que  trois  pour  fixer  les  directions  des  nou- 
veaux axes.  C'est  pourquoi  nous  allons  nous  réduire  strictement 
à ce  nombre  de  données,  et  prendre  avec  Eiler  trois  angles  <p> 
6,  «V,  savoir  (fig.  25)  : 

œ = l’angle  ROx,  compris  entre  l’axe  des  x et  la  trace  OR  du 
plan  de  aft/  sur  celui  de  xy; 

6 = l’inclinaison  du  plan  de  x'y  sur  le  plan  de  xy; 

<li  = l’angle  ROx'  compris  entre  l’axe  des  x'  et  la  trace  OR. 

Il  y a plusieurs  moyens  d’arriver  aux  formules  qui  ne  contien- 
nent que  ces  données  : celui  qu’on  va  exposer  consiste  à chercher 
les  valeurs  des  neuf  cosinus  a,  b,  c,  etc.,  en  fonctions  des  trois 
angles  ?,  0, 4'- 

Concevons  que  le  point  O soit  le  centre  d’une  sphère  dont  la 
surface  est  rencontrée  aux  points  A,  B,  C,  ü,  E,  parles  lignes  Ox, 
OR,Ox',Oy,Os;  et  formons  les  triangles  sphériques  ABC,  BDC,  BCE. 
En  supposant  les  arcs  et  les  angles  évalués  en  degrés,  on  a AB=<a, 
BD  = 90°  — <p,  BC  = 4»,  BE  = 90°,  CBD  = 0,  CBA  = 180°  — 6, 
CBE =90° — 8. 
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Rappelons  la  formule  connue  (93) 

cosot  = cos  {i  cos  y -J-  sin  fs  sin -y  cos  A, 

dans  laquelle  a,  (3,  y,  sont  les  trois  côtés  d’un  triangle  sphérique, 
et  A l’angle  opposé  au  côté  a.  En  appliquant  cette  formule  aux 
triangles  ABC,  BDC,  BCE,  on  obtient  facilement  cosCA,  cosCD, 
cos  CE,  c’est-à-dire  a,  d,  a".  On  trouve  ainsi 

a =cosCA=cosçcos^  — sin  ? sin4>cos0, 
d ==  cosCD  = sin  ? cos 4*  -|-  cos®  sin  4 cosfl, 
d'=  cosCE  = sin  4*  sin  6. 

i 

Il  est  facile  de  déduire  de  ces  valeurs  celles  de  b,  b',  b ",  c,  c,  d'. 
En  effet,  si  on  change  d’abord  4'  en  90°  + 4',  la  ligne  Ox'  va  se 
placer  sur  O//',  et  par  suite  les  valeurs  de  a,  a',  d' , deviennent 
celles  de  b,  b',  b",  savoir  : 

b = — cos<psin4'  — sin  ©cos  4 cosO, 
b'  — — sin  © sin^  cos<f  0034-  cosô, 

4"  = cos  4*  sin6. 

Ensuite,  si  on  remplace  0 par  90°+  0,  dans  les  valeurs  de  a , 
d,  a",  le  plan  x'OR  devient  z'OR;  et  si  on  fait  en  outre  4'  = 90°, 
la  ligne  Ox'  devient  Oz'  : on  obtient  ainsi 

c = sin?  sin6, 
d — — cos  o sinO, 
c"  = cosO. 

En  substituant  toutes  ces  valeurs  dans  les  formules  [4]  du  n°  597, 
il  vient 

Îx  = x'(cos<pcos4<  — si  n ? sin  4>  cos  8 ) 

— j/(cos<p  sin4»  + sin?  cos  4<  cosO)  -f-  z'sin?sin8, 
y =x'(sin<pcos4>  + cos?  sin^cosO) 

— y'  (sin?  sin  4* — cos  ? cos  4'  cos  0)  — z'cos  ? sin  0, 
z =x'sin4'sinO-f-y'cos4'sin8-f-  z'cosO. 

Telles  sont  les  formules  d’EuLKR.  Leur  généralité  est  sujette  à 
une  légère  restriction,  laquelle  résulte  de  ce  qu’on  a supposé,  en 
calculant  b,  b',  b',  que  la  portion  d’axe  sur  laquelle  se  comptent 
les  valeurs  positives  de  xj  était  placée,  par  rapport  à la  trace  OR, 
à 90°  au  delà  de  l’axe  des  x'.  Si  on  voulait  qu’elles  fussent  comp- 
tées du  côté  opposé  Oy,,  il  faudrait,  en  passant  des  expressions 
de  a,  d , a",  à celles  de  b,  b',  b",  remplacer  49  non  par  90“ -f-  4', 
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mais  bien  par  270°+  4s  ou,  ce  qui  est  plus  simple,  on  change- 
rait dans  les  formules  [6]  les  signes  des  termes  en  y'. 

602.  Quand  on  prend  la  trace  OR  pour  la  ligne  des  x',  les  for- 
mules se  simplifient  considérablement.  Il  faut  alors  faire  ^=0, 
ce  qui  les  réduit  aux  suivantes  : 

, x = x'cos©  — ysin  © cosô  -}-  z'sin  <?  sinO, 

[7]  | y = x'sin -f-  y'costf cosO  — z'costpsiné, 

( z = y'siné  -j-  z'cosO. 

Formules  pour  trouver  l’intersection  d’une  surface  par  un  plan. 

603.  Lorsqu’on  a l’équation  d’une  surface  F [x,  y,  z)  = 0,  et 
qu’on  veut  connaître  l’intersection  de  cette  surface  par  un  plan, 
la  première  idée  qui  se  présente,  c’est  de  rapporter  cette  inter- 
section à deux  axes  tracés  dans  son  plan  même  : or  voici  une 
méthode  pour  y parvenir. 

Supposons  que  les  axes  des  x,  y,  z,  soient  rectangulaires.  Pour 
déplacer  aussi  l’origine,  ajoutons  aux  valeurs  [6]  les  coordonnées 
/',  g,  h,  de  la  nouvelle  origine  (593),  et  substituons  ensuite  ces 
valeurs  dans  l’équation  F ( x , y,  z)  — 0.  Alors  la  surface  sera  rap- 
portée aux  nouveaux  axes;  et  si  on  fait  0 dans  l’équation  ré- 
sultante, on  aura  l’intersection  de  ce  surface  par  le  plan  de  x'y', 
qu’on  peut  toujours  supposer  être  le  plan  donné. 

Mais  on  peut  faire  z1—  0 dans  les  formules  avant  la  substitu- 
tion; et  même,  si  on  n’a  point  d’autre  but  que  de  connaître  l’in- 
tersection de  la  surface,  on  peut  simplifier  encore  les  calculs  en 
prenant  l’axe  des  x'  parallèle  à la  trace  OR  (fig.  23),  ce  qui  revient 
à supposer  t}'  = 0.  De  cette  manière  on  a 

Ix— f -j-x'costf> — y'sin<?cosô, 
y = g + x'sin  <p  -(-  y'cos?  cosO, 
z = h -j-y'siné. 

Ces  valeurs  ne  conviennent  plus  qu’au  plan  donné,  de  sorte  qu’en 
les  mettant  dans  F(x,  y,  z)  = 0,  on  aura  l’équation  de  la  section 
cherchée. 

604.  Si  on  veut  trouver  directement  les  formules  [8],  on  le  fera 
par  la  construction  suivante.  Soit  M (fig.  26)  un  point  quelconque 
pris  dans  le  plan  y' Ox',  dont  la  trace  sur  le  plan  xOy  est  Ox1;  et 
soient  les  coordonnées  0F=x,  PQ=y,  QM=z,  0F=x',  P'M=y'. 
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Joignez  P'Q,  et  menez  P'G  parallèle  à O y et  P'H  parallèle  à Ox. 
La  ligne  P'Q  est  perpendiculaire  à Ox',  l’angle  HQP  est  égal  à xOx', 
et  l’angle  MP’Q  est  égal  à l’inclinaison  du  plan  y'Ox’  sur  le  plan 
ÿOx  : on  fait  MP'Q  = 6 et  x'Ox  — <p . Gela  posé,  les  triangles  rec- 
tangles MQP',  QP'H , OGF,  donnent  MQ  = y'  sin  0 , QP'  = ÿ cos  6 , 
HP'  = QP'  sin  <p,  HQ  = QP'  cos  <p,  OG  = x'  cos  <p,  GP'  = x sin  * . 

Mais  on  a x = OG — HP',  y = GP'  -j-  HQ,  z = MQ  ; et  en  mettant 
au  lieu  des  lignes  leurs  valeurs,  puis  ajoutant  les  constantes  f,  gr,  h, 
on  retrouve  les  formules  [8]. 

Coordonnées  polaires. 

605.  Une-autre  sorte  de  transformation  est  encore  usitée  : c’est 
celle  des  coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées  polaires.  Sup- 
posons (fig.  27}  que  la  ligne  OM  soit  projetée  en  OM'  sur  le  plan  de 
xy,  et  qu’on  donne  la  distance  OM , l’angle  MOM'  formé  par  cette 
ligne  avec  sa  projection  sur  le  plan  xO y,  et  l’angle  M'Ox  que  cette 
projection  fait  avec  l’axe  des  x.  Posons  OM=p,  MOM'— 6,  M'Ox=tp; 
et  soient  toujours  OP  = x,  PM'=y,  MM'=z,  les  coordonnées 
rectangulaires  du  point  M. 

Les  triangles  OPM',  OMM',  donnent  x = OM'  cos  <p,  y = OM'  sin  <p, 
OM'  = p cos  0,  s = p sin  6 ; par  conséquent 

x = p cos  0 cos  <p , y — p cos  0 sin  cp,  z = psinO. 

Si  on  transporte  dans  la  Géométrie  les  dénominations  employées 
par  les  astronomes,  p sera  le  rayon  vecteur  du  point  M,  0 en  sera  la 
latitude,  et  <p  la  longitude. 

Au  lieu  des  angles  0 et  <p,  on  peut  se  servir  des  angles  a,  (3,  y, 
formés  par  le  rayon  p avec  les  trois  axes  rectangulaires.  Alors  on  a 
x = p cos  a,  y = p cos  3 = p cos  y : mais  il  faut  établir,  entre  a, 
P,  Y,  la  relation  cos’  a -f  cos*  ? -)-  cos!  y = i . 


CHAPITRE  Y. 

ÉNUMÉRATION  DES  SURFACES  RENFERMÉES  DANS  LE  SECOND  ORDRE 


Sur  la  classification  des  surfaces  en  général. 

606.  Quand  une  surface  est  représentée  par  une  équation  entre 
des  coordonnées  x,  y,  z,  parallèles  à trois  axes,  si  on  veut  la  rap- 
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porter  à d’autres  axes,  il  faut  mettre  dans  l’équation,  à la  place  de 
x , y,  z,  leurs  valeurs  en  fonction  des  nouvelles  coordonnées.  Or, 
ces  valeurs  étant  de  la  forme  ax‘  -f~  bÿ  -|-  cz'  + /,  il  s’ensuit  que 
l’équation  transformée  restera  algébrique  ou  transcendante  selon 
que  la  proposée  est  elle-même  algébrique  ou  transcendante.  Mais 
ce  qu’il  importe  le  plus  de  remarquer  ici,  c’est  que  le  degré  d’une 
équation  algébrique  ne  peut  pas  changer. 

D’abord  il  est  évident  qu’il  ne  peut  pas  augmenter,  puisqu’on 
remplace  x,  y,  z,  par  des  valeurs  du  premier  degré  en  xf,  ij,  z1; 
et,  d’un  autre  côté,  il  ne  peut  pas  uon  plus  diminuer,  autrement  le 
degré  de  la  nouvelle  équation  devrait  croître  si  on  repassait  aux 
premiers  axes.  C’est  sur  cette  remarque  qu’est  fondée  la  distribution 
des  surfaces  algébriques  en  différents  ordres,  d’après  le  degré  de 
leurs  équations.  Le  plan  est  la  seule  espèce  de  surface  qu’il  y ait 
dans  le  premier  ordre.  Nous  verrons  bientôt  qu’il  y en  a cinq  dans 
le  second  ordre. 

607.  Une  propriété  géométrique  est  attachée  à chaque  ordre  : 
elle  consiste  en  ce  qu’une  surface  de  l’ordre  m ne  peut  pas  être 
coupée  par  un  plan  suivant  une  ligne  d'ordre  supérieur  à m,  ni  être 
rencontrée  par  une  droite  en  plus  de  m points. 

En  effet,  si  on  prend  le  plan  sécant  pour  celui  de  xy,  et  qu’on 
fasse  s = 0 dans  l’équation  de  la  surface , on  aura  l’équation  de 
l’intersection  de  la  surface  avec  le  plan  sécant  ; or,  cette  équation 
est  au  plus  du  degré  m. 

En  second  lieu,  une  droite  étant  donnée,  on  peut  la  prendre  pour 
l’axe  des  x;  et  si  alors  on  fait  3 = 0,  y = 0,  dans  l’équation  de  la 
surface,  on  aura  une  équation  qui  sera  au  plus  du  degré  m,  et  qui 
donnera,  pour  valeurs  de  x,  les  distances  de  l’origine  aux  diffé- 
rents points  de  l’intersection  de  la  surface  avec  la  droite  : donc  le 
nombre  des  intersections  ne  surpasse  point  m. 

608.  Dans  certains  cas,  l’équation  dans  laquelle  on  fait  s = 0 se 
trouve  vérifiée  par  cette  seule  substitution.  Alors  elle  contient  le 
facteur  z dans  tous  ses  termes , et  on  peut  l’écrire  sous  la  forme 
Y 3 = 0.  On  y satisfait  donc  en  posant  soit  V = 0,  soit  3 = 0.  Or, 
l’équation  3=0  détermine  le  plan  de  xy\  et  l’autre  équation,  V = 0, 
u’est  plus  que  du  degré  m — 1 : ainsi  l’équation  donnée  ne  repré- 
sente plus,  à proprement  parler,  une  surface  de  l’ordre  m. 

Il  peut  aussi  arriver  que  les  hypothèses  y = 0,  3 = 0,  vérifient 
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l’équation  sans  aucune  détermination  de  x : alors  la  ligne  des  x est 
tout  entière  sur  la  surface. 

609.  Quant  aux  lignes  considérées  dans  l’espace,  la  principale 
distinction  à faire  est  celle  des  lignes  planes  et  des  lignes  à double 
courbure.  Les  unes  peuvent  être  comprises  tout  entières  dans  un 
plan,  les  autres  ne  le  peuvent  pas.  Le  plus  généralement  les  lignes 
à double  courbure  sont  données  par  des  intersectious  de  surfaces, 
mais  elles  ne  peuvent  être  assujetties  à aucune  classification  fondée 
sur  l’ordre  des  surfaces  : car  on  peut  varier  d’une  infinité  de  ma- 
nières deux  surfaces  sans  changer  leur  intersection.  A la  vérité,  on 
pourrait  considérer  les  courbes  dans  leurs  projections  (530)  : mais 
il  arriverait  encore  alors  qu’en  changeant  les  plans  de  coordonnées 
les  projections  pourraient  n’être  plus  représentées  par  des  équa- 
tions du  même  degré;  par  conséquent,  une  classification  établie 
sur  l’ordre  des  projections  serait  défectueuse. 

Simplification  de  l’éqnation  générale  du  second  degré:  évanouissement 
des  trois  rectangles. 

610.  On  pourrait  reconnaître  les  différentes  surfaces  renfermées 
dans  l’équation  du  second  degré  en  suivant  la  même  marche  que 
pour  les  lignes  du  second  ordre.  Mais  comme  alors  on  serait  obligé 
de  distinguer  un  grand  nombre  de  cas , il  vaut  mieux  commencer 
par  simplifier  l’équation. 

Menons  dans  la  surface  une  suite  de  cordes  parallèles,  prenons 
les  2 parallèles  à ces  cordes , et  laissons  arbitraires  l’origine  et  la 
direction  des  x et  des  y.  L’équation  de  la  surface  peut  être  mise  sous 
la  forme 

[A]  kx' + A'y* + A"2*  +2Bxy  + 2B'.rs  + 2B''yz 

-f  2C2  + 2Cy  + 2C"s  -j-  F = 0. 

On  en  tire 

fh'x  B"y  C"  cr 

2- ±VR» 

R étant  une  fonction  de  x et  y.  Il  est  visible  que  le  plan  dont  l’é- 
quation est 

— B'x  — Br'y— C" 

A" 

coupe  toutes  les  cordes  parallèles  aux  s en  leurs  milieux;  donc, 
si  on  avait  pris  tout  d’abord  le  plan  de  xy  parallèle  à ce  plan,  on 
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aurait  dû  trouver,  pour  ce  plan  diamétral , z = constante.  C’est-à- 
dire  qu’alors  on  a B'=0,  B''=0,  et  que  par  conséquent  l’équation 
de  la  surface  se  réduit  à 

[B]  Ax! + ky + A"z*  + 2B xy  + 2Cx  + 2C  'y  + 2C"z  + F ==  0. 

Afin  d’opérer  une  plus  grande  simplification,  changeons  la  di- 
rection des  x et  des  y,  sans  changer  ni  leur  plan,  ni  l’origine,  ni 
l’axe  des  z.  Il  n’y  a dans  [B]  que  les  termes  fonctions  de  x et  de  y 
qui  varieront;  et  il  est  évident  qu’ils  seront,  après  la  transforma- 
tion , les  mêmes  que  si  on  n’eût  considéré  que  la  trace  de  la  sur- 
face sur  le  plan  de  xy , laquelle  trace  s’obtient  en  faisant  z — 0 
dans  [B],  et  a pour  équation 

Ax*  + A y + 2B  xy  + 2Cx  + 2C  'y  + F = 0. 

Or,  en  changeant  la  direction  des  x et  des  y,  on  peut  toujours  faire 
disparaître  de  cette  dernière  équation  le  rectangle  xy,  on  peut 
donc  opérer  aussi  la  même  simplification  dans  l’équation  [B] , et 
par  conséquent  lui  donner  cette  forme  plus  simple, 

[C]  Px1  + P y + P"z* — 2Qx — 2Q  'y  — 2Q"z  + F = 0. 

laquelle  comprend  encore  toutes  les  surfaces  du  second  ordre. 

Il  faut  bien  remarquer  qu’on  peut  avoir  cette  forme  d’équation 
avec  une  infinité  de  systèmes  d’axes  obliques  : car  d’abord  on  peut 
donner  une  infinité  de  directions  différentes  aux  cordes  parallèles 
de  la  surface,  ce  qui  change  l’axe  des  z;  et  ensuite,  quand  le  plan 
de  xy  est  déterminé,  on  peut  encore  faire  évanouir  le  rectangle  xy 
en  variant  d’une  infinité  de  manières,  dans  ce  plan,  les  axes  des  x et 
des  y.  Et  remarquez  encore  que  tous  ces  changements  se  font  sans 
déplacer  l’origine  primitive,  qui  reste  tout  à fait  arbitraire. 

Réductions  ultérieures. 

6H.  Pour  obtenir  de  nouvelles  simplifications,  disposons  de 
l’origine.  A cet  effet  on  remplace  x,  y,  z,  par  x + f,  y -fÿ,  z+A; 
et  l’équation  [C]  devient 

Px*+py +p*z*  ) 

[D]  +2(P/’-Q)x+2(P'ÿ-Q')y+2(P"A-Q")z  =0. 

-f  P/1* + Frf+ FA*  — 2Q/* — 2Q'y — 2Q"À  + F ) 

1°  Si  la  disparition  des  rectangles  n’a  fait  évanouir  aucun  des 
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trois  carrés  dans  [C] , les  coefficients  P,  F,  P",  sont  différents  de 
zéro , et  l’on  fera  disparaître  de  l’équation  [D]  les  trois  termes  du 
1*'  degré  en  posant  P f — Q=  0,  Vg — Q’=0,  P"A  — Q"=0,  d’où 
Q Q'  Q" 

f—  p ^ = pi > h — pj'  Al°rs  l’équation  transformée  [D]  prend 
la  forme 

[E]  p**  + py  + pv  = H. 

2°  Supposons  qu’un  des  carrés  manque  dans  [C]  : par  exemple, 
soit  P =0.  La  valeur  précédente  de  f devient  infinie,  alors  le  terme 
en  x de  la  transformée  [D]  ne  renferme  plus  l’indéterminée  f,  et 
il  n’est  plus  possible  de  le  faire  évanouir.  Mais  on  fera  disparaître 
les  premières  puissances  de  y et  de  z,  ainsi  que  la  partie  constante, 
en  prenant 

Q'  ,_Q"  ,_Py+P”A*  — 2Q'0— 2Q"A  + F 

n -T.  « — , , / " ^ ^ i 


et  l’équation  de  la  surface  sera 


[F]  py+PV=2Qx. 

On  pourrait  craindre  que  la  dernière  valeur  de  f ne  fût  infinie; 
mais  il  est  permis  de  supposer  Q différent  de  zéro.  En  effet,  si, 
outre  P=0,  on  avait  Q=0,  l’équation  [C]  ne  contiendrait  point  x; 
donc  en  prenant  pour  g et  h les  valeurs  ci-dessus,  la  transformée 
aurait  la  forme  P’y’  -j-  PV=H,  laquelle  est  déjà  comprise  dans 
l’équation  [E]. 

3°  Enfin , considérons  le  cas  où  l’éq.  [C]  aurait  perdu  deux  carrés 
à la  fois , et  supposons  qu’elle  soit  P "z* — 2Qx — 2Q  y — 2Q''z-j-F=0. 
Alors,  on  ne  peut  pas  faire  évanouir  les  termes  en  x et  y,  mais, 


en  prenant  h = 


Q' 


le  terme  en  z disparaît  encore,  et  l’éq.  [D],  en 


nommant  F la  partie  constante,  devient 


PV— 2Qx — 2Q  ’ y + F = 0 . 


Faisons  z = 0 : cette  équation  donne  2Qx  + 2 Q'y  = F',  ce  qui 
prouve  que  le  plan  de  xij  coupe  la  surface  suivant  une  droite.  Un 
peut  prendre  cette  droite  pour  ligne  des  y,  et  ce  changement  n'al- 
térera point  le  terme  P "z*.  Mais  les  termes — 2Qx  — 2Q'y  -f-  F' 
seront  remplacés  par  un  seul  de  la  forme  Sx;  car  il  faudra  que 
l’hypothèse  z = 0 donne  x=0.  L’équation  de  la  surface  deviendra 
donc  PV-fSx=0  : c’est  un  cas  particulier  de  l’équation  [F]. 
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Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  toutes  les  surfaces  du  2*  ordre, 
sans  exception,  sont  données  par  les  deux  équations 

[E]  Px'+  P'y’-f  PV=  H,  [F]  py+  P"2‘  =<l(±x. 

A la  vérité,  les  coordonnées  ne  sont  pas  rectangulaires;  mais  pour 
le  moment  cette  condition  est  inutile. 

Remarques  sur  les  équations  réduites.  — Distinction  entre  les  surfaces  qui 
ont  un  centre  et  celles  qui  n’en  ont  pas. 

612.  Le  caractère  distinctif  des  surfaces  renfermées  dans  les 
équations  réduites  [E]  et  [F],  et  qui  résulte  de  la  forme  même  de 
ces  équations,  c’est  que  les  unes  ont  un  centre,  et  que  les  autres 
n’en  ont  pas. 

En  effet,  les  équations  d’une  droite  passant  par  l’origine  sont 
z = az,  y = bz ; et  en  les  combinant  avec  [E],  on  aura,  pour  les 
deux  points  M et  M'  (fig.  28)  où  la  droite  rencontre  la  surface,  des 
coordonnées  égales  et  de  signes  contraires.  De  là,  il  est  facile  de 
conclure  que  l’origine  coupe  en  leurs  milieux  toutes  les  cordes 
menées  dans  la  surface  par  cette  origine.  Or,  cette  propriété  est 
la  définition  même  du  centre. 

Quant  aux  surfaces  de  l’éq.  [F],  si  elles  avaient  un  centre,  on 
pourrait  y placer  l’origine;  et  en  menant,  par  cette  origine,  une 
corde  quelconque  entre  deux  points  de  la  surface,  les  coordon- 
nées de  ces  deux  points  ne  devraient  différer  que  par  les  signes. 
Pour  que  cela  soit,  il  est  facile  de  reconnaître  que  l’équation  de 
la  surface  ne  doit  renfermer  aucun  terme  du  premier  degré  : or, 
quand  nous  avons  déplacé  l’origine  (6H)  pour  passer  de  l’éq.  [C] 
à la  transformée  [F],  nous  n’avons  conservé  le  terme  en  x que 
parce  qu’il  a été  impossible  de  le  faire  évanouir;  donc  l’éq.  [F] 
ne  représente  que  des  surfaces  dénuées  de  centre.  Il  est  bien  en- 
tendu que  Q est  différent  de  zéro  ; autrement  l’éq.  [F]  serait  un 
cas  particulier  de  [E]. 

613.  Cependant  il  faut  observer  que  si  ces  dernières  surfaces 
n’ont  pas  de  centre,  c’est  parce  que  les  coordonnées  qui  détermi- 
nent en  général  la  position  de  ce  point  deviennent  infinies,  ou  au 
moins  l’une  d’elles.  Ainsi,  à parler  exactement,  ces  surfaces  doi- 
vent être  regardées  comme  ayant  un  centre  situé  à l’infini,  et, 
par  conséquent,  on  pourra  leur  appliquer  les  propriétés  des  pre- 
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mières  en  y faisant  les  modifications  convenables.  C’est  ainsi  que 
les  paraboles  sont  des  ellipses  dont  les  axes  sept  infinis. 

614.  La  forme  de  l’éq.  [lij  met  encore  eu  évidence  d’autres  pro- 
priétés. Comme  elle  ne  contient  x,  y,  z,  qu’au  carré,  si  on  coupe 
la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  de  deux  axes  coordon- 
nés, on  voit  facilement  que  les  sections  sont  des  courbes  qui  ont 
leurs  centres  sur  le  troisième.  Or,  cette  propriété  est  celle  que 
nous  prendrons  pour  définition  des  diamètres;  donc  les  axes  ac- 
tuels des  coordonnées  sont  des  diamètres  de  la  surface. 

Quand  le  diamètre  est  perpendiculaire  aux  plans  des  sections 
parallèles,  c’est  un  diamètre  principal  ou  un  axe  de  la  surface. 

615.  Il  est  évident  aussi  que  l’éq.  [E]  donne  pour  chacune  des 
variables  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Chaque  plan 
coordonné  coupe  donc  en  leurs  milieux  une  suite  de  cordes  pa- 
rallèles; et,  pour  cette  raison,  on  dit  qu’il  est  un  plan  diamétral. 

Quand  un  plan  diamétral  est  perpendiculaire  aux  cordes  qu’il 
divise  en  leurs  milieux,  on  le  nomme  plan  diamétral  principal , 
ou  simplement  plan  principal.  Alors  les  cordes  elles-mêmes  peu- 
vent aussi  être  nommées  cordes  principales  ('). 

616.  Dans  une  surface  du  second  ordre,  quand  trois  diamètres 
sont  tellement  disposés  que  chacun  contient  les  centres  des  sec- 
tions parallèles  au  plan  des  deux  autres,  on  les  appelle  diamètres 
conjugués;  et  pareillemeiit , trois  plans  diamétraux  sont  conjugués 
lorsque  les  cordes,  que  chacun  coupe  par  moitié,  sont  parallèles  à 
l’intersection  des  deux  autres. 

De  ces  définitions  il  résulte  que  dans  l’éq.  [E]  les  axes  des  coor- 
données sont  des  diamètres  conjugués,  et  que  les  plans  coordon- 
nés sont  des  plans  diamétraux  conjugués.  En  général,  quels  que 
soient  les  diamètres  conjugués  ou  les  plans  diamétraux  conjugués, 
auxquels  on  rapporte  la  surface,  son  équation  doit  conserver  la 
forme  [E]  ; car,  si  elle  en  avait  une  autre,  les  conditions  qui  carac- 
térisent ces  plans  et  ces  diamètres  ne  seraient  pas  remplies. 


(')  En  général,  si  une  équation  algébrique  ne  contient  que  des  termes  de 
même  parité,  c’est-à-dire,  tous  de  degré,  pair,  ou  tous  de  degré  impair,  la  surface 
aura  l’origine  pour  centre.  L’équation  xyi1 — 2 xs  + ys+  I = 0 est  dans  ce  cas. 

Si  les  termes  sont  de  même  parité  seulement  par  rapport  à deux  coordonnées 
x et  y,  l’axe  de  la  troisième  sera  un  diamètre.  Exemple  : x*ylz—  — y — ;=0. 

Enfin,  si  tous  les  termes  sont  de  degré  pair  par  rapport  à une  seule  coordonnée, 
s,  le  plan  de  xy  est  un  plan  diamétral.  Exemple  : .tyxk — ,r5x’—  3* — 1 =0. 
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fil  7.  Dans  l’éq.  [F],  il  n’y  a que  l’axe  des  2 qui  soit  un  dia- 
mètre, et  il  n’y  a que  les  plans  de  xy  et  de  xz  qui  soient  plan? 
diamétraux.  Ces  deux  plans  sont  aussi  appelés  conjugués,  attendu 
que  les  cordes  que  chacun  d’eux  coupe  par  moitié  sont  parallèles 
à l’autre. 


Surfaces  douées  de  centre. 

618.  Ces  surfaces  sont  comprises  dans  l’équation 

[E]  Px’+  py+  PV=  H. 

Je  laisserai  d’abord  de  côté,  pour  y revenir  plus  tard  (625),  les 
cas  où  cette  équation  a quelque  coefficient  égal  à zéro.  En  chan- 
geant tous  les  signes,  si  cela  est  nécessaire,  on  peut  faire  qu’il  y 
ait  dans  le  1er  membre  deux  coefficients  positifs  : je  suppose  que 
ce  soient  P et  P'.  Alors  l’éq.  [E]  présente  trois  cas,  savoir  : 

[P]  pv  4-  py  + p v = 4-  h, 

[P']  iv  4-  py  — pv  = -|-  h, 

[pr/]  pv+  py  — pv= — h. 

On  ne  parle  pas  du  cas  PV  -f-  Py*  -f-  PV= — H,  parce  qu’il 
n’existe  aucun  point  dont  les  coordonnées  puissent  rendre  le  pre- 
mier membre  égal  à la  quantité  négative  — H. 

619.  Discutons  d’abord  l’équation  [P] 

iv  4 py  + PV  = II. 

Le  procédé  le  plus  simple,  pour  connaître  la  forme  d’une  surface, 
consiste  à chercher  ses  intersections  avec  les  plans  coordonnés  et 
avec  leurs  parallèles,  en  conséquence  : je  fais  alternativement 
2=0,  y = 0,  x = 0 , dans  [P],  Il  vient  PV  -|-  Py  = H, 
PV  4-  PV  = H , py  -j-  FV  = H ; donc  les  plans  coordonnés 
coupent  la  surface  suivant  des  ellipses,  AB,  AG,  BG  (fig.  29).  Afin 
d’éviter  la  confusion,  on  n’a  tracé  qu’un  quart  de  chacune. 

Pour  avoir  des  sections  parallèles  au  plan  de  xy,  je  fais  2 = y; 
et  j’obtiens  PV  + Py  = H — P'y , équation  qui  est  encore  celle 
d’une  ellipse.  A la  vérité,  cette  ellipse  est  la  projection  de  la  sec- 
tion sur  le  plan  de  xy;  mais  ici  cette  projection  est  égale  à la 
section  elle-même.  Donc,  si  on  prend  Oa  = y,  et  si  on  mène  le 
plan  aob  parallèle  à xOy,  la  section  ab  qu’il  fera  dans  la  surface 
sera  une  ellipse  égale  à celle  qui  est  donnée  par  l’équation  ci- 
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dessus.  Les  longueurs  de  ses  demi-diamètres,  parallèles  aux  x et 
aux  y,  sont 


ces  expressions  changent  avec  la  valeur  de  y . Elles  vont  en  dimi- 

VJJ 

— : à cette  limite  elles  sont 

nulles;  et  au  delà  elles  sont  imaginaires.  Il  s’ensuit  que,  si  on 

prend  OC  = y/—,  la  surface  n’aura  que  le  point  B de  commun 

avec  le  plan  RCS  parallèle  à xOy,  et  ne  s’étendra  pas  au-dessus. 

En  changeant  y en  — y,  on  a des  sections  situées  du  côté  des  z 
négatifs.  11  est  évident  qu’elles  sont  égales  à celles  qui  sont  pla- 
cées aux  mêmes  distances,  de  l’autre  côté  de  l’origine.  En  pre- 
nant OC'  = OC,  et  menant  le  plan  R'C'S'  parallèle  à xOy,  la  sur- 
face ne  dépassera  pas  ce  plan , et  n’aura  avec  lui  que  le  point  C' 
de  commun. 

On  trouverait  des  résultats  analogues  en  faisant  des  sections 
parallèles  aux  plans  de  xz  et  de  yz.  Mais  ce  qui  précède  donne 
une  idée  assez  précise  de  la  surface,  et  suffit  pour  prouver  qu’elle 
est  limitée  et  fermée  dans  tous  les  sens.  Elle  a reçu  le  nom 
d’ELLIPSOÏDK. 

On  donne,  à l’équation  [P]  une  forme  remarquable  en  y intro- 
duisant les  longueurs  des  diamètres  conjugués,  sur  lesquels  sont 
comptées  les  coordonnées  x , y,  z.  Divisons  d’abord  cette  équa- 

VH  /H  /H 

p,  à = y p,  c=  y—,  il 

viendra 

[p]  ^ + fr  + ^ = 1,  ou  4!c’x!  -j-  aVy*  -j-  a'b'zt  = a'tb,ci", 

a oJ  c 

et  il  est  évident  que  a,  b,  c,  sont  les  demi-diamètres  dont  il  s’agit  : 
car  si,  par  exemple,  on  fait  y = 0 et  z = 0,  on  trouve  x — ±a. 
Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires  et  qu’on  suppose 

a* 

b = a,  l’éq.  [/>]  devient  x * -f-  y*  -{-  — z*  = a*;  alors  toutes  les  sec- 
tions perpendiculaires  à la  ligne  des  z sont  des  cercles  qui  ont 
leurs  centres  sur  cette  ligne.  Comme  d’ailleurs  le  plan  de  xz 
coupe  la  surface  suivant  une  ellipse  qui  a cette  ligne  pour  un  de 

28 
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ses  axes,  ou  conclut  que  la  surface  est  engendrée  par  la  rotation 
d'une  ellipse  autour  d’un  de  ses  axes.  C’est  Y ellipsoïde  de  révolu- 
tion. 

Si  de  plus  on  suppose  c = 0,  l’équation  devient  x*  -f-  if  -f-  z* 
= a*  : c’est  celle  d’une  sphère  dont  le  centre  est  à l’origine. 
Pour  placer  le  centre  dans  une  position  quelconque,  il  faut  prendre 
l’équation 

(*-«)*  + (y -P)1 + (*-?)*  = «'• 

Il  est  clair,  en  effet,  que  tous  les  points  de  la  surface  sont  à la 
distance  a d’un  même  point  fixe  dont  les  coordonnées  sont  a,  P,  y : 
donc  la  surface  est  celle  d’une  sphère  qui  a ce  point  pour  centre, 
et  a pour  rayon. 

620.  Passons  à l’éq.  [P'], 

[F]  Px*  + F*y  — PV  = H. 


Les  sections  de  la  surface  par  les  plans  coordonnés  ont  pour 
équations  Px*  -f  Vif  = H,  P**  — F'z*  = H,  Vif  — F'z*  = H. 
La  première  détermine  une  ellipse  ABA'B'  (fig.  30);  et  les  deux 
autres,  des  hyperboles. 

En  faisant  z = ± y,  il  vient  Par*  -)-  Fy’  — H -J-  F'y*  ; donc  les 
sections  parallèles  au  plan  de  xy  sont  des  ellipses,  à quelque  dis- 
tance de  l’origine  qu’elles  soient  faites.  Elles  ont  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  parallèles  aux  x et  aux  y, 


oa 


= V/S±Si, 


+ py 

p' 


et  on  voit  qu’ils  peuvent  croître  jusqu’à  l’infini.  C’est-à-dire  que 
la  surface  s’ouvre  de  plus  en  plus  à mesure  qu’elle  s’éloigne  du 
plan  de  xy. 

L’éq.  [P^  n’étant  pas  semblable  par  rapport  h x,  y,  z,  les  plans 
parallèles  à xz  à yz  donnent  d’autres  résultats.  Soit  fait  y = ± p, 
on  a Px*  — P"z5  = H — P'fP;  donc  la  surface  est  coupée  suivant 
des  hyperboles  par  tous  les  plans  parallèles  à celui  de  xz.  Mais 
ces  courbes  n’ont  pas  toujours  leurs  branches  tournées  du  même 

/H 

côté.  Tant  que  P est  moindre  queOB  ou  Wp  (fig.  31),  le  dia- 
mètre transverse  des  sections  est  parallèle  aux  x : quand  § est  plus 
grand,  ce  diamètre  est  parallèle  aux  z. 

Entre  ces  deux  sortes  d’hyperboles,  on  trouve  deux  droites  qui 
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se  coupent  : car  |3=OB  donne  Pxs — P''z’=0,  d’ouxv'P=zfczyP".' 
Les  projections  de  ces  droites  sur  le  plan  de  xz  sont  évidemment 
les  asymptotes  communes  aux  projections  des  deux  sortes  d'hyper- 
boles (fig.  32).  Les  sections  parallèles  au  plan  de  yz  donnent  des 
remarques  analogues. 

On  doit  maintenant  se  faire  une  idée  assez  nette  de  la  surface 
que  nous  étudions , laquelle  est , comme  on  voit , tout  à fait  diffé- 
rente de  l'ellipsoïde.  On  la  nomme  Hïperboloïde  a une  nappe. 

Pour  mettre  en  évidence  les  diamètres  de  cette  surface , on 
divise  l’équation  [P1]  par  H,  on  fait  comme  dans  le  n°  619, 


a 


= y/p  » * = y/p;  et  il  vient 


m 


ï!  _i_  l!!  _ î!  — * 
-r  c«  — 


La  surface  rencontre  le  diamètre  des  x et  des  y aux  distances  a et 
b.  Mais  elle  ne  rencontre  pas  le  diamètre  des  z;  car,  en  faisant 
x — (J  et  y = 0,  on  trouve  z — zhc\j — 1 . C’est  pourquoi  l’on  dit 
qu’il  y a deux  diamètres  réels  et  un  diamètre  imaginaire. 

Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  et  qu’on  suppose 

(|* 

b = a,  l’équation  [//]  devient  x*  -)-  y'  — — z!  ==  a!  : alors  la  sur- 
face peut  être  engendrée  par  une  hyperbole  tournant  autour  de 
son  second  axe.  C’est  un  hypei'boloïde  de  révolution  à nappe. 

621 . Le  dernier  cas  des  surfaces  douées  de  centre  est 

[P"]  Px’  + Py  — PV  = — II. 

Pour  les  sections  des  plans  coordonnés , on  trouve  les  équations 
Px*-j-Py  = — H,  Px*  — P'z*  = — H,  P'*/8  — PV  = — H;  la 
première  est  impossible,  ce  qui  prouve  que  le  plan  de  xy  ne  ren- 
contre pas  la  surface  j les  deux  autres  représentent  des  hyper- 
boles (fig.  33). 

L’éq.  [P"]  donne  Px*  + P'ÿs  = P"z*  — H , et  de  là  on  conclut 

/ H 

que,  depuis  z = 0 jusqu’à  z = dt  W — , la  surface  n’est  point 
rencontrée  par  un  plan  parallèle  à celui  de  xy  : de  sorte  que , si 
on  prend  OC  = OC’  = y/^ , et  qu’on  mène  les  plans  RCS,  R'C'S', 
parallèles  à celui  de  xy,  la  surface  n’aura  aucun  point  entre  ces 
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plans.  Lorsque  z = ±OC,  la  section  n’est  encore  qu’un  seul 
point,  G ou  C';  mais,  en  faisant  croître  ensuite  z jusqu’à  dbc *>, 
on  obtient  des  ellipses  réelles,  telles  que  aba'b’,  dont  les  diamètres 
augmentent  jusqu’à  l’infini. 

Quant  aux  sections  parallèles  au  plan  de  xz,  ou  à celui  de  yz, 
elles  sont  toujours  des  hyperboles  semblables  et  semblablement 
placées. 

La  forme  de  la  surface  est  facile  à saisir.  Elle  diffère  essentielle- 
ment de  l’ellipsoïde  en  ce  qu’elle  s’étend  à l’infini;  et  de  l’hyper- 
boloïde  à une  nappe,  en  ce  qu’elle  est  composée  de  deux  nappes 
disjointes.  On  la  nomme  Htperboloïde  a deux  nappes. 

En  mettant  les  diamètres  en  évidence,  l’éq.  |P"]  se  change  en 


W'\ 


Les  diamètres  2a  et  26  sont  imaginaires , le  3e  diamètre  2 r est 
seul  réel. 

L’hypothèse  b=a  réduit  l’éq.  à celle-ci  : x*-j -y* — — :’= — a’, 
laquelle  représente  un  hyperboloide  de  révolution  à deux  nappes. 


Surfaces  dénuées  de  centre. 


(122.  Ces  surfaces  sont  renfermées  dans  l’éq.  [F]  (611), 

[F]  F/  + P"z*  = 2Qx. 

On  peut,  si  on  le  veut,  changer  tous  les  signes,  et  aussi  le  sens 
des  x positifs  ; et  de  cette  manière  on  pourra  rendre  positifs , s’ils 
ne  le  sont  déjà,  les  coefficients  de  y1  et  de  x.  De  là  il  suit  que 
l’éq.  jF)  n offre  que  deux  cas  généraux,  savoir  : 

JQ]  Py*  -f  P"z*  = 2Qx,  [Q']  py  — P”z1  = 2Qx. 

623.  Considérons  d’abord  la  surface  qui  résulte  de  l’éq.  [Q]. 
Pour  les  sections  des  plans  coordonnés , on  a les  équations 
Py’  y P"z*  = 0,  py  = 2 Qx,  P"z*  = 2Q:r  : la  première  détermine 
l’origine;  et  les  deux  autres,  des  paraboles  telles  que  ROR',  SOS' 
(fig.  34). 

En  prenant  x négatif,  l éq.  [Q]  est  impossible;  mais  les  valeurs 
positives  de  x donnent  des  ellipses,  telles  que  beb'c,  d'autant  plus 
grandes  que  x est  plus  grand. 
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Les  sections  parallèles  à chacun  des  deux  autres  plans  coor- 
donnés sont  des  paraboles  respectivement  égales  à ROR'  et  à SOS'. 
Par  exemple,  si  on  fait  z = y,  il  vient  P' y*  = 2Qx  — P"y*  ; et  cette 
équation  donne  une  parabole  rdr ',  qui  ne  diffère  de  ROR'  que  par 
la  situation. 

La  surface  que  nous  venons  d’examiner  a reçu  le  nom  de  Para- 

BOLOÏDE  ELLIPTIQUE. 

Les  paraboles  situées  dans  les  plans  xy  et  x:  ont  pour  diamètre 
commun  la  ligne  des  x;  leurs  paramètres,  relatifs  à ce  diamètre, 

sont  p , Pour  les  introduire  dans  [Q],  posons  p = ÿ,  p — 

et  il  vient 

[Q]  q'y 1 + q~'  = Zqq'x- 

Quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  et  que  P"  = P'  ou 
(f  — q,  la  surface  est  produite  par  la  rotation  d’une  parabole 
autour  de  son  axe  : c’est  alors  le  paraboloïde  de  révolution. 

624.  Il  ne  reste  plus  à discuter  que  l’éq.  [Q'].  Pour  les  sections 
des  plans  coordonnés,  elle  donne  P 'y*  — P''z*  = 0,  P y*  = 2Qx , 
P "z*  = — 2Qx.  La  première  de  ces  équations  détermine,  dans  le 
plan  y:,  deux  droites  OD  et  OD'  (fig.  35);  la  seconde  indique, 
dans  le  plan  xy.  une  parabole  ROR'  tournée  du  côté  des  x posi- 
tifs; et  la  troisième  donne  dans  le  plan  xz,  une  parabole  SOS' 
tournée  du  côté  des  x négatifs. 

Pour  avoir  des  sections  parallèles  au  plan  de  y:,  faisons  x=±a, 
il  vient  P' y* — P "z*=  ± 2Qa  : c’est-à-dire  qu’on  a des  hyperboles 
dont  les  branches  sont  différemment  tournées  selon  le  signe  de  a. 
11  est  à remarquer  que  toutes  ces  hyperboles  ont  leurs  centres  sur 
l’axe  des  x,  et  que  leurs  asymptotes  sont  parallèles  aux  droites  OD, 
OD'  : par  conséquent  ces  asymptotes  sont  situées  dans  les  deux 
plans  conduits  par  ces  droites  et  par  l’axe  des  x. 

Pour  avoir  les  sections  parallèles  au  plan  xy,  faisons  encore 
s = y : il  vient  P 'y'  = 2Qx  -}-  P"-/1.  Cette  équation  donne  une 
suite  de  paraboles;  et  ces  parrboles  ne  sont  autres  que  la  para- 
bole ROR'  placée  successivement  dans  les  différentes  positions 
qu’elle  occuperait,  si  on  la  faisait  mouvoir  de  manière  que  son 
plan  fût  toujours  parallèle  au  plan  de  xy,  son  diamètre  Ox  paral- 
lèle à la  ligne  des  x,  et  le  point  O toujours  sur  la  parabole  SOS'. 

Il  est  évident  que,  dans  ce  mouvement,  la  parabole  ROR'  doit 


I 
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engendrer  la  surface.  Les  sections  parallèles  au  plan  de  xz  mon- 
treraient que  la  surface  peut  être  aussi  décrite  en  faisant  glisser  la 
seconde  parabole  le  long  de  la  première.  Ce  mode  de  généra- 
tion indique  clairement  la  forme  de  la  surface,  laquelle  est,  comme 
on  voit,  semblable  à celle  que  prendrait  un  cylindre  à base  para- 
bolique, dont  les  arêtes  seraient  recourbées  en  paraboles  (fig.  36). 

Cette  surlace,  qui  diffère  essentiellement  de  la  précédente  à 
raison  des  sections  hyperboliques  qu’on  y peut  faire,  s’appelle 
Paraboloïde  hyperbolique. 

En  mettant  en  évidence  les  paramètres  du  diamètre  Ox,  relatifs 
aux  deux  paraboles  ROR',  SOS',  l’éq.  [Q']  devient 

v/\  «y  — ?z* = Sÿÿ'tf. 


Cas  particuliers. 

625.  Il  faut  maintenant  considérer  les  cas  particuliers  où  il  y a 
des  termes  nuis  dans  les  équations  [E]  et  [F], 

[E]  Px*+Py+P"2*=H,  [F]  Py+PV=2Qx. 

1°  Lorsque  H=0,  l’éq.  [E]  se  réduit  à Px’-f-P'i/’-f-  PV  = 0; 
et  comme  on  peut  toujours  regarder  P et  P*  comme  positif,  cette 
équation  donne  deux  cas  distincts  à examiner,  savoir  : 

[i]  Px’-f  py+pv=o,  [2]  Pxs+py—  pv=o. 

L’éq.  [1]  ne  peut  être  vérifiée  qu’en  prenant  à la  fois  x = 0, 
y ==  0,  2 = 0;  donc  elle  représente  un  point  unique.  C’est  un  ellip- 
soïde dont  les  dimensions  sont  milles. 

L’éq.  [2]  représente  un  cône.  En  effet,  l’éq.  d’un  plan  quelcon- 
que passant  par  l’axe  des  z est  y — ax;  et  si  on  met  cette  valeur 
de  y dans  [2]  on  trouve 

(P  + PV)x*-  PV=  0,  d’où  x = dt  z : 

résultat  qui  prouve  que  l’intersection  du  plan  avec  la  surface  de 
l’éq.  [2]  se  projette  sur  le  plan  de  xz  suivant  deux  droites  passant 
par  l’origine.  Ainsi,  tous  les  plans  conduits  par  l’axe  des  z cou- 
pent la  surface  suivant  des  droites  passant  par  l’origine  ; donc  la 
surface  est  un  cône  qui  a l’origine  pour  sommet. 

2°  Dans  l’hypothèse  P"=0,  l’éq.  [E]  devient  Px’-j-  P//* =H. 
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Regardons  P comme  positif,  et  prenons  alternativement  F positif 
et  P'  négatif,  on  a 

[3]  Px*+Py=H,  [4]  Px>— py— H. 

L’éq.  [3[  donne  un  cylindre  à base  elliptique  quand  H est  posi- 
tif (548).  Il  se  réduit  à une  droite  si  H = 0,  car  alors  l’équation  ne 
peut  se  vérifier  qu’en  faisant  0,  y =0;  et  il  devient  imagi- 
naire si  H est  négatif. 

L’éq.  [4]  donne  un  cylindre  à base  hyperbolique,  quel  que  soit 
le  signe  de  H.  Quand  H = O,  on  a deux  plans  qui  se  coupent. 

3°  Supposons  P"=0,  P'=0:  l’éq.  [E]  se  réduit  à Px’  = H,  et 
représente  alors  deux  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique,  ou  deux 
plans  imaginaires,  selon  que  H est  positif,  nul  ou  négatif. 

4“  En  laissant  de  côté  les  cas  qui  rentrent  dans  les  précédents, 
l’éq.  [F]  ne  donne  que  celui-ci  P'y!=  2Qx.  La  surface  est  alors 
un  cylindre  à base  parabolique. 

Conclusion  du  chapitre. 

626.  Cette  conclusion  est  que  les  surfaces  du  2°  ordre  peuvent 
se  distribuer  en  cinq  genres,  savoir  : I’ellipsoïde,  I’hyperboloïhe  a 

UNE  NAPPE,  l’iIYPERBOLOÏDE  A DEUX  NAPPES,  le  PARABOLOÏDE  ELLIPTIQUE, 
et  le  PARABOLOÏDE  HYPERBOLIQUE. 

Toutefois,  pour  que  cette  classification  soit  complète,  il  faut  rat- 
tacher à ces  surfaces,  comme  cas  particuliers,  les  cônes  et  les  cy- 
lindres. En  outre,  H faut  remarquer  qu’une  équation  du  2*  degré 
peut  aussi  donner  deux  plans  qui  se  eoupent,  deux  plans  parallèles, 
un  plan  unique,  une  droite,  un  point  ; et  même  elle  peut  offrir  des 
cas  d’impossibilité. 


CHAPITRE  VI. 

DU  CENTRE.  — PLANS  DIAMÉTRAUX  ET  DIAMÈTRES. — PLANS 
ET  AXES  PRINCIPAUX. 


Recherche  du  centre  dans  le  cas  le  plus  général. 

627.  Quand  une  surface  du  2'  ordre  a un  centre  et  qu’on  y 
place  l’origine,  les  termes  du  l*r  degré  doivent  s’anéantir  (612); 
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donc,  pour  connaître  si  la  surface  a un  centre,  il  suffit  de  trans- 
porter les  axes  parallèlement  à eux-mêmes,  à une  origine  quel- 
conque, et  de  déterminer  ensuite,  s’il  est  possible,  les  coordonnées 
de  cette  origine  par  la  condition  que  les  termes  du  1er  degré  dis- 
paraissent. Prenons  l’équation  générale 

|A]  Ax*  + A 'y*  + AV  + 2B  xy  + 2B'xz  + 2B  "yz 

+ 2Cx  +2C'ÿ + 2C"z  + F = 0. 

et  changeons-y  x,  y,  z,  en  x-j-f,  y g,  s-f-A.  En  faisant,  pour 
abréger, 

D =A f -f-By+B'A+C, 

D'==A’y  -f  B/‘  + B"A+ C', 

D"=  A "h  + B/+ B"y-f  G", 

G = kf*  -f  A 'g*  + AV  + 2B  fg  + 2B  'fh 
+2B"^-(-2C/-+ 2C'ÿ+2C"A  + F, 

il  viendra  une  nouvelle  équation  qui  aura  la  forme 

Ax*  + A 'y*  + AV  + 2B  xy  + 2B  ’xz  + 2B  "yz 
+ 2Dx  + 2D'y  + 2D"z  + G = 0. 

Remarquez  : 1°  que  les  termes  du  2®  degré  ont  les  mêmes  coeffi- 
cients que  dans  la  proposée;  2»  que  ceux  du  l,r  degré  peuvent 
s’obtenir  en  mettant  f,  g,  h,  à la  place  de  x,  y,  z,  dans  les  poly- 
nômes dérivés,  relatifs  à x,  y,  z,  du  1"  membre  de  la  proposée; 
3°  que  la  partie  constante  G n’est  autre  que  ce  Ie'  membre  dans 
lequel  on  a opéré  les  mêmes  substitutions. 

Puisqu’on  veut  faire  disparaître  les  termes  du  1"  degré,  on 
posera 

[1]  D = 0,  D'  = 0,  D"=0: 

alors  l’origine  sera  placée  au  centre,  et  l’équation  de  la  surface 
devient 

[G]  Ax!  -f-  A y + AV  + 2B xy  + 2B'xz  + 2B"y*  -f  G = 0. 

En  même  temps  l’expression  de  G se  simplifie  considérablement  : 
car,  si  après  avoir  multiplié  les  éq.  [1]  respectivement  par  f,  y,  h, 
on  les  retranche  de  G , il  vient 

G = C/’+C'y-fC"A  + F. 

11  est  bon  aussi  de  remarquer  que  dans  les  valeurs  générales  de 
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f,  g,  h,  déduites  des  éq.  [1],  le  dénominateur  commun,  que  j’ap- 
pellerai K , est  K = AB"*  + A'B'*  + A"B*  — AA'A"  — 2BBB”. 

628.  Les  éq.  [t]  font  connaître  f,  g,  h.  En  considérant  ces  coor- 
données comme  des  variables,  les  éq.  [1]  représentent  trois  plans; 
et  c’est  l’intersection  de  ces  plans  qui  détermine  le  centre.  Alors 
se  présentent  les  distinctions  suivantes  : 

1“  Quand  les  plans  ont  un  point  commun  et  qu’ils  n’en  ont 
qu’un , la  surface  a un  centre  unique;  c’est  le  cas  le  plus  général. 

2°  Quand  les  trois  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite,  tous 
les  points  de  cette  droite  sont  des  centres. 

3°  Quand  les  trois  plans  se  confondent  en  un  seul , tous  les 
points  de  ce  plan  peuvent  être  pris  pour  centres. 

4°  Enfin , quand  aucun  point  n’est  commun  aux  trois  plans  à la 
fois,  et  c’est  ce  qui  arrive  quand  ils  sont  parallèles,  ou  quand  l’un 
d’eux  est  parallèle  à l’intersection  des  deux  autres.  Alors  la  surface 
n’a  point  de  centre,  ou  plutôt  le  centre  est  à l’infini  : car  les  valeurs 
générales  de  f,  g,  h,  déduites  des  éq.  [1],  deviennent  infinies,  ou 
au  moins  l’une  d'elles. 

629.  11  est  évident  qu’on  doit  avoir,  dans  le  premier  cas,  l’une 
des  trois  surfaces  douées  de  centre,  ou  un  cône  ou  un  point  uni- 
que, ou  un  cas  d’impossibilité.  Dans  le  second,  on  a un  cylindre 
elliptique  ou  hyperbolique,  ou  deux  plans  qui  se  coupent,  ou  une 
droite,  ou  un  cas  d’impossibilité.  Dans  le  troisième , on  a deux 
plans  parallèles,  ou  un  seul  plan,  ou  deux  plans  imaginaires.  Dans 
le  quatrième , on  a l’un  des  deux  paraboloïdes,  ou  bien  un  cylindre 
parabolique. 

Des  plans  diamétraux  en  général. 

630.  Un  plan  diamétral  doit  couper  en  leurs  milieux  une  suite 
de  cordes  parallèles  (61b)  : appliquons  le  calcul  à cette  définition. 
Soient 

fi]  £ = 8,z  + p,  y = 8'*  + p', 

les  équations  d’une  corde  quelconque,  8 et  8’  étant  constantes, 
mais  p et  p'  étant  variables  d’une  corde  à une  autre.  Substituons 
ces  valeurs  dans  l’équation  générale  [A],  et  posons,  pour  abréger, 

R = AS*  + A'8”  + A”  -f  2B88'  + 2B'8  + 2B''8’  ; 

S = A8p + A'S'p'  + BSp'  + B8'P  + B'p  -f  B'p'  + C8  + C'3'  -f-  C"  ; 

T = Ap*  -f  A'p'*  + 2Bpp’  + 2Cp  + 2G'p'  + F ; 
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il  viendra  l'équation 

[2]  Rz*+2Sz-f  T = 0, 

dont  les  racines  sont  les  valeurs  de  z,  aux  points  où  la  corde  ren- 

g 

contre  la  surface.  Leur  demi-somme  est  — - , et  c’est  une  des 

H • 

coordonnées  du  milieu  de  la  corde;  donc,  en  désignant  cette 
coordonnée  par  z , on  aura 

[3]  Rz+S  = 0. 

En  nommant  x et  y les  deux  autres  coordonnées  du  milieu  de  la 
corde,  on  doit  avoir  aussi,  entre  x,  y,  s.  les  équations  [1];  par 
conséquent  l’élimination  de  p et  p'  entre  [1]  et  [3]  donnera  le  lieu 
des  milieux  de  toutes  les  cordes  parallèles.  Remettant  pour  R et  S 
leurs  valeurs,  et  effectuant  les  calculs,  on  trouve 

[4]  (A8-f  Bo'-f  B')x  + (A'8'-f-BS+B'’)y 
+ (A"  + Br8  + B”8>  + G8  + C'S'  -f  C"  = 0. 

Telle  est  l’équation  générale  des  plans  diamétraux.  On  peut  l’écrire 
ainsi 

(Ax  + By  + B'z  + C)8  + (A  'y  + Bx+  K'z  + C')8' 

-f  A"z  + B'x  + B "y  + C"  = 0 : 

sous  cette  forme , on  voit  comment  elle  se  compose  avec  les  po- 
lynômes dérivés,  relatifs  à x,  y,  z,  du  1"  membre  de  la  pro- 
posée [A]. 

631.  Toutefois  il  faut  remarquer  que,  dans  certains  cas,  la  quan- 
tité désignée  par  R (630)  peut  être  zéro,  ce  qui  réduit  l’éq.  [2]  au 
l,r  degré.  Les  cordes  ne  rencontrent  donc  plus  la  surface  qu’en  un 
seul  point;  ou,  plutôt,  l’un  des  deux  points  d’intersection  est  à 
une  distance  infinie.  Aussi  arrive-t-il  alors  que  le  plan  diamétral 
est  parallèle  aux  cordes;  car,  pour  que  cela  soit,  la  condition 
est  (571) 

(AS  + BS1  + B')8  + (A'8'  -f  B8  + B")3'  + A"  + B'S  + B"8’  = 0, 

ou,  en  réduisant, 

[5]  AS*  + A '8"  + A”  -f  2B88* + 2B'8 + 2B'  V = 0 , 

et  on  voit  que  cette  condition  est  remplie,  puisqu’elle  n’est  autre 
chose  que  l’hypothèse  R = 0. 

632.  Quand  la  surface  a un  centre,  on  peut  réduire  son  équa- 
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tion  à la  forme  Px*  -}-  P 'y'  + P"z*  = H (611)  : alors  celle  du  plan 
diamétral  devient 

[6]  P8x  + P'S'y  + P"z  = 0. 


Cette  équation  représente  un  plan  passant  par  l’origine,  qui  est  ici 
placée  au  centre  ; et , d’ailleurs , on  peut  toujours  déterminer  8 et 
S',  de  manière  qu’elle  soit  identique  à celle  d’un  plan  donné,  mené 
par  l’origine  : donc,  dam  les  surfaces  douées  de  centres , tous  les 
plans  diamétraux  passent  au  centre;  et , réciproquement , tous  les 
plans  menés  par  le  centre  sont  des  plans  diamétraux. 

633.  Quand  la  surface  est  dénuée  de  centre,  on  peut  la  repré- 
senter par  P 'y*  + P'z*  = aQx  (611).  Par  suite  on  a,  pour  le  plan 
diamétral , 

[7]  F8'y  + P"z=Q8. 


Un  plan  parallèle  à la  ligne  des  x a pour  équation  «y  + z = p ; et 
il  est  évident  que  l’éq.  [7]  devient  identique  à celle-ci  en  posant 


8 = 


P"P 


P"a 


donc,  dam  les  surfaces  dénuées  de  centre,  les 


plans  diamétraux  sont  parallèles  à la  ligne  des  x;  et,  réciproque- 
ment , tout  plan  parallèle  à cette  ligne  est  un  plan  diamétral. 

Au  reste,  on  peut  regarder  cette  conclusion  comme  comprise 
dans  celle  du  numéro  précédent.  Mais  alors  il  faut , conformément 
à une  remarque  déjà  faite  (613),  considérer  les  paraboloïdes 
comme  ayant  un  centre  situé  à une  distance  infinie  ; et  c’est  ce 
qu’il  convient  de  faire  dans  tous  les  cas  analogues,  afin  d’éviter 
les  détails  trop  minutieux. 


Des  diamètres. 

634.  La  recherche  des  diamètres  est  facile;  mais,  pour  abréger 
les  calculs,  je  prendrai,  au  lieu  de  l’éq.  générale  [A],  celle-ci 
[H]  Px*  + Py + P"zI  = H + 2Qx. 

Elle  est  plus  simple,  et  cependant  elle  comprend  toutes  les  sur- 
faces du  2e  ordre;  car  les  éq.  [E]  et  [F]  du  n°  611  en  sont  des  cas 
particuliers. 

Le  diamètre,  d’après  sa  définition  (614),  doit  passer  par  les 
centres  des  sections  faites  dans  la  surface  par  une  suite  de  plans 
parallèles.  Soit 

[4j  z=ax-f  a'y  + Y, 
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l’équation  d’un  de  ces  plans,  a et  a'  étant  constants  et  y variable  : 
l’élimination  de  z entre  [1]  et  [H]  fera  connaître  la  projection  de  la 
section  sur  le  plan  de  xy.  Il  vient 

[2]  (P  + P V)  x*  + (P'  + PV!)  y1  + 2P"a«'xy 
+ 2 (P"aY  — Q)x  + 2PVYy  + P'Y  — H = 0. 

Les  seules  courbes  que  puisse  donner  un  plan , en  coupant  une 
surface  du  2*  ordre , sont  l’ellipse , l’hyperbole  et  la  parabole  (607)  ; 
et  il  est  évident  que  si  la  projection  est  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole, la  section  elle-même  ne  peut  être  qu’une  ellipse  ou  une  hy- 
perbole. De  plus , il  est  facile  de  voir  que  le  centre  de  la  projection 
est  la  projection  du  centre  de  la  section.  En  conséquence,  je  sup- 
poserai que  l’éq.  [2]  représente  une  ellipse  ou  une  hyperbole , et 
je  vais  déterminer  les  coordonnées  du  centre  de  cette  projection. 
v Pour  les  obtenir,  il  faut  (270)  égaler  à zéro  les  polynômes  dérivés, 
relatifs  à x et  y,  du  premier  membre  de  l’éq.  [2];  et  on  trouve 
ainsi 

[3]  (P  + P V)  x + P Wy  + P”aT  = Q. 

[4]  (P'-|-  PV*)y  + PWx  -f  P'Vy=  0. 

Dans  ces  équations,  x et  y sont  deux  des  trois  coordonnées  du 
centre  de  la  section;  l’éq.  [t]  ferait  connaître  la  troisième  z.  Mais, 
pour  avoir  le  lieu  des  centres  de  toutes  les  sections  parallèles  qui 
proviennent  de  la  variation  de  y,  il  sera  inutile  de  chercher  les  va- 
leurs de  x,  y,  z : il  suflira  d’éliminer  y entre  [t],  [3],  [4],  On  obtient 
pour  résultat  les  équations 

[5]  Px  + P"az  = Q , Fy  -f-  P Vz  = 0 , 

qui  sont  celles  d’un  diamètre  quelconque  de  la  surface. 

635.  Quand  la  surface  a un  centre,  on  peut  faire  Q = 0;  et  ces 
équations  deviennent  Px-j-P "az  = 0,  P'y  + P"a’z  = 0.  En  choi- 
sissant convenablement  a et  a',  la  droite  qu’elles  représentent  prend 
toutes  les  positions  possibles  autour  de  l’origine.  De  là  on  conclut 
que  tous  les  diamètres  passent  au  centre;  et , réciproquement , que 
toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamètre. 

636.  Quand  la  surface  n’a  point  de  centre,  on  peut  supposer 

H =0,  P = 0;  et  les  éq.  [5]  donnent  z = pïr,  y = — Or, 

on  peut  déterminer  a et  a'  de  manière  que  y et  z aient  telles  gran- 
deurs qu’on  veut;  donc  dans  les  paraboloïdes , les  diamètres  sont 
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parallèles  « la  ligne  des  x ; et , réciproquement , toute  droite  qui  a 
cette  direction  est  un  diamètre. 

Plans  et  diamètres  principaux. 

637.  On  a nommé  (615)  plan  principal  un  plan  diamétral  per- 
pendiculaire à ses  cordes  conjuguées,  c’est-à-dire  aux  cordes  pa- 
rallèles qu’il  coupe  par  moitié.  Ainsi,  pour  avoir  tous  les  plans 
principaux  d’une  surface  du  2*  ordre , il  suffit  d’établir  les  équa- 
tions qui  expriment  cette  condition.  Jusqu’ici  on  n’a  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  direction  des  coordonnées  dans  l’éq.  [A];  il  est 
donc  permis  de  les  supposer  rectangulaires.  Alors,  pour  que  le  plan 
diamétral  soit  perpendiculaire  aux  cordes  conjuguées,  il  faut  (576), 
entre  les  coefficients  des  éq.  [1]  et  [4]  du  n°  630,  poser  les  relations 

1 AS  + B?  +B'  = ( A"  + B'3  + BT)  S , 

1 ' j A’S’  + BS-f  B"=(A"+B'S  + B"8')a'. 

Elles  feront  connaître  3 et  3',  et  par  suite  les  plans  principaux. 

Afin  d’avoir  des  calculs  symétriques,  faisons  A"-j-  B'8-j-B''8'=A  : 
au  lieu  de  deux  inconnues  on  en  aura  trois,  3, 3’,  A,  qui  seront  dé- 
terminées par  les  équations 

[2]  A8+ B8'+B'=A8,  A'8'+B3+B"=A8',  A,'+B'3  + B"S'=X. 
Les  deux  premières  donnent 

« (X— A')B'  + BB"  (A— A)B''-f  BB' 

° (X — A)  (X — A') — B1*  ° (X — A)(X — A')  — B” 

valeurs  qui  seront  réelles  si  X n’est  point  imaginaire.  En  les  substi- 
tuant dans  la  3'  équation,  il  vient 

(X — A)  (X — A’)  (X  - A")  — B”*  (X — A)  — B’!  (X  — A’) 

— B*  (X  — A")  — 2BBB"  = 0 , 

ou,  en  développant  et  désignant  par  K la  même  expression  que 
dans  le  n"  627, 

[3]  xs— (A  + A’  + A")A* 

+ (A  A'  + A A " + A'A” — B*  — B'* — B”*)  X -f-  K = 0. 

Telle  est  l’équation  qu’il  faut  résoudre  pour  connaître  les  valeurs 
de  X,  et  ensuite  celles  de  8 et  8'.^ 

638.  Cette  équation,  étant  de  degré  impair,  a au  moins  une  ra- 
cine réelle.  Mais  pour  que  cette  racine  détermine  véritablement  un 
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plan  principal,  il  ne  faut  pas  que  ce  plan  aille  couper  les  axes  coor- 
donnés à des  distances  infinies.  Ne  considérons  d’abord  que  les 
surfaces  qui  ont  un  centre.  Alors  cette  difliculté  ne  peut  point 
exister;  car,  dans  ces  surfaces,  tous  les  points  diamétraux  passent 
au  centre  : ainsi,  elles  ont  au  moins  un  plan  principal.  Pour  juger  si 
elles  en  ont  plusieurs,  j’aurai  recours  aux  considérations  suivantes. 

Prenons  les  x et  les  y dans  le  plan  principal  dont  l’existence  est 
démontrée,  et  les  z sur  le  diamètre  perpendiculaire.  L’équation  de 
la  surface  ne  contiendra  ni  les  termes  du  1er  degré,  puisque  l’ori- 
gine est  au  centre,  ni  les  rectangles  xz  et  yz,  puisqu’elle  doit 
donner  pour  z des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  De  plus, 
on  peut  diriger  les  x et  les  y de  telle  sorte  que  ces  coordonnées 
soient  perpendiculaires  entre  elles,  et  fassent  disparaître  aussi  le 
rectangle  xy  ; donc  l’équation  de  la  surface  sera  de  la  forme 
[I]  P^  + Fy’-f  P"z*=H. 

Elle  est  semblable  à l’éq.  [E]  du  n°  611;  mais  les  coordonnées 
actuelles  sont  rectangulaires. 

Par  cette  équation,  on  aperçoit  sur-le-champ  que  les  plans  de  xz 
et  de  yz  sont  aussi  des  plans  principaux.  Ainsi,  la  surface  en  a au 
moins  trois:  par  conséquent  l’éq.  [3],  qui  doit  les  donner  tous,  a 
ses  trois  racines  réelles.  D’un  autre  côté,  comme  cette  équation  ne 
peut  pas  avoir  plus  de  trois  racines,  on  conclut  qu’en  général  les 
surfaces  douées  de  centre  ont  trois  plans  principaux , et  n’en  ont  pas 
davantage  (*). 

639.  La  recherche  des  diamètres  principaux  a une  connexion 
intime  avec  celle  des  plans  principaux.  D’abord  il  est  clair  que  dans 
l’équation  ci-dessus  les  lignes  des  ar,  y,  z,  sont  des  diamètres  prin- 


(”)  L’éq.  [3],  qui  déterminent  les  plans  principaux,  doit  être  remarquée  parce 
qu’elle  se  présente  encore  dans  la  théorie  du  mouvement  de  rotation  d’un  corps 
solide.  Il  serait  difllcilc,  sous  la  forme  où  elle  vient  d’être  trouvée,  de  reconnaître 
que  ses  trois  racines  sont  réelles  ; mais  je  ferai  observer  ici  que , dans  des  re- 
cherches de  M.  Jacobi,  consignées  au  Journal  de  M.  Crelle,  t.  XII,  cette  meme 
équation  s’est  offerte  sous  la  forme  suivante  : 


B'B"  , BB"  , BB' 

BIX— Al+B'B"  + B'(X— A')+BB"  + B''(X-A")+BÜ'  ~ 1=0- 
Or,  sous  cette  forme,  on  voit  facilement  que  les  trois  racines  de  l’équation  sont 
réelles  et  comprises  dans  les  intervalles  des  quatres  quantités  qui  sont  écrites 
ci-dessous,  et  qu’on  suppose  rangées  par  ordre  de  grandeurs: 


œ. 


B’B”  * BB”  BB' 

B ’ A B'  ’ A B"' 
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cipaux  : car  chacune  passe  par  les  centres  d'une  suite  de  sections 
auxquelles  elle  est  perpendiculaire.  Je  dis  de  plus  que  ces  dia- 
mètres principaux  sont,  en  général,  les  seuls  qu’il  y ait  dans  la 
surface. 

Supposons  qu’on  ait  pris  un  tel  diamètre  pour  ligne  des  z,  et 
qu’on  dirige,  dans  le  plan  diamétral  perpendiculaire,  les  x et  y sui- 
vant des  axes  rectangulaires  qui  fassent  évanouir  xy.  11  faudra  qu’en 
faisant  s = y dans  l’équation  de  la  surface,  il  en  résulte  une  courbe 
qui  ait  l’origine  pour  centre  : or  cela  exige  qu’il  n’y  ait,  après  cette 
substitution,  aucun  terme  du  1er  degré;  par  conséquent  l’équation 
de  la  surface  ne  doit  renfermer  aucun  des  termes  en  x , y,  xz,  yz. 
Elle  ne  doit  pas  non  plus  contenir  le  terme  en  z,  puisque  l’origine 
est  au  centre,  ni  le  produit  xy,  puisqu’on  l’a  fait  disparaître;  donc 
elle  a encore  la  forme  précédente  [I]. 

Il  résulte  de  là  que  le  plan  de  xy  est  un  plan  principal,  c’est-à- 
dire  qu’à  chaque  diamètre  principal  il  correspond  un  plan  prin- 
cipal; et,  en  général,  comme  il  n’y  a que  trois  plans  principaux, 
il  n’y  a aussi  que  trois  axes  ou  diamètres  principaux. 

Cependant  cette  conclusion  souffre  exception,  ainsi  que  celle  du 
numéro  précédent,  à cause  des  cas  d’indétermination  que  peuvent 
offrir  les  éq.  [1]  ou  [2],  Ces  cas  n’ont  lieu  que  pour  les  surfaces  de 
révolution,  comme  on  le  verra  plus  loin  (643-647). 

Remarquez  en  passant  que  les  trois  plans  principaux  sont  conju- 
gués et  rectangulaires  entre  eux,  et  que  leurs  intersections  déter- 
minent les  diamètres  principaux,  qui  eux-mêmes  sont  conjugués 
et  rectangulaires.  C’est  ce  que  prouve  l’éq.  [I]. 

640.  Considérant  toujours  les  surfaces  qui  ont  un  centre,  mon- 
trons comment  on  obtient  les  longueurs  des  axes,  c’est-à-dire  les 
portions  des  axes  qui  sont  comprises  dans  la  surface.  Supposons 
que  les  coordonnées  soient  rectangulaires  et  que  l’origine  soit  placée 
au  centre  ; nous  prendrons 

[G]  Ax*  + A 'y*  + A"z!  -f  2Bxy  + 2B'xz  -f  2B"yz  + G = 0 

pour  l’équation  de  la  surface,  et 

[4]  x = 8z,  y = Vz, 

pour  celles  d’un  axe.  Il  est  clair  que  8 et  S'  doivent  être  déterminés 
par  l’analyse  du  n°  637.  En  désignant  par  A le  demi-axe,  et  par  x, 
y,  z,  les  coordonnées  du  point  où  il  rencontre  la  surface,  on  a 
A*  = x’  + y*  -f  z*  = (8*  + 8,!  -f  4 ) z*. 
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D’un  autre  côté , en  éliminant  x et  y de  l’éq.  [G] , au  moyen  des 
éq.  [4],  il  vient  ( A8*  + A'8’>  + A"  + 2B88' + 2B'S + 2B"S>* + G = O ; 
donc 

-(8‘  + 8'*  + *)G 

A6*  + A'ff*  + A"  + 2B8o'  + 2B'8  + 2B”8'# 

Or,  si  on  ajoute  les  éq.  [2]  du  n°  637,  après  avoir  multiplié  la  4'“ 
par  3 et  la  2*  par  3’,  il  vient  A3*  + A’8'*+ A"+2B88'-f  2B'3+2B"8' 
— (*+*»+ 4)Xj  donc 


6-41.  Si  G est  nul,  X ne  l’étant  pas,  on  a A = 0 : c’est  ce  qui  doit 
avoir  lieu  quand  l’éq.  [G]  représente  un  point,  un  cône,  une  droite, 
deux  plans  qui  se  coupent,  ou  un  plan  unique. 

Si,  en  calculant  X,  on  trouve  X=0,  et  que  G ne  soit  pas  nul, 
il  en  résulte  A = oo  ; ce  cas  a lieu  pour  les  cylindres  elliptiques  ou 
hyperboliques,  et  aussi  pour  deux  plans  parallèles. 

Si  à la  fois  on  a G = 0 et  X=0,  A est  indéterminé.  Cela  doit  ar- 
river quand  on  a deux  plans  qui  se  coupent,  un  plan  unique,  ou 
une  droite. 

642.  Laissons  de  côté  ces  cas  particuliers,  et  supposons  qu’on 
ait  divisé  l’éq.  [G]  par  le  terme  constant  après  l’avoir  passé  dans 
le  second  membre;  de  sorte  qu’on  ait  pour  la  surface, 

[A]  A**  + A'y*  + A V + 2B  xy  + 2B  ’xz  + 2B  "yz  = 4 . 

L’éq.  [3]  qui  donne  X,  ne  changera  pas,  puisqu’elle  ne  contient 
pas  G , et  on  aura  simplement 

[«)  *=*; 


relation  bien  remarquable,  qui  montre  qu’en  divisant  l’unité  par 
les  racines  de  l’éq.  [3],  on  a les  carrés  des  demi-axes  de  la  surface. 

643.  Supposons  la  surface  ramenée  à ses  axes.  Puisqu’ils  for- 
ment un  système  de  diamètres  conjugués,  on  peut  donner  encore 
à l’équation  la  forme 


- + ^-  + -=4 

**  T JlT  „î 


x a.  Il 
a1  + A* 

a*  ^ A* 


pour  l’ellipsoïde  (619); 

pour  l’hyperboloïde  à 4 nappe  (620); 

pour  l’hyperboloïde  à 2 nappes  (621  ). 
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En  cherchant  les  distances  du  centre  aux  points  où  chacune  de 
ces  trois  surfaces  va  rencontrer  ses  axes,  on  trouve  a,  b,  c,  pour 
la  1”;  a,  b,  c ^ — î,  pour  la  2*;  a\J — 1,  b\J — 1 , c,  pour  la  3'  : 
donc,  selon  le  genre  de  la  surface,  l’éq.  [3]  doit  avoir  pour  ra- 

114  111  1 1 1 „ 

cmcs  F-  F’ -?>  ~ï” ?•  Par  conse- 

quent,  en  déterminant,  par  la  règle  de  Descartes,  le  nombre  des 
racines  positives  ou  négatives  de  l’éq.  [3] , on  saura  quelle  surface 
représente  l’éq.  [G].  Remarquez  qu’en  vertu  de  la  relation  [6],  les 
racines  de  l’éq.  [3]  peuvent  bien  être  négatives,  mais  non  pas  ima- 
ginaires. 

644.  Parlons  maintenant  des  surfaces  dénuées  de  centres  D’a- 
près ce  qui  précède  (638),  on  peut  toujours  trouver  trois  plans 
perpendiculaires  entre  eux  qui  changent  l’éq.  [G]  en  une  autre  sans 
rectangles.  Cette  transformation  s’effectuerait  en  remplaçant  x,  y,  z, 
par  des  valeurs  telles  que  ix  -f-  a-'y  -f-  a"z-  Or,  en  opérant  les  mêmes 
substitutions  dans  l’équation  générale  [A] , il  est  évident  que  les 
rectangles  disparaissent  encore,  car  ils  auront  les  mêmes  multi- 
plicateurs ; donc  on  arrivera  à une  équation  de  la  forme 
Px1  + Py  + P"z’ — 2Qx — 2Q'y  — 2Q”z  + F = 0. 

Dans  le  cas  où  la  surface  n’a  point  de  centre,  il  faut  qu’un  des 
carrés  disparaisse  (611);  et  alors , en  déplaçant  l’origine  comme 
dans  le  n°  61 1 , l’équation  ci-dessus  se  change  en  celle-ci  : 
py+PV=2Qx, 

qui  est,  en  coordonnées  orthogonales,  semblable  à l’éq.  [F]  du 
numéro  cité,  et  qui  représente  comme  elle  toutes  les  surfaces  dé- 
nuées de  centre. 

On  voit,  par  cette  équation  même,  que  les  plans  actuels  de  xy 
et  xz  sont  des  plans  principaux,  et  que  la  ligne  des  x est  un  axe 
de  la  surface.  Cet  axe  est  le  seul  qui  existe  dans  la  surface.  En 
effet,  les  diamètres  des  paraboloïdes  étant  parallèles  entre  eux  (636), 
s’il  y avait  un  antre  axe,  il  devrait  être  parallèle  à la  ligne  des  x, 
et  contenir  les  centres  des  sections  perpendiculaires  : or  il  est  évi- 
dent que  ces  sections  ont  leurs  centres  sur  l’axe  actuel  des  x. 

De  même,  les  plans  de  xy  et  de  xz  sont,  en  général,  les  seuls 
plans  principaux  de  la  surface.  Remarquons  d’abard  que  les  plans 
diamétraux  étant  parallèles  à la  ligne  des  x (633) , les  cordes  per- 
pendiculaires à un  plan  principal  doivent  être  parallèles  au  plan 

29 
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actuel  de  yz.  Supposons  ensuite  qu’on  fasse,  dans  la  surface,  des 
sections  parallèles  à ce  plan,  et  qu’on  mène,  dans  ces  sections,  des 
cordes  parallèles  : comme  ces  sections  (du  moins  lorsque  P1  est 
différent  de  P')  sont  des  ellipses  ou  des  hyperboles  qui  ont  leurs 
centres  sur  la  ligne  des  x , et  leurs  axes  parallèles  aux  y et  aux  z , 
il  est  clair  qu’un  plan  ne  peut  pas  couper  les  cordes  parallèles 
perpendiculairement  en  leurs  milieux , à moins  qu’elles  ne  soient 
parallèles  aux  y ou  aux  z.  Or,  dans  le  premier  cas , le  plan  prin- 
cipal coïnciderait  avec  celui  des  xz,  et,  dans  le  second,  avec  celui 
de  xy. 

Si  on  avait  P"=  P’,  les  sections  parallèles  au  plan  de  yz  seraient 
des  cercles  ; alors  tout  plan  mené  par  l’axe  des  x pourrait  être  pris 
pour  plan  principal. 

Cas  dans  lesquels  U y a une  inûnité  de  planB  principaux.  — Conditions 
pour  que  la  surface  soit  de  révolution. 

645.  On  a dit  (639)  qu’une  surface  du  second  ordre  a quelque- 
fois plus  de  trois  plans  principaux , à cause  de  l’indétermination 
qui  peut  avoir  lieu  dans  les  éq.  [2]  du  n°  637.  Ce  cas  ne  peut  pas 
arriver,  à moins  qu’une  valeur  de  X,  tirée  de  l’éq.  [3],  ne  rende 
indéterminée  au  moins  une  des  quantités  6 et  6' . Supposons  que  ce 
soit  3 : on  aura  à la  fois  les  deux  équations 

(X — A')  B'  + BB"=0 , (X—  A ) (X — A')  — B*  = 0. 

De  l’une  on  tire  la  valeur  de  X ; et  cette  valeur  étant  substituée  dans 

l’autre , il  vient 
forme, 

[a]  A — — = A'  — lre  éq.  de  condition. 

13  13 

Si  on  met  la  valeur  de  X dans  les  trois  éq.  [2],  et  qu’on  opère  les 
réductions  qui  résultent  de  la  relation  [a],  on  verra  que  la  2e  équa- 
tion devient  identique  avec  la  1",  ce  qui  est  conforme  aux  théories 
de  l’algèbre.  Il  n’y  aura  donc  plus  que  deux  équations,  lesquelles 
sont 

[1]  B'6  4-B"8'  + ~=0, 

DD« 

[2]  b'S  + B"S'+^-  + A"  — A'=0; 

JD 


/ BB  \ 1313 

(A' — A — 1 -^r  + B’=0,  ou,  sous  une  autre 
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et,  pour  que  ces  équations  ne  soient  pas  contradictoires,  il  faudra 

, , BB"  B'B'' 

qu  on  ait  A — A , ou  bien 

D 13 


[b] 


A'_ëë:_a». 

A B,  -A 


B’B" 


B * 


2«  éq.  de  condition. 


Quand  les  relations  [a]  et  [6]  auront  lieu,  il  y aura  indétermina- 
tion; car  S et  S'  ne  seront  assujettis  qu’à  la  seule  éq.  [1]  trouvée 
ci-dessus. 

On  peut  reprendre  les  raisonnements  en  supposant  que  ce  soit 
8"  qui  soit  indéterminé.  Mais,  au  lieu  de  faire  de  nouveaux  cal- 
culs, il  suflira  de  changer  partout,  dans  ceux  qui  précèdent,  S en 
S',  A en  A',  B'  en  B",  et  vice  versa.  Comme  on  reproduit  ainsi 
l’éq.  [1],  on  conclut  qu’elle  renferme  tous  les  cas  d’indétermi- 
nation qui  peuvent  se  rencontrer  dans  la  recherche  des  plans 
principaux.  Quant  aux  éq.  [a]  et  [4],  la  1”  reste  la  même,  et 
la  2e  devient 


M 


= A" 


B'B'' 

TT’ 


Mais  celle-ci,  pouvant  être  déduite  de  [a]  et  [b],  n’exprime  au- 
cune condition  nouvelle. 

En  chassant  les  dénominateurs,  les  conditions  [a],  [4],  [c]  s’écri- 
ront ainsi  : 

[a']  (A  — A'  ) B'B''  + B (B"’  — B'*)  = 0, 

[b'}  (A'  — A")  BB'  + B"(B'*— B*)  = 0, 

[V]  (A"  — A ) BB"  + B'  (B*  — B''*)  = 0. 

646.  D’après  l’analyse  précédente,  dès  que  ces  conditions  sont 
remplies,  les  valeurs  de  8 et  8',  pour  les  cordes  parallèles  qui  sont 
perpendiculaires  à leurs  plans  diamétraux  coujugués,  ne  sont  plus 
assujetties  qu’à  la  seule  éq.  [1].  Or  on  peut  donner  à cette  écjua- 
tion  la  forme 

[3]  i8  + |s'+1=0; 


et  alors  on  conclut  (582)  que  les  cordes  sont  perpendiculaires  à la 
droite,  qui  a pour  équation 

m B b 

M x = ~z,  y=-z. 


647.  Les  conditions  qui  rendent  8 et  8'  indéterminées  sont  aussi 
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celles  qui  doivent  avoir  lieu  quand  la  surface  est  de  révolution  ; et 
les  éq.  [4]  qu’on  vient  de  trouver  sont  celles  de  l’axe  de  révolu- 
tion, ou  du  moins  d’une  parallèle  à cet  axe.  C’est  ce  qu’on  peut 
démontrer  de  plusieurs  manières;  mais  la  suivante  me  paraît  la 
plus  simple. 

Prenons  des  coordonnées  rectangulaires,  et  choisissons  la  ligne 
des  x parallèle  à la  droite  des  équations  [4].  Une  corde  quelconque 
perpendiculaire  à cette  droite  aura  pour  équations  x = p et 
ÿ = ô'2  + p'  : cherchons  le  plan  diamétral  conjugué.  Il  suffit  de 
faire  8 = 0 dans  l’équation  générale  [4]  du  n°  630;  et  par  là  elle 
devient 

(BS'  + B>  + (A'S'  + B"),y  + (A"  + B"S>  -f  C'S'  + C"  = 0. 

Quel  que  soit  8',  elle  doit  représenter  un  plan  principal , c’est-à- 
dire  un  plan  perpendiculaire  à ses  cordes  conjuguées  : donc  on 
doit  avoir  (376)  B8'  -f  B'  = 0,  A'8*  + B”  = (A"  + B"8')S';  et  comme 
8'  doit  demeurer  indéterminé,  on  conclut  de  là  B = 0,  B'  = 0, 
B"  = 0,  A'  = A";  et  par  suite  l’équation  de  la  surface  doit  être 

Ax-  + A'(ÿ*  4-  s*)  4-  2Cx  4-  2C'y  4-  2C "z  4-  F = 0. 

Maintenant  il  est  clair  qu’en  faisant  des  sections  parallèles  au  plan 
de  yz,  on  obtient  des  cercles  qui  ont  leurs  centres  sur  une  même 
perpendiculaire  à ce  plan  ; par  conséquent  la  surface  est  de  révo- 
lution autour  d’une  parallèle  à l’axe  des  x,  et  c’est  ce  qu’il  fallait 
démontrer. 

Le  cas  où  A'  est  zéro  semble  faire  exception.  Mais  on  le  com- 
prendra dans  la  conclusion  générale,  en  remarquant  qu’alors  la 
surface  est  un  cylindre  parabolique , qui  peut  être  considéré 
comme  produit  par  la  rotation  d’une  parabole  autour  d’un  axe 
parallèle  à son  plan,  et  situé  à une  distance  infinie  de  son  sommet. 

648.  Examinons  quelques  cas  particuliers. 

d°  Soit  B = 0.  La  condition  [b'\  se  réduit  à B'’B"  = 0,  égalité 
impossible  quand  B'  et  B"  sont  différents  de  zéro;  donc  lorsqu’une 
équation  du  2'  degré  entre  trois  coordonnées  rectangulaires  n’a 
perdu  qu’un  seul  rectangle,  elle  ne  peut  pas  représenter  une  sur- 
face de  révolution. 

2°  Soient  B = 0,  B'  = 0.  Les  deux  équations  [a']  et  [b']  parais- 
sent vérifiées  ; mais  si  on  élimine  entre  elles  le  rapport  de  B à B', 
on  trouve  une  condition  qui  restera  encore  à remplir.  Les  éga- 
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lités  [a]  et  [5]  donnent 
B _ (A’  — A)B" 


B 


B'  B"*— B'1’  B 

g 

Faisons  B'  = O : alors  — 


7 (A"  — A')  + B" 


B* 


— 1^=0. 


A'  — A 
B" 


; par  suite,  en  mettant  cette 


valeur  dans  la  dernière  égalité,  on  trouve  aisément  la  condition 
[d]  B’"  = (A"  — A)  (A'  — A). 


Quand  elle  est  remplie,  les  éq.  [4]  de  la  parallèle  à l’axe  de  révo- 
lution  deviennent  x — 0,  y = — — — z. 

3*  Supposons  en  outre  B"  = 0.  La  relation  [d]  exige  qu'on  ait 
A"  — A ou  A'  ==  A,  c’est-à-dire  que  les  coefficients  de  deux  carrés 
doivent  être  égaux.  Il  est  évident,  en  effet,  que  la  surface  est 
alors  de  révolution  autour  d’une  parallèle  à l’un  des  axes  de 
coordonnées. 


CHAPITRE  VII. 

PROPRIÉTÉS  DES  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS. 


649.  Dans  les  surfaces  du  2*  ordre  qui  ont  un  centre,  les  dia- 
mètres conjugués  jouissent  d’un  grand  nombre  de  propriétés  re- 
marquables. La  parfaite  analogie  de  quelques-unes  d’entre  elles 
avec  celles  qu’on  connaissait  déjà  pour  l’ellipse  et  l’hyperbole, 
suffisait  pour  les  faire  découvrir  : mais  il  en  est  d'autres  dont  les 
énoncés  étaient  entièrement  nouveaux  quand  iis  ont  été  publiés 
par  MM.  J.  Binet,  Petit  et  Chasles.  Les  limites  de  cet  ouvrage  ne 
me  permettant  pas  de  les  exposer  toutes,  je  me  bornerai  aux  {dus 
saillantes. 

La  définition  même  des  diamètres  conjugués  (616)  exige  que 
l’équation  de  la  surface  ne  contienne  chaque  variable  qu’au  carré, 
quand  on  choisit  ces  diamètres  pour  axes  de  coordonnées.  Ainsi, 
en  prenant  l’équation  de  la  surface  rapportée  à ses  axes,  en 
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effectuant  la  transformation  nécessaire  pour  changer  la  direction 
des  coordonnées  sans  déplacer  l’origine,  et  en  établissant  les  con- 
ditions qui  font  évanouir  les  rectangles,  on  aura  toutes  les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  diamètres  conjugués  et  les  axes. 

Je  ne  parlerai  que  de  l’ellipsoïde;  mais  il  sera  facile  de  transpor- 
ter aux  hyperboloïdes  les  différentes  propositions  qui  vont  être 
établies.  Pour  cela  il  suffira  de  prendre  négativement  les  carrés  des 
axes  imaginaires  et  des  diamètres  imaginaires  ; car  toutes  les  dé- 
monstrations subsisteront  encore  en  y faisant  partout  ces  chan- 
gements. 

650.  Soit  l’équation  de  l’ellipsoïde,  rapporté  à ses  axes  (643), 


x 4 u*  z* 

Z-_j_éL_L  1 

a1^  b' ^ c* 


1. 


L’origine  devant  rester  (placée  au  centre,  on  prendra  (595)  les 
formules 


x = ocr,  -f  py<  -f  yz„  y = a'x,  + p'y.-f  fz,  z=  <x"x,-|-  p"y,+  y% 

dans  lesquelles  on  représente  par  xlt  y„  z„  les  nouvelles  coordon- 
nées ; et  par  a,  a',  a",  par  {3,  {3',  (T,  par  y,  y',  y",  les  cosinus  des 
angles  formés  avec  les  axes  primitifs  par  les  lignes  des  x„  des  y,  et 
des  z,. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  [/»],  il  vient  une  équation  de  la 
forme 

Az,’+  A'y,*+  A"z,*-f-  Vüxyl+  2B'x,z,-f  2B"y,z ,=  1 ; 


et,  pour  que  la  surface  soit  rapportée  à des  diamètres  conjugués, 
il  faudra  poser 


B — 0,  B'=0,  B"=0. 

En  même  temps,  on  voit  que,  si  on  nomme  a',  6',  c',  les  demi- 

1 i 1 

longueurs  de  ces  diamètres,  on  aura  A = A'—  rr,  , A"=  -=■  : de 

Û * 0 * c 

sorte  que  l’équation  de  l’ellipsoïde  deviendra 


ta! 


X * y * z 1 

ZL  _i_  LL  ZL  — A 

n'*  ^ ^ /.'*  ** 


651.  Les  propriétés  des  diamètres  conjugués  sont  renfermées 
dans  les  relations  qui  existent  entre  les  quinze  quantités  a,  b,  c,  a', 
b',  c',  a,  a',  p,  j3',  (s",  y,  y',  r".  Réunissons  ici  toutes  ces  rela- 
tions, qui  sont  au  nombre  de  neuf. 
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D’abord,  les  cosinus  a,  a,  p,...  sont  toujours  assujettis  aux 
trois  conditions 


[!]  p*+  ?'*+  f*=  1,  T*+  f»+  f*=l. 

Ensuite,  si  on  développe  les  calculs  afin  d’avoir  les  quantités 
A,  A',  A",  B,  B',  B",  on  aura,  d’après  ce  qui  précède, 

0*  £ a"*  _ t_ 

û* + ïr+  c*"  “ a'*’ 

rai  >*  ?'*  T _ 1 

l2l  |JS+  ZÏ+  3-  — Eï» 


ir  , £-1 


J +£+?=«, 
« 3+2+?-* 

Ë4.£Ï_l£Ï'_0 

-,_t-  6*  ^ c*  ~ 


Voilà  toutes  les  relations  dont  il  s’agit.  Mais  il  se  présente  une 
remarque  importante  : c’est  que  les  éq.  [2]  et  [3]  ne  sont  autres 
que  les  éq.  [«]  et  [6]  du  n°  600,  dans  lesquelles  on  aurait  remplacé 

a,  a',  a ",  b,  b',  b",  c,  c’,  c", 

a! a.  a' a!  a' a."  b'$  b'$'  b'ÿ  c'y  c'y'  c’y" 

par  7’  T’  T’  7*  T’  T’  7*  T’  7 * 


De  là  il  suit  que  les  éq.  [c],  [rf],  [cj,  du  même  numéro,  doivent 
aussi  avoir  lieu,  après  qu’on  y aura  fait  ces  changements  : c’est-à- 
dire  qu’on  a 

a'V  +6’*p*  +c'Y  =ar,  ( a'W  +6”^'  -fc'V  = 0, 

[4]  {a',a'*+A'*P.-fc',Y'’=6,)  [5]{a'W-H'8pp"-l-c'V'  = 0, 


[ 6',p",+c'Y,S‘',=c*, 

I1M4 

[6]  J44.(lr-fy)=^, 

(a>t--in  = £ 

I «'à'  c'y 

[8]  -(?«"-  •n =?-, 

1 J J ac  b 


[ aVo"+è'W'-f  c'Yï"=0, 

"hV— Y)  = £, 

i«v,  , sr 

oW/  *r<"— 

M * +^-S^  =<• 

V+PY'a"—  T?'«V 
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II  «t  été  permis  de  ne  prendre,  dans  les  éq.  [6],  que  les  signes 
supérieurs.  Gela  revient  à donner  à quelques  cosinus,  par  exemple 
à a,  a',  a",  certains  signes  plutôt  que  les  signes  opposés;  ou  bien 
encore,  ce  qui  est  la  même  chose,  à prendre  les  x positifs  dans  un 
sens  plutôt  que  dans  le  sens  contraire.  Or,  il  est  évident  que  cette 
restriction  ne  peut  exclure  aucun  système  de  diamètres  conjugués. 

652.  Théorème  I.  La  somme  des  carrés  des  diamètres  conjugués 
d'un  ellipsoïde  est  constante  et  égale  à la  somme  des  carrés  des  axes. 

En  effet,  si  on  ajoute  les  éq.  [4],  il  vient,  en  ayant  égard  aux 
relations  [1], 

cl * + b '*  + J'  = «>  + 6*  + c*. 

Corollaire.  S’il  existe,  dans  l’ellipsoïde,  des  diamètres  conju- 
gués égaux,  en  désignant  l’un  d’eux  par  2a',  on  aura 

,=v/ï±pZ. 

Le  lieu  des  extrémités  de  tous  les  diamètres  qui  ont  cette  lon- 
gueur est  l’intersection  de  l’ellipsoïde  et  de  la  sphère  concentrique 
décrite  du  rayon  a ' : or,  je  vais  prouver  que  chacun  des  diamètres 
appartient  à un  système  de  trois  diamètres  conjugués  égaux.  En 
effet , si  on  prend  un  de  ces  diamètres  avec  deux  diamètres  con- 
jugués quelconques  25'  et  2c'  de  l’ellipse  située  dans  le  plan  dia- 
métral conjugué  du  premier,  on  aura  trois  diamètres  conjugués 
de  l’ellipsoïde , donc  a'1 4 5'*  + c'1  = a*  -}-  5*  -j-  c%  et  par  con- 
séquent 5”  c'*  = | [a*  4-5’  4-  c1).  De  là  il  suit  qu’en  choisissant 

pour  b'  et  c'  les  demi-diamètres  conjugués  égaux  de  la  section 
diamétrale,  on  aura 

c’est-à-dire  qu’alors  a',  b',  c',  sont  trois  diamètres  conjugués  égaux. 
En  y rapportant  la  surface,  son  équation  serait  celle-ci 

x'  + y'  + z'  = d', 

qui  est  semblable  à celle  de  la  sphère  : mais  ici  les  coordonnées 
ne  sont  pas  rectangulaires. 

653.  Théorème  II.  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois 
diamètres  conjugués  d’un  ellipsoïde,  sur  une  droite  fixe,  est  con- 
stante. 

Je  nommerai  D la  droite  fixe,  et  8,  8',  8",  les  angles  qu’elle  fait 
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avec  les  axes  rectangulaires  des  x,  y,  z.  Multipliez  les  éq.  [4]  res- 
pectivement par  8’,  S'1,  S”*,  et  les  éq.  [5]  respectivement  par  288', 
288",  28'S";  puis  ajoutez-les  toutes  ensemble,  il  vient 

a'*(a8  -f  «'8'+  «"8'')*  -f-  4”(p 8 -f  p"8*)‘  -f  c'>(-/8  -f  f8'-)-T*8*)* 
= a*S*  + fr‘S'*  + c,8"*. 

Mais,  par  une  formule  connue  (585) , les  quantités  qui  multiplient 
a'*,  !>',  c",  dans  le  premier  membre,  sont  les  carrés  des  cosinus 
des  angles  formés  par  les  demi-diamètres  a!,  b',  c',  avec  la  ligne  D; 
donc 

a',cos*(a'D)  -f-  b'*  cos*(4D)  -f-  c'*cos*(c'D)  = a’8*  -j-  b' 6'i  -f-  c* 8"*. 
Dans  cette  égalité,  le  premier  membre  est  la  somme  des  carrés 
des  projections  de  a',  b',  c',  sur  la  ligne  D ; et  le  second  est  la  somme 
des  carrés  des  projections  de  a,  b,  c,  sur  la  môme  ligne  : ainsi , le 
théorème  est  démontré. 

Corollaires.  Supposons  que  la  droite  D ait  été  menée  par  le 
centre,  que  p,  p',  p",  soient  les  projections  de  a',  b',  c',  sur  cette 
droite,  et  que  q,  q',  q",  soient  les  perpendiculaires  abaissées  des 
extrémités  de  a',  b',  c\  sur  cette  même  droite  : il  est  clair  qu'on 
aura 

a'1  + 4'*  -f  c'1  = p*  - f-  p'*  + p"*  -f  q' 1 + q'  -f  q"'. 

En  vertu  des  théorèmes  I et  II,  chacune  des  deux  sommes 
a'1  -j-  b'r  -j-  c'*  et  p*  + p'  + p"1  est  constante,  quelle  que  soit  la 
position  des  diamètres  conjugués;  donc  la  somme  q 1 -f-  q '*  -j-  q"1 
l’est  aussi.  Les  perpendiculaires  q,  q',  q",  peuvent  être  considérées 
comme  les  projections  de  a',  b c',  sur  un  plan  quelconque;  et 
p,  p',  p",  comme  les  perpendiculaires  abaissées,  des  extrémités  de 
ces  diamètres,  sur  un  plan  diamétral  : donc,  dans  l’ellipsoïde, 

1°  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  sur  un 
diamètre  fixe,  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués,  est 
constante. 

2°  La  somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres  con- 
jugués, sur  un  plan  fixe,  est  constante. 

3°  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  sur  un 
plan  diamétral,  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués, 
est  constante. 

654.  Théorème  III.  La  somme  des  carrés  des  faces  du  parallélé- 
pipède construit  sur  les  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde , est 
constante. 


Digitized  by  Google 


458  TROISIÈME  PARTIE. 

Dans  la  démonstration  de  ce  théorème  et  des  suivants , je  dési- 
gnerai par  x',  y',  z',  x",  y",  z ",  x'",  y'”,  z’",  les  coordonnées  rectan- 
gulaires des  extrémités  des  trois  diamètres  aj  b',  c';  par  F,  G,  H, 
les  parallélogrammes  formés  par  b'  et  c',  par  a'  et  c',  par  a'  et  b'. 
Je  représenterai  aussi  par  f,  /',  f",  les  projections  de  F sur  les 
plans  de  yz,  de  xz  et  de  xy\  par  y,  g',  g",  celles  de  G,  et  par 
h,  h’,  h",  celles  de  H. 

Cela  posé,  soit  (fig.  37)  OBEC  le  parallélogramme  formé  avec  b' 
et  c',  et  OB'C'  la  projection  du  triangle  OBC  sur  le  plan  de  yz  ; il 
est  facile  de  trouver,  par  la  figure, 


f = 20B'C'  = y"'zm  — y”z"  — [y’"  — y")  [zm  + z")  = y"z"'  — z"y'". 
Mais  on  a 

x'  = a' a,  xf  z=ola!,  z'  =a'a", 
x"=bp,  y"  = b'P',  z"—by, 
x"’=C y,  ÿ'"=cY,  z"'=cY'; 


donc  f — b‘d  (p'Y — y'P1'),  ou  bien,  en  vertu  de  la  4”  éq.  [6], 
bc 

f—  — a'oL.  On  trouve  pareillement  les  projections  f et  f",  de 
sorte  qu’on  a 


f 


Or,  on  sait  (529,  539)  que  le  carré  d’un  aire  plane  est  égal  à la 
somme  des  carrés  de  ses  projections  sur  trois  plans  rectangu- 
laires; donc  F*  = p + p /’"*»  ou  bien. 


F*  = 


AV 


à‘b' 


- «'*«*  + Y-  a'*»’*  + — 
a’  4*  c* 


De  même,  en  considérant  les  parallélogrammes  G et  H , on  doit 
avoir 

A*c*  ««A» 

G*  - by  + IJ-  b'r\ 


iis 


à*c*  „ , aV  , aV>' 

— c?  + ~ÿr  ct  + — cï 


Donc,  en  ajoutant  les  trois  dernières  égalités,  et  réduisant  au  moyen 
des  éq.  [4],  il  vient,  conformément  à l’énoncé, 

F*  G*  + H!  = b“-c}  -f  «’c*  + a'b\ 

655.  Théorème  IV.  Si  on  projette  sur  un  plan  fixe  les  faces  du 
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parallélépipède  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellip- 
soïde, la  somme  des  cart'és  des  projections  sera  constante. 

Soient  F',  G’,  H',  les  projections  des  parallélogrammes  F,  G,  II, 
sur  un  plan  fixe,  8,  S',  8",  les  cosinus  des  angles  de  ce  plan  avec  les 
plans  de  ijz,  de  xz  et  de  xy.  Rappelons  que.  pour  projeter  une  aire 
plane  sur  un  plan  donné,  on  peut  la  projeter  d’abord  sur  trois 
plans  rectangulaires,  et  projeter  ensuite  les  trois  projections  sur  le 
plan  donné  (539).  Il  suit  de  là  qu’on  aura 


F'  = fl  + fl'  + f"l"=  + ~ a' a'  + — n'a", 

abc 


G'  = ÿ8  + g'I'  + g"l"  = ^ b'?  + ^ V?  + ^ b'?', 

H'= 48  + h'I'  + h'V  = c'f  + ~ d f -f  ^ c'y". 


En  élevant  au  carré,  ajoutant,  et  réduisant  à l’aide  des  éq.  [4]  et 
[5],  il  vient 

F'*  -f  G'*  + H'*  = 4*c*8*  + a VS”  + a*6*  8"*, 

résultat  qui  renferme  le  théorème  à démontrer. 

656.  Théorème  V.  Le  volume  du  parallélépipède  construit  sur 
trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde  est  constant  et  égal  au 
parallélépipède  construit  avec  les  axes. 

Ce  parallélépipède,  que  je  nommerai  V,  est  égal  à six  fois  la 
pyramide  triangulaire,  formée  avec  les  demi-diamètres  a',  b',  c'. 
Soient  (fig.  38)  OF,  OG,  OH,  ces  demi-diamètres,  dont  les  extré- 
mités F,  G,  H,  ont  pour  coordonnées  x',  )j , s1,  etc.  Cherchons 
d’abord  le  volume  de  la  pyramide  OFGH  en  fonction  de  ces  coor- 
données. A cet  effet,  abaissez  les  perpendiculaires  FP,  GQ,  HR,  sur 
le  plan  de  xy,  et  achevez  les  constructions  indiquées  sur  la  figure. 
Alors  faites  attention  aux  quatre  solides  PQIUIFG,  OPQGFO, 
OPRHFO,  OQRHGO;  et  vous  verrez  que  la  pyramide  OFGII  est 
égale  à la  somme  des  deux  premiers,  moins  celle  des  deux  der- 
niers. Ces  quatre  solides  peuvent  être  considérés  comme  des  prismes 
triangulaires  tronqués  ; par  conséquent  on  a 

PQRHFG  = >■  PQR.  {z1  + z"  + z'”) , OPQGFO  = jOPQ.  [d  + 2") , 

OPRHFO  = J-  OPR.  (2' + z"j  , OQRHGO = J OQR.  (z"_+  s")  ; 
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donc,  pour  la  pyramide  OFGH,  on  a 

OFGH = J PQR . (z'+ z’  -f z") + { OPQ . (z' + z")  — J OPR . (z'  + zm) 

-10QR  .(z'  + z*) 

= { z'  (PQR  + OPQ  — OPR)  + i z"  (PQR  + OPQ  — OQR) 

+ J 2'"  (PQR  _ OPR  — OQR). 

La  figure  suffit  pour  indiquer  les  réductions , et  il  vient 
OFGH  = { z'.OQR  + i z".OPR  — | z"'.OPQ. 

Mais  on  aperçoit  facilement  sur  la  figure  que 

OQR  = {[xY’-xY-W'+ÿ'')  (x-’-x'1)}  = \ix'Y-ÿ’x"’), 
OPR  = \[x't/+  (y'+  ÿ") {x"'- x') - x"  f \=  y{ÿx'"-x'y'"), 
OPQ  = l[x'!/+(y'+y")(x"-x')-3'' y"  ] = \ (y'x"-x'y"). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  OFGH , et  multipliant  par  6 pour 
avoir  V,  on  trouve,  tout  calcul  fait, 

V = x'y"z'”—x'z"y'"+  z'x"ym—  ÿx”z'"+  y'z"xm—  z'ÿ'V". 

Enfin,  remplaçons  x',  y',  z',...  par  leurs  valeurs  (645),  il  vient 

v = db'c'  («pYr—  <xy'P"+  p*Y'+  yP  «O  ; 

à cause  de  l’éq.  [9],  n°  651,  cette  valeur  se  réduit  à V — abc, 
ce  qui  démontre  l’énoncé  (*). 

657.  Dans  les  paraboloïdes,  tous  les  diamètres  sont  parallèles 
entre  eux  ; par  conséquent , il  ne  faut  pas  chercher  dans  ces  sur- 
faces un  système  de  trois  diamètres  conjugués..  D’ailleurs,  s’il  en 
existait,  on  pourrait  mettre  l’équation  de  ces  surfaces  sous  la  forme 
Px’  + Py  -f-  P"zs=H;  et  par  cela  môme  elles  auraient  un  centre, 
ce  qui  est  impossible. 


f)  Les  travaux  de  M.  Chasles  ont  ajouté  aux  sui faces  du  2*  ordre  plusieurs 
propositions  nouvelles,  qui  méritent  d’être  remarquées  à cause  de  leur  grande 
généralité.  J’indiquerai  ici  seulement  la  suivante,  dont  je  supprime  la  démons- 
tration. Si  l’on  a deux  surfaces  concentriques  du  second  ordre,  la  somme  des 
carrés  de  trois  diamètres  conjugués  quelconques  de  la  première  surface,  divisés 
respectivement  par  les  carrés  des  trois  diamètres  de  la  seconde  surface  compris 
sur  les  directions  de  ces  trois  diamètres  conjugués,  est  constante. 

I.e  lecteur  qui  voudrait  connaître  les  ingénieuses  recherches  de  M.  Chasles 
doit  consulter  la  Correspondance  sur  V École  Polytechnique  de  M.  Hachette  , 
les  Annales  de  M.  Gergonne,  la  Correspondance  mathématique  et  physique 
de  M.  Quetelet. 
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Mais  on  peut  trouver  une  infinité  de  plans  diamétraux  conjugués 
deux  à deux,  c’est-à-dire  tels  que  les  cordes  divisées  en  parties 
égales  par  l’un  d’eux  soient  parallèles  à l’autre.  En  effet,  d’après  ce 
qui  a été  dit  n°*  61 1 et  612,  il  existe  une  infinité  de  systèmes 
de  coordonnées  qui  peuvent  donner  une  équation  de  la  forme 
Vyl  PV  = 2Qx;  et  alors  il  est  évident  que  les  plans  de  xy  et  de 
xz  sont  des  plans  diamétraux  conjugués,  et  que  la  ligne  des  x est 
un  diamètre. 


CHAPITRE  VIII. 

DU  PLAN  TANGENT  ET  DE  LA  NORMALE. 


Du  plan  tangent  et  de  la  normale  à une  surrace  algébrique  quelconque, 

658.  Soit  MS  (fig.  39)  une  droite  qui  rencontre  une  surface  en 
deux  points  M et  M';  si  on  la  fait  tourner  autour  du  premier  jusqu’à 
ce  que  M et  M' coïncident,  la  droite  deviendra  tangente  à la  surface. 
Comme  il  y a entre  M et  M'  une  infinité  de  courbes  différentes  sur 
la  surface,  on  peut  réunir  le  point  M'  au  point  M en  lui  faisant  par- 
courir chacune  de  ces  courbes;  et  il  est  clair  que  les  tangentes  à la 
surface  ne  sont  autres  que  les  tangentes  à ces  différentes  courbes. 
Proposons-nous  de  chercher  le  lieu  de  ces  tangentes  pour  une  sur- 
face algébrique  quelconque. 

Supposons  qu’on  ait  F (x,  y,  2)  = \xpyqzr  -f  A'x^fz'’  -f-  etc. , et 
que  l’équation  de  la  surface  soit 

[1]  F(x,  y,  2)  = 0; 

p,  g,...  étant  des  exposants  entiers  positifs,  qui  cependant  peuvent 
être  nuis.  Représentons  par  x',  f , z',  les  coordonnées  du  point  M; 
par  x'-f  f,  y -\-  g,  ~ + h , celles  de  M';  et  posons  f=*h,  g=ph. 
Les  équations  de  la  sécante  qui  passe  par  ces  points  seront 

[2]  X — x'  = a(z  — z'),  y — y=P(z  — z'). 

Puisque  les  deux  points  M et  M'  appartiennent  à la  surface , on  a 

Ax^y'^z'-I-  etc.  = 0, 

A(x'  + fY[y'  -f  g)"(z'  4-  h)r  4-  etc.  = 0. 
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Développons  la  2“  équation  de  manière  que  les  premières  puis- 
sances de  f, , g,  A,  soient  en  évidence,  et  retranchons-en  la  1" équa- 
tion : on  trouve 

(pAx'p-'if<dr-\-e\c.)f-\~  (qAx'py'q-i  z’T  etc.)ÿ 
-f-  [rAx'p  y'11  -}-  etc.) A -|-  u>  = 0. 

On  désigne  ici  par  w une  suite  de  termes  qui  contiennent  des  puis- 
sances et  des  produits  de  f , g,  A. 

Représentons  en  général  par  X,  Y,  Z,  les  polynômes  dérivés  de 
F(x,  y,  z),  relatifs  à x,  y,  z,  et  par  X',  Y',  Z',  ce  qu’ils  deviennent 
pour  les  valeurs  x~x',  y — y',  z = z';  divisons  l’équation  précé- 
dente par  h , et  observons  qu’on  a f=ah,g=$fi:  il  viendra 

X'a-fY'P  + Z'-fü>'  = 0. 

<i)’  contient  encore  le  facteur  A dans  tous  ses  termes* 

Cette  équation  doit  avoir  lieu,  quelque  rapprochés  que  soient  les 
points  M et  M';  donc  elle  subsiste  encore  quand  ils  se  confondent. 
Mais  alors  A = 0;  par  conséquent  m'  = 0,  et  l’équation  devient 
[3]  X'a  + Y'p  + Z'  = 0. 

Telle  est  la  relation  qui  doit  lier  entre  elles  les  quantités  a et  p , 
pour  que  les  éq.  [2]  soient  celles  d’une  tangente  à la  surface,  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x\  ÿ , z'.  Pour  avoir  le  lieu  de 
toutes  les  tangentes  en  ce  point,  il  faut  éliminer  a et  [J  entre  les 
éq.  [2]  et  [3].  De  cette  manière  on  obtient  l’équation  d’un  plan, 
savoir  • 

M X'(x  — x')  + Y'(y  — y')  + Z'  (z  — z')  = 0. 

C’est  le  plan  tangent  à la  surface,  au  point  donné. 

659.  Un  parvient  encore  à cette  équation  d’une  manière  simple, 
en  regardant  les  surfaces  courbes  comme  composées  de  faces 
planes  infiniment  petites  : mais  reprenons  les  choses  de  plus  haut. 

Soit  ADD  (fig.  40)  une  courbe,  dans  laquelle  on  a inscrit  un  po- 
lygone ; et  supposons  qu’on  augmente  de  plus  en  plus  le  nombre 
de  ses  côtés  en  plaçant  de  nouveaux  sommets  entre  les  premiers. 
On  aura  ainsi  une  suite  de  polygones  inscrits  dont  la  courbe  est  la 
limite , et  c’est  ce  qu’on  exprime  en  disant  qu’elle  peut  être  consi- 
dérée comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés,  dont  chacun  est 
infiniment  petit.  Alors  aussi  ces  côtés  infiniment  petits  sont  nommés 
les  éléments  de  la  courbe. 

Soit  BCL  un  côté  indéfiniment  prolongé  du  polygone  ABCD.  A 
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mesure  que  les  côtés  diminuent,  le  point  C se  rapproche  du  point 
B;  et,  à la  limite  il  est  clair  que  la  droite  BL  devient  tangente  à la 
courbe  au  point  B.  C’est  ce  qui  fait  dire  que  la  tangente  à une 
courbe  est  le  prolongement  indéfini  d’un  élément  de  cette  courbe. 

Les  considérations  précédentes  s’appliquent  naturellement  aux 
surfaces  courbes,  c’est-à-dire  qu’on  peut  les  regarder  comme  des 
polyèdres  d’une  infinité  de  faces  infiniment  petites;  et  alors  le  plan 
tangent  est  le  plan  d’une  face , ftrolongé  indéfiniment . 

De  cette  manière  de  présenter  le  plan  tangent,  il  résulte  comme 
conséquence  qu’il  doit  contenir  toutes  les  tangentes  menées  à la 
surface  par  le  point  de  contact.  En  effet,  si  on  prend  sur  la  sur- 
face, autour  de  ce  point,  un  espace  aussi  resserré  qu’on  voudra, 
on  peut  le  considérer  comme  un  élément  plan  dont  le  prolonge- 
ment indéfini  détermine  le  plan  tangent.  Concevons  ensuite  diffé- 
rentes courbes  tracées  sur  la  surface  par  le  point  de  contact  : il  est 
évident  que  chacune  d’elles  aura  un  élément  situé  dans  le  plan 
tangent,  et  que  par  conséquent  la  tangente,  qui  est  le  prolonge- 
ment de  cet  élément,  sera  tout  entière  dans  ce  plan. 

Il  suit  de  là  que,  pour  avoir  le  plan  tangent  en  un  point  donné, 
il  suffit  de  mener  par  ce  point  les  tangentes  à deux  lignes  de  la 
surface,  et  de  conduire  un  plan  par  ces  tangentes.  Ce  procédé, 
dont  on  fait  usage  dans  la  géométrie  descriptive,  conduit  aussi 
avec  facilité  à l’équation  du  plan  tangent.  Pour  plus  de  simplicité, 
on  mènera  les  tangentes  aux  deux  sections  faites  dans  la  surface 
parallèlement  aux  plans  de  xz  et  de  yz. 

Soit  comme  plus  haut, 

[1]  F(x,  y,  z)  = 0 

l’équation  de  la  surfaee , et  soient  x',  y',  z',  les  coordonnées  du 
point  de  contact  : je  fais  y = y',  et  il  vient,  pour  la  section  paral- 
lèle au  plan  de  xz, 

F (x,tf,  z)  = 0. 

Or,  suivant  ce  qui  a été  exposé  (471),  je  prendrai  les  polynômes 
dérivés  du  premier  membre  de  cette  équation,  relatifs  à x et  à z, 
puis  j’y  remplacerai  x et  z par  ad  et  s';  et  en  les  désignant,  après 
ces  substitutions , par  X'  et  Z',  on  aura , pour  les  équations  de  la 
tangente  à la  section, 

y— il,  z— X =—§(*—*')• 
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Maintenant,  pour  avoir  une  section  parallèle  à yz,  je  fais  x=x' 
dans  l’éq.  [1],  ce  qui  donne 

F [x\  y,  z)  — 0. 

11  est  clair  qu’en  prenant  les  polynômes  dérivés  relatifs  à y et  à s, 
du  polynôme  F(x',  y,  z),  et  en  mettant  y'  et  z'  au  lieu  de  y et  z,  le 
second  ne  sera  autre  que  la  quantité  Z'  déjà  trouvée.  Désignons  le 
premier  par  Y';  et  on  aura,  pour  la  tangente  à la  nouvelle  section, 
les  équations 

x = x',  z — z'  — —-{y—ÿ). 

L’équation  du  plan  tangent  doit  être  de  la  forme 
A(*  - x')  + B(y  - y')  + C(z  - z')  = 0. 

Pour  que  ce  plan  contienne  la  première  tangente,  on  doit  avoir 
CX' 

A = — ; et  pour  qu’il  contienne  la  seconde,  on  doit  avoir 

Li 

CY/ 

B = — . Par  suite,  l'équation  du  plan  tangent  sera,  comme  plus 

i-t 

haut  (638), 

[4]  X'(x-x')  + Y '(y  -y')  + Z'(z-z')  = 0. 

660.  En  posant,  pour  abréger,  V'  = XV  + Y'ÿ*  + ZV,  cette 
équation  du  plan  tangent  peut  s’écrire  sous  la  forme 
X'x  + Y'y  -f-  Z'z  = V'  ; 

et  je  vais  faire  voir  que  V'  peu  toujours  se  réduire  à une  fonction 
de  x',  y',  z',  de  degré  moindre  que  F(x,  y,  z).  Pour  y parvenir,  il 
faut  démontrer  d’abord  le  théorème  suivant. 

Théorème.  Si  on  a un  polynôme  homogène  en  x,  y,  z,  et  qu’on 
ajoute  ses  polynômes  dérivés,  après  les  avoir  multipliés  respecti- 
vement par  x,  y,  z,  on  reproduira  le  polynôme  primitif,  multiplié 
par  le  degré  de  l’homogénéité. 

On  dit  qu’un  polynôme  est  homogène  en  x,  y,  z,  quand  la 
somme  des  exposants  de  ces  lettres  est  la  même  dans  chaque 
terme;  et  cette  somme  se  nomme  le  degré  de  l’homogénéité. 

Soit  donc  un  polynôme  homogène 

u = kx^zT  + Mxr'yq'zT'  + etc., 

dans  lequel  les  sommes  p + q -f  r,  p'  -f  q'  -(-  r',  etc.  sont  égales 
à m.  En  désignant  les  polynômes  dérivés  par  X,  (i,  v,  on  a 
X= pAxp  etc. , jjl—  qA.xvyq''z'-{-  etc,,  v = rAa^yV-'-j-etc. 
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De  tà  il  est  facile  de  conclure  la  propriété  énoncée  : car  on  a évi- 
demment 

ii-)-|iy  + w = (p  + ? + r)Axry*zT  + etc.  = mu. 

Maintenant  supposons  que,  dans  F (x, y,  z),  la  somme  des 
termes  de  degré  m soit  u,  que  celle  des  termes  de  degré  m — 1 
soit  u,  ainsi  de  suite  ; de  sorte  qu’on  ait 

F(x,  y,  z)  = u + u'  -f  m"  -f  etc. 

Appelons  X,  Y,  Z;  X,  p,  v;  X',  p',  v';„.  les  polynômes  dérivés  de 
F,  w,  on  a évidemment 

X = X -|-  X' -|~  etc.,  Y = [j. -f-  p'  -f- etc.,  Z = v -f-  v'-)--  elc. ; 
donc,  si  on  pose  V = Xx  -f-  Yy  -j-  Zs,  on  aura 

V = (Xx  + py  + vz)  + (X'x  + n'y  + v'z)  + etc., 
ou  bien,  en  vertu  du  théorème  sur  les  polynômes  homogènes, 

V = mu  -(-  (m  — 4)u'  — 2 )u"  -f-  etc. 

L’équation  proposée  F(x,  y,  z)  = 0 donne  ü ==  mu  -(-  mu'  -J- 
mu"  -f  etc.;  et,  en  retranchant  cette  égalité  de  la  précédente,  il 
vient 

V = — m' — 2a"  — 3a'"  — etc. 

Il  est  évident  que  cette  dernière  fonction  est,  au  plus,  du  degré 
m — 4 en  x,  y,  z;  donc  la  fonction  V',  qui  n’est  autre  que  la  pré- 
cédente dans  laquelle  on  a remplacé  x,  y,  z,  par  x*,  y',  z',  sera  au 
plus  du  degré  m — 1 en  x',  ÿ , z\ 

661.  Occupons-nous  du  cas  où  le  plan  tangent  doit  être  mené 
par  un  point  donné  hors  de  la  surface.  Nommons  x",  y",  z" , les 
coordonnées  de  ce  point,  et  x',  y',  z',  celles  du  point  de  contact  : 
on  n’a,  pour  déterminer  ces  trois  inconnues,  que  les  deux  équa- 
tions 

[6]  F(x',  y',  z')  =0. 

[7]  X'x"  + Y'y"  + Z'z"  = V'. 

dont  l’une  exprime  que  le  point  cherché  est  sur  la  surface  ; et 
l’autre,  que  le  plan  tangent  passe  au  point  donné.  Ainsi,  en  gé- 
néral, le  problème  est  indéterminé. 

662.  Cependant  il  faut  remarquer  qu’il  y a une  condition  tacite, 
qui  ne  peut  pas  être  exprimée  par  une  équation,  et  à laquelle  il 
faut  avoir  égard  : c’est  que  les  valeurs  de  x',  y',  z',  doivent 
être  réelles.  Aussi  trouve-t-on,  dans  certains  cas,  que  le  problème 
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est  déterminé,  et  même  impossible.  Par  exemple,  supposons  qu’il 
s’agisse  de  la  surface  qui  a pour  équation  ÿ3  -}-  a:*  -j-  s*  -j-  a:  -J-  - 
z + | = 0,  et  que  le  plan  tangent  doive  passer  par  l’origine. 

Dans  ce  cas  il  est  facile  de  voir  que  l’équation  [7]  devient 
a?'s+ z'*  + 2x'  + 2z'  + 2 = 0,  ou  bien  (x'  + l)1  -}-  (*'  + 1)*  = 0. 
Elle  ne  peut  être  satisfaite  avec  des  valeurs  réelles  qu’en  posant 
a?  = — 1,  z'  = — 1.  Par  suite  l’équation  de  la  surface  donne 
y'  — — \'l-  Ainsi,  on  n’a  qu’un  seul  plan  tangent. 

Si  on  voulait  mener  un  plan  tangent  à la  sphère  par  un  point 
intérieur,  on  trouverait  que  les  éq.  [6]  et  [7]  ne  peuvent  pas  avoir 
de  solution  en  valeurs  réelles. 

663.  D’après  l’observation  faite  sur  V'  (660),  il  est  clair  que 
l’éq.  [7]  est,  en  x ',  i/,  z’,  de  degré  moindre  que  l’éq.  [6];  par 
conséquent  on  peut  dire  que  le  lieu  de  tous  les  points  de  contact 
est  l’intersection  de  la  surface  proposée  avec  une  surface  d’ordre 
inférieur.  Mais  cette  propriété,  présentée  sous  un  autre  aspect, 
paraîtra  plus  remarquable. 

Soit  H (fig,  41)  le  point  donné  hors  de  la  surface,  et  MA  la  ligne 
d’intersection  dont  il  s’agit  ; considérons  le  cône  formé  par  les 
droites  menées  du  point  R à cette  ligne  ; et  démontrons  qu’il  est 
circonscrit  à la  surface,  c’est-à-dire  qu’en  chaque  point  de  la 
courbe  MA,  il  a même  plan  tangent  que  la  surface. 

Ayant  pris  le  point  M à volonté  sur  MA , je  mène  la  droite  RM,  ' 
qui  est  une  génératrice  du  cône,  et  qui  est  évidemment  dans  le 
plan  tangent  au  point  M.  Sur  le  cône , je  trace  une  courbe  quel- 
conque MA'  passant  par  ce  point , et  une  droite  RN  aussi  voisine 
qu’on  voudra  de  RM;  par  les  points  N,  N',  où  la  droite  rencontre 
les  courbes  MA  et  MA',  je  tire  les  sécantes  Ma,  Ma';  puis  je  fais 
mouvoir  la  droite  RN  autour  du  point  R,  de  manière  que  le  point  N 
se  rapproche  de  M,  sans  cesser  d’être  sur  la  courbe  MA.  Pendant 
ce  mouvement,  la  droite  reste  toujours  sur  le  cône,  le  point  N',  où 
elle  coupe  la  courbe  MA',  s’approche  aussi  de  plus  en  plus  du 
point  M,  et  les  deux  sécantes  ne  cessent  pas  d’être  contenues  dans 
un  même  plan  avec  RM;  donc  les  lignes  Ma,  Ma,  deviennent  en 
même  temps  respectivement  tangentes  aux  courbes  MA  et  MA',  et 
elles  sont  encore  alors  dans  un  même  plan  avec  RM.  Or,  d’un  côté, 
ce  plan  est  tangent  à la  surface  donnée,  puisqu’il  contient  la  tan- 
gente à la  courbe  MA  et  la  droite  RM  qui  appartient  à ce  plan  tan- 
gent; et,  d’un  autre  côté,  il  est  aussi  tangent  au  cône;  car  il  ren- 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A TROIS  DIMENSIONS.  467 

ferme  les  tangentes  menées,  en  M,  à toutes  les  courbes  qu’on 
peut  tracer  sur  le  cône  par  ce  point. 

Ainsi,  on  doit  regarder  comme  démontré  que  la  courbe  de  contact 
d'une  surface  donnée  avec  un  cône,  qui  lui  est  circonscrit,  est  toujours 
située  sur  une  surface  d’ordre  inférieur  à celui  de  la  proposée. 

Donc,  la  ligne  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à une  surface  du 
second  oi'dre  doit  être  plane. 

664.  La  normale  à une  surface  est  la  perpendiculaire  menée  au 
plan  tangent,  par  le  point  de  contact.  Le  plan  tangent  a été  trouvé 
sans  faire  aucune  hypothèse  sur  les  angles  des  coordonnées;  mais, 
afin  de  rendre  les  équations  de  la  normale  plus  simples,  on  sup- 
pose les  axes  rectangulaires.  Alors  on  trouve  facilement  (576)  que 
les  équations  de  la  normale  sont 

[8]  Z'[x-x')=X'(z-z'),  Z' (y  — ÿ')=Y'(z — z'). 

Plan  tangent  aux  surfaces  du  second  ordre. 

665.  Appliquons  au  second  ordre  les  résultats  précédents.  Pre- 
nons d’abord  l’équation  générale 

[A]  Ax1  + A'y*  + AV  + 2Bx.y  + 2B  ’xz  + 2B  "yz 

+ 2Cx  + 2C'y  -f  2G"z  + F = 0. 

, Dans  ce  cas,  on  a 

X'  = 2(Ax'  + Bi/  -f  BV  + C ), 

Y'  = 2(Ay  + Bx'  + B'V  + ff), 

Z'  = 2 (AV+  BY+  BY+ C"), 

— V'  = 2(Cx'  + C'y'  + G"  s'  + F ) ; 
par  suite  l’équation  du  plan  tangent,  n°  660,  devient,  après  qu’on 
l’a  divisée  par  2 , 

[1]  (Ax'  + B// + BV + C)x  + (A'-/  + BV  + BV  + CT,y 
+ (AV  + BV + B'V -f C")z  + Cx'-f  C'y' + CV  + F = 0. 

Quand  la  surface  a un  centre,  on  peut  la  représenter  par  l’équa- 
tion Px*  + P'i/*  -f-  P"z*  = H : alors  l’équation  du  plan  tangent 
devient 

[2]  Px'x  + P'î/y  -f  F'z'z  = H. 

♦ 

Quand  la  surface  n’a  point  de  centre , on  peut  mettre  son  équa- 
tion sous  la  forme  F y1  + PV= 2Qx;  et  l’équation  du  plan  tangent 
est  simplement  • 

[3]  Py.y  + PVz  = Q(x  + x'). 
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666.  Afin  de  mieux  fixer  les  idées  dans  ce  qui  va  suivre,  on  ne 
considérera  que  l’ellipsoïde  ; mais  les  conséquences  seront  énoncées 
en  termes  généraux , parce  qu’il  sera  facile  de  voir  qu’elles  s’éten- 
dent aux  hyperboloïdes,  en  prenant  négativement  les  carrés  des 
diamètres  imaginaires;  et  aussi  aux  paraboloïdes,  en  regardant  ces 
surfaces  comme  ayant  un  centre  situé  à l’infini. 

Prenons  pour  l’ellipsoïde  l'équation 


r*  i/*  J8 

* + 


dans  laquelle  a,  b,  c,  sont  trois  demi-diamètres  conjugués  : celle 
du  plan  tangent  sera 

[4]  ^ + Û.  + ïi=i. 

11  a1  ^ b1  ^ c* 

Menons  un  diamètre  au  point  de  contact  : les  équations  de  ce 
x'  if 

diamètre  sont  x = -z,  y—^-z.  Par  suite  celle  du  plan  diamétral 

Z Z 

conjugué  devient  (630) 

x'x  , y'y  , z'z 

^■■f^  + 7ï  = 0î 


donc  le  plan  tangent  à l'extrémité  d’un  diamètre  est  parallèle  au 
plan  diamétral  conjugué  de  ce  diamètre. 

667.  Cherchons  la  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  xy,  et  pour 

x'x  XJ  XJ 

cela  faisons  z = 0 dans  [41  : il  vient  — - 4-  ~ = 1 . Or,  il  est  évi- 
er o* 

dent  que  cette  équation  ne  change  pas,  si  on  donne  à c et  à z d’au- 
tres grandeurs,  et  même  une  autre  direction,  pourvu  qu’on  n’altère 
ni  les  longueurs  ni  les  directions  des  lignes  a,  b , x!,  ÿ.  Donc, 

Si  plusieurs  surfaces  du  2e  ordre  sont  coupées,  par  un  plan  dia- 
métral commun,  suivant  la  même  courbe,  et  si,  par  un  point  quelcon- 
que de  ce  plan,  on  mène,  dans  choque  surface,  la  corde  conjuguée  à 
ce  plan,  les  plans  tangents  aux  extrémités  de  ces  différentes  cordes 
iront  tous  rencontrer  le  plan  diamétral  suivant  la  même  trace. 

, a* 

668.  Faisons  à la  fois  y = 0 et  z = 0 dans  l’éq.  [4]  : on  a x = — . 

Cette  valeur  ne  contient  que  a et  x'  : ainsi  les  grandeurs  et  les  di- 
rections de  b,  c,  ÿ , z',  peuvent  varier  sans  que  cette  valeur  change. 
Donc, 
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Si  des  surfaces  du  2*  ordre  ont  un  diamètre  commun,  et  si  par  un 
point  de  ce  diamètre  on  mène , dans  chaque  surface,  le  plan  conjugué 
qui  la  coupe  suivant  la  courbe  dont  le  centre  est  en  ce  point,  les  plans 
tangents  aux  surfaces,  dans  tous  les  points  de  ces  courbes  concen- 
triques, iront  rencontrer  le  diamètre  commun  au  même  point. 

669.  Actuellement  je  vais  considérer  le  cas  où  il  serait  question 
de  mener  un  plan  tangent  à une  surface  du  2'  ordre  par  un  point 
extérieur  à la  surface.  Considérons  toujours  l’ellipsoïde  représenté 
par  l’éq.  [p],  désignons  par  x",  y",  z",  les  coordonnées  du  point 
donné,  et  par  x',  y',  z',  celles  du  point  de  contact  : on  aura,  entre 
ces  trois  inconnues,  les  deux  équations 


Kl  4.  ^ _L  **  — 1 

l5]  F+P+7-1’ 


rm  x"x'  i y"»'  i zV  i 
[6]  -^-  + -^  + ^--1. 


En  regardant  x',  ÿ,  z',  comme  des  variables,  la  2a  équation  re* 
présente  un  plan  ; et  c’est  l’intersection  de  ce  plan  avec  la  surface 
qui  est  le  lieu  des  points  de  contact.  Cette  intersection  peut  aussi 
être  considérée  comme  la  base  du  cône  qui  serait  circonscrit  à la 
surface,  et  qui  aurait  son  sommet  au  point  donné  (663). 

Si  on  mène  le  diamètre  qui  passe  au  point  donné,  et  qu’on 
prenne  le  plan  diamétral  conjugué  de  ce  diamètre,  on  reconnaît 
sur-le-champ  qu’il  est  parallèle  au  plan  de  l’équation  [6]. 

xf'xf  m'V 

Dans  l’éq.  [6]  faisons  z'  = 0,  on  trouve  — j-  -f-~ ■ -=4.  Comme 

cette  équation  ne  contient  pas  z",  on  conclut  qu’elle  représente 
toujours  la  même  droite,  quelle  que  soit  la  position  du  point  donné, 
pourvu  qu’il  reste  sur  une  parallèle  à l’axe  des  z;  car  x?  et  ÿ ne 
changent  pas.  Et  remarquez  qu’il  est  permis  de  supposer  cet  axe 
parallèle  à une  droite  quelconque,  et  qu’alors  le  plan  de  xy  serait 
le  plan  diamétral  conjugué  aux  cordes  parallèles  à cette  droite. 

Si,  dans  la  même  éq.  [6],  on  fait  y'  s=  0 et  z'  = 0,  il  vient 
a* 

x?  = —,  valeur  qui  ne  change  point  quand  le  point  donné  se 

meut  dans  un  plan  parallèle  à celui  de  yz.  Remarquez  encore  que 
ce  plan  de  yz  peut  être  pris  parallèle  à un  plan  donné,  et  qu’alors 
la  ligne  des  x doit  être  le  diamètre  conjugué  à ce  plan. 

En  résumant  ce  qui  précède,  on  a ce  théorème  : La  courbe  de 
contact  d’un  cône  avec  une  surface  du  2'  ordre  est  une  des  sections 
conjuguées  au  diamètre  gui  passe  par  le  sommet  du  cône.  Si  on  fait 


Digitized  by  Google 


TROISIÈME  PARTIE. 


470 

mouvoir  le  sommet  du  cône  sur  une  droite  donnée,  le  plan  de  cette 
bourbe  passera  constamment  par  une  même  droite,  située  dam  le 
plan  diamétral  conjugué  des  cordes  parallèles  à la  droite  donnée. 
Enfin,  si  on  fait  parcourir  au  sommet  du  cône  Un  plan  donné,  le 
plan  de  la  courbe  de  contact  ira  toujours  couper  au  même  point  le 
diamètre  conjugué  des  sections  parallèles  au  plan  donné. 

Théorème  de  Monge. 


670.  Théorème.  Le  sommet  d'un  angle  solide  tri-rectangle,  dont 
les  faces  restent  constamment  tangentes  « une  surface  du  2°  ordre 
douée  de  centre,  décrit  une  sphère  concentrique  à cette  surface. 

Ce  théorème,  qui  a son  analogue  dans  les  courbes  du  2'  ordre, 
a été  énoncé  par  Monge,  et  démontré  par  Poisson  de  la  manière 
suivante. 

Soit  l’équation  de  l’ellipsoïde,  rapportée  à ses  diamètres  princi- 
paux, 

X*  1/*  2* 

?+F+?=i' 

En  nommant  af,  »/,  z’,  sf,  y",  z",  x"‘,  »/",  z",  les  coordonnées  des 
trois  points  de  contact,  les  équations  des  plans  tangents  sont 

t‘l  $+9  + 7-*-  £ + £ + $=., 

Xmx  y"’ y z‘"z  _ 

a*  + 6*  + c*  ‘ 

Puisque  les  points  de  contact  sont  sur  l’ellipsoïde,  on  a 


[2] 


, y*  , j* 


y", 


i-  -r  — 1 * 


+ 7*  + 7»  “ l*  ~ + "ât  + TT  — 
a1  b'  ' c* 

et  puisque  les  plans  tangents  sont  perpendiculaires  entre  eux, 
on  doit  avoir  aussi  (588). 

Vr'  »/./'  *'«? 

13] 


6‘  + c‘  ’ 


ofxa 


A* 


a ' 

z"z"' 


■ ?/>/  , & r. 


0. 
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Pour  obtenir  la  surface  décrite  par  le  point  d’intersection  des 
trois  plans,  il  faut  éliminer  les  neuf  coordonnées  x\  >/,...  des 
points  de  contact,  entre  [I],  [2],  [3].  Quoique  le  nombre  de  ces 
équations  paraisse  insuffisant,  l’élimination  est  cependant  possible. 
Pour  l’effectuer  de  la  manière  la  plus  simple,  on  pose  d’abord 


M 


^ ^ , L’_l  ,i_i 

a*  b"  c"  ~ Rs ’ a1  b'  ^ c*  — R'*’ 


üîÜ  4.  yZ  a.  î2 — JL 

a*  + ~F  + c*  “ R"*’ 


R,  R',  R",  étant  des  quantités  auxiliaires  qu’on  devra  éliminer 
aussi.  On  remarque  ensuite  que  les  éq.  [4]  et  [3]  ne  sont  autres  que 
les  éq.  [a]  et  [6]  du  n°  600,  dans  lesquelles  on  aurait  remplacé 

a,  a',  a",  b , b',  b",  c,  d,  b”, 

Rr"  Ry'  Rs'  R'x”  R'y"  R'z"  R"xm  Ry  RV 

P3r  a*  ’ b*  ’ c*  * a*  * b*  ’ c*  ’ b‘  ’ c*  5 

donc , en  opérant  les  mêmes  changements  dans  les  éq.  [c]  et  [tf]  du 
n°  cité , on  aura  aussi 

IR’x'*+R'V',+R"’arWÎ=a*,  l RVy,+R,,x,y'+R"*x"'jr=0, 
r Y»  +R'y * -f  R " Y'*=é‘,  [6]  J RVz'  +R' V's" +R",x",z"'  =0. 
R*s'*  +R' V*  +R,”s"’*  =c‘,  ( R Yf  +Rry  s"  +R"îÿ'"z'"  =0. 

Gela  posé,  élevons  les  éq.  [1]  au  carré,  multiplions-les  par  R*, 
R'1,  R'”,  et  ajoutons-les  ensuite  : il  vient,  en  ayant  égard  aux  re- 
lations [a]  et  [6] , x*  + y*  + s*  = R!  + R'*  + R"*. 

Mais,  en  ajoutant!  les  éq.  [2]  après  les  avoir  multipliées  par  R’, 
R'*,  R"*,  et  en  réduisant  au  moyen  des  éq.  [5],  on  trouve  a*-f-  ô*+ 
c*  = R*  -j-  R”  R''* ; donc  on  a,  entre  x,  y,  z , 

[7]  **+ÿ* + **  = <** + **  + *’. 

Pour  appliquer  ce  résultat  à l’hyperboloïde  à une  nappe,  on 
change  c*  en  — c*;  et,  s’il  s’agit  de  l’hyperboloïde  à deux  nappes, 
on  remplace  a*  et  6*  par  — a*  et  — b*.  Dans  aucun  cas,  l’éq.  [7] 
ne  représente  une  autre  surface  que  la  sphère;  donc  le  sommet 
d’un  angle  solide , etc. 

67t.  Il  serait  facile  de  modifier  les  calculs  précédents  pour 
les  paraboloïdes;  mais  il  est  plus  simple  de  considérer  ces  sur- 
faces comme  ayant  un  centre  situé  à l’infini.  Alors  la  sphère  dé- 
crite par  le  sommet  de  l’arigle  solide  tri-rectangle  se  change  en  un 


Digitized  by  Google 


A72  TROISIÈME  PARTIE. 

plan  perpendiculaire  à l’axe,  et  il  faut  en  déterminer  la  position. 

)/*  2* 

A cet  effet,  reprenons  l’équation  — ± — = 1,  qui  repré- 

sente l’ellipsoïde  ou  l’hyperboloïde  à une  nappe,  selon  le  signe  qui 
précède  z*. 

Pour  la  sphère  qui  est  décrite  par  le  sommet  de  l’angle  solide, 
on  a x*  -f-  y1  -f-  z*  = a1  + ± C. 

Mais , afin  de  placer  l'origine  à l’une  des  extrémités  de  l’axe  2 a, 
changeons  x en  x — a;  faisons  ensuite  b*  = aq,  c*  = aq';  puis 
supposons  a = œ>.  Les  deux  équations  précédentes  deviennent 
celles-ci  : # 

q'y*  ± qz * = 2 qq’x,  x — — . 

La  lre  donne  les  deux  paraboloïdes;  et  la  2'  fait  voir  que  le 
sommet  de  l’angle  solide  tri-rectangle  décrit  un  plan. 


CHAPITRE  IX. 

DES  SECTIONS  FAITES  PAR  LES  PLANS  DANS  LES  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE. 


Différentes  courbes  que  donnent  les  sections  planes. 

• 

672.  Dans  le  chapitre  V,  on  a coupé  les  surfaces  de  2'  ordre 
seulement  par  des  plans  parallèles  à ceux  des  coordonnées,  parce 
que  ces  sections  suffisaient  pour  donner  des  différences  caracté- 
ristiques propres  à chaque  genre  de  surfaces.  Mais,  pour  mieux 
connaître  ces  surfaces , il  est  bon  d’examiner  toutes  les  sortes  de 
sections  qu’il  est  possible  d’obtenir. 

Considérons  d’abord  les  surfaces  douées  de  centre,  dont  l’équa- 
tion est 

[E]  Px1  Fy*  -f-  P"zs  = H ; 

et,  pour  le  plan  coupant,  prenons  . ^ 

[1]  X = ay-|-ps  + p. 
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L’élimination  de  x donne,  pour  la  projection  de  l’intersection 
sur  le  plan  de  yz , l’équation 

[2]  (Pa«+P')y  + (P?‘+P'')z,+lïPa^-f2Pap//+2P?pz  + Pp5— H=0, 
et,  selon  qu’elle  représente  une  ellipse , une  hyperbole  ou  une  pa- 
rabole, l’intersection  elle-même  sera  une  ellipse,  une  hyperbole 
ou  une  parabole;  car  elle  doit  être  une  ligne  du  2e  ordre  (607),  et 
il  est  clair  qu’une  de  ces  courbes  ne  peut  pas  avoir  pour  projec- 
tion une  des  deux  autres.  Comparons  donc  l’éq.  [2]  avec  l’équa- 
tion A xî  -f-  Bzx  -|-  Cz*  -f-  etc.  = 0 , et  formons  la  quantité  B’ — 4AC  : 
on  trouve 

B*  — 4AC  = — 4 (P'P"  + PP"a>  + PP'p») . 

En  donnant  à a et  p toutes  les  valeurs  possibles,  cette  quantité 
reste  négative  quand  la  surface  est  un  ellipsoïde  : car  alors  P,  P', 
P",  sont  positifs.  Mais,  pour  les  hyperboloïdes,  P"  étant  négatif, 
cette  quantité  peut  être  positive,  négative,  ou  nulle.  Donc  l’ellip- 
soïde , coupé  par  des  plans,  ne  donne  que  des  ellipses,  tandis  que 
les  hyperboloïdes  peuvent  donner  aussi  des  hyperboles  et  des  pa- 
raboles. 

L’éq.  [1]  ne  renfermant  pas  les  plans  parallèles  à l’axe  des  x, 
ceux-ci  doivent  être  considérés  à part.  Or  ils  sont  compris  dans 
l’équation  y = ~(z-\-  p;  et  en  mettant  cette  valeur  dans  [E],  on 
trouve  l’équation 

[3]  Px*  + (P'f*  + P")*1  + 2P'ypz  + P'p*  — H = 0, 
qui  conduit  aux  mêmes  conséquences  que  l’éq.  [2] . 

673.  Passons  au  cas  des  paraboloïdes.  Si  on  veut  les  couper 
par  des  plans  non  parallèles  à l’axe  des  x , on  élimine  x entre  les 
équations 

P'y  + PV  = 2Qx,  x = ay-t-ps  + p; 

et  il  vient 

[4]  P'y*  -f  PV — 2Qay  — 2Q?z  — 2Qp  = 0. 

Donc  la  section  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  selon  que  P" 
est  positif  ou  négatif,  c’est-à-dire  selon  que  le  paraboloïde  est 
elliptique  ou  hyperbolique. 

Quand  le  plan  coupant  est  parallèle  à l’axe  des  x,  il  faut  pren- 
dre, pour  son  équation,  y = YZ-(-p;  et  alors,  pour  la  projection 
de  la  section , on  a 

(py  -f  P")z*  + 2P'-fpz  -I-  P'p*  = 2Qx, 
équation  qui  donne  des  paraboles,  quel  que  soit  le  signe  de  P". 
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674.  Examinons  maintenant  les  sections  faites  par  des  plans  pa- 
rallèles entre  eux.  Il  faudra  supposer,  dans  les  calculs  précédents, 
que  a,  p,  y,  conservent  les  mêmes  valeurs,  et  que  p varie  seul.  Les 
coefficients  des  termes  du  2e  degré,  dans  les  équations  des  projec- 
tions, ne  changeront  pas;  donc  ils  auront  entre  eux  toujours  les 
mêmes  rapports  ; donc  (483)  les  projections  des  sections  sont  des 
courbes  semblables  et  semblablement  placées  (sauf  le  cas  où  l’on 
aurait  des  hyperboles  tournées  en  sens  oppdSé,  comme  dans  la 
fig.  42).  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  les  sections  elles- 
mêmes  jouissent  de  cette  propriété. 

Soient  (fig.  43)  AC,  A'C',  des  courbes  situées  dans  des  plans 
parallèles,  et  ac,  «V,  leurs  projections  sur  un  plan  donné;  suppo- 
sons ces  projections  semblables  et  semblablement  situées  ; et 
soient  o et  o'  les  centres  de  similitude.  En  menant  les  rayons  vec- 
teurs oa,ob,  oc,...  et  leurs  parallèles  o'a',  o'b',  o’c',...  on  devra  avoir 

cette  suite  de  rapports  égaux  (479)  = ~ = etc. 

oa.  ou  oc 

Cela  posé,  soient  OA,  OB,  OC, ...  les  rayons  vecteurs  projetés  sur 
oa,  ob,  oc, ...;  et  O'A',  O'B',  O'C', ...  les  rayons  vecteurs  projetés 
sur  o'a',  o'b',  oc', ...  Les  rayons  OA  et  O'A'  seront  parallèles  entre 
eux,  comme  intersections  de  plans  parallèles;  et  de  plus  il  est 
facile  de  voir  qu’ils  sont  entre  eux  dans  le  repport  de  leurs  pro- 
jections. On  peut  dire  la  même  chose  de  OB  et  O'B',  etc.;  donc 

^ etc.  ; donc  les  courbes  ÀC,  A'C',  sont  sem- 

blables et  semblablement  situées. 

Ainsi,  les  sections  parallèles  d’une  surface  du  2*  ordre  sont  des 
lignes  du  2®  ordre  semblables  et  semblablement  situées. 

Cas  particuliers  où  les  sections  sont  des  hyperboles.  — Cône  asymptote. 

675.  Reprenons  l’équation  qui  représente  les  hyperboloïdes , 

[P,]  Px*  + Py  — PV  = ±H; 

et  supposons  que  la  surface  soit  coupée  par  le  plan  dont  l’équa- 
tion est 

[4]  x = ay  -(-  $z  + p. 

En  changeant  P"  en  — P"  dans  l’éq.  [2]  du  n°  672,  on  a,  pour  la 
projection  de  cette  intersection , 

[2]  (P«*  + P’)ÿ*  + (Pp*  — P")z*  + 2Pa{b/z  + etc.  = 0. 
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Concevons  qu’on  ait  mené,  par  le  centre,  des  parallèles  aux 
asymptotes  de  cette  projection , il  est  facile  de  voir,  en  général , 
que  ces  parallèles  ne  dépendent  que  des  trois  termes  du  2*  degré  : 
je  veux  dire  qu’elles  sont  données  par  l’équation 

[3]  (P«*  + P')y*  + (PfP  - P>‘  + 2P «ftyz  = 0. 

Or,  quand  le  plan  coupant  se  meut  parallèlement  à lui-méme , il 
est  évident  que  ces  droites  ne  changent  pas  ; et  cela  prouve  que 
les  asymptotes  des  projections , et  par  conséquent  aussi  celles  des 
sections,  restent  parallèles  à elles-mêmes. 

Transportons  le  plan  coupant  à l’origine,  son  équation  devient 

[4]  *=«ÿ+P*î 


et  en  prenant  ensemble  les  équations  [3]  et  [4] , elles  déterminent 
deux  droites,  passant  au  centre,  qui  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes des  sections. 

L’éq.  [3]  peut  s’écrire  ainsi  P(ay  -f-  (3z)’  + P 'yt  — PV  = 0;  et, 
au  moyen  de  l’éq.  [4],  elle  devient  Px*  -f-  P'ys  — P "z*  = 0. 

Cette  équation , indépendante  de  a et  J5,  représente  un  cône  qui 
est  le  lieu  des  parallèles  menées,  par  le  centre,  aux  asymptotes 
de  toutes  les  hyperboles  qu’on  peut  tracer  sur  la  surface  : ou  bien, 
ce  qui  est  la  même  chose,  il  est  le  lieu  des  asymptotes  à toutes 
les  sections  hyperboliques  faites  par  le  centre.  De  là  lui  vient  le 
nom  de  cône  asymptote. 

676.  On  peut  encore  justifier  autrement  cette  dénomination. 
Par  un  point  quelconque  P (fig.  44)  du  plan  de  xy,  je  mène,  au- 
dessus  de  ce  plan,  une  parallèle  à l’axe  des  z,  je  désigne  par 


x,  y,  z,  et  par  x,  y,  Z,  les  coordonnées  des  points  M et  N,  où  elle 

> PxM-PVzpH 

rencontre  l’hyperboloïde  et  le  cône;  on  aura  z1  == 


Px*  + Py 

pr*  J 


et  par  suite 


Z*  — z*  ±H 
Z + z P^Z  + z)  ’ 


Supposons  que  le  point  P s’éloigne  du  centre  O,  sans  sortir  de  la 
droite  OR.  Il  est  clair  que  x5  et  y*,  et  par  suite  Z et  z,  augmente- 
ront indéfiniment;  donc  la  différence  Z — z ira  en  diminuant,  et 
pourra  devenir  aussi  petite  qu’on  voudra. 

Comme  cette  différence  est  positive  quand  Phyperboloïde  a une 
nappe,  et  négative  quand  il  en  a deux,  il  s’ensuit  que  le  cône 
asymptote  est  tout  entier  entre  ces  deux  surfaces. 
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677.  Le  cône  asymptote  se  remarque  encore  lorsqu’on  cherche 
les  intersections  des  hypcrboioïdes  avec  les  droites,  qui  passent 
par  le  centre.  Les  équations  d'une  telle  droite  sont  x=8 z,  y=Zz; 

et , en  les  combinant  avec  [P,] , il  vient  z = ± 

11  est  évident  qu’on  peut  donner  à 8 et  8'  des  valeurs  telles  que 
le  dénominateur  P8*-f-P'8'! — P"  soit,  à volonté  positif,  négatif  ou 
nul;  donc  il  existe,  dans  chaque  hyperboloïde,  des  diamètres  réels 
et  Unis,  des  diamètres  imaginaires,  et  des  diamètres  infinis. 

Selon  que  l’hyperboloïde  a une  ou  deux  nappes,  il  faut  pren- 
dre H avec  des  signes  différents;  et  de  là  il  suit  que  les  diamètres 
imaginaires  de  l’une  des  surfaces  sont  les  diamètres  réels  de  l’au- 
tre. Les  diamètres  infinis  sont  les  mêmes  pour  toutes  deux. 

Pour  ces  derniers  diamètres,  on  a PS*  + P'S'* — P"=  0;  et,  en 
éliminant  8 et  8'  au  moyen  des  équations  x = 82  et  y — 8 ’z, 
on  trouvera,  pour  le  lieu  géométrique  des  diamètres  infinis, 
Pir’-j-P'y’  — Iv'z!:=  0.  C’est  l’équation  du  cône  asymptote  (”). 

678.  Un  paraboloïde  hyperbolique  peut  aussi  être  coupé  suivant 
des  hyperboles.  Il  a pour  équation  P 'y' — P''z*  — 2Qx  ; et,  en 
changeant  P"  en  — P"  dans  l’équation  [4]  du  n°  673,  on  reconnaît 
sur-le-champ  que  les  parallèles  menées  par  l’origine  aux  asymp- 


±H 
P8*-{-P'8'* — P"  ’ 


totes  de  ces  hyperboles  ont  pour  équations  y = ±z 


Ces  valeurs  sont  indépendantes  de  a et  de  fl,  et  montrent  que 
les  parallèles  aux  asymptotes  des  sections  hyperboliques  ont  pour 
lieu  géométrique  deux  plans  parallèles  aux  diamètres  de  la  surface. 

679.  Je  ferai  remarquer  ici  certaines  formes  d’équations,  sous 
lesquelles  peuvent  se  présenter  les  hyperboloides  et  les  paraboloïdes 
hyperboliques. 

1°  On  peut  rapporter  chacun  des  hyperboloïdes  à trois  quelcon- 
ques de  ses  diamètres  infinis.  Alors,  il  faut  que  les  intersections 
de  la  surface  par  les  plans  coordonnés  soient  des  hyperboles  entre 
leurs  asymptôtes  : or,  cela  exige  que  l’équation  de  la  surface  ne 
contienne  ni  les  termes  du  1er  degré  ni  les  carrés  des  variables; 


(*)  Quand  un  hyperboloïde  est  Tapporlé  à trois  diamètres  quelconques,  son 
équation  est  de  la  forme  Pi,+P'y*4-l,"x*-(-Sit/-fS'xi-fS"yï=G.  Si  alors  on 
lui  applique  les  calculs  précédents,  on  trouvera  qu’il  suffit  d’y  remplacer  G 
par  zéro  pour  avoir  le  cône  asymptote. 
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donc  on  peut  comprendre  les  deux  byperboloïdes  dans  une  équa- 
tion telle  que  Sxy  + S ’xz  -f-  S "yz  = G. 

2°  Si  les  y et  les  s seulement  sont  pris  sur  deux  diamètres  infi- 
nis, et  si  on  laisse  l’origine  au  centre,  et  les  x sur  le  diamètre 
conjugué  des  sections  parallèles  au  plan  des  deux  premiers  dia- 
mètres, la  nouvelle  équation  devra  donner  des  hyperboles  entre 
leurs  asymptotes,  quand  on  coupera  la  surface  par  des  plans  pa- 
rallèles à celui  de  yz;  et  comme  d’ailleurs  l’origine  est  encore  au 
centre,  on  conclut  facilement  que  les  hyperboioïdes  ont  aussi  une 
équation  de  la  forme  Rx*  -f-  S yz  — G. 

3°L’équationdu  paraboloïde  hyperbolique  étant  Fy* — P"s*=2Q.r, 
on  a vu  (624)  que  le  plan  de  yz  coupe  la  surface  suivant  deux  li- 
gnes droites,  et  que  les  sections  parallèles  sont  des  hyperboles  qui 
ont  leurs  centres  par  le  diamètre  des  x,  et  leurs  asymptotes  pa- 
rallèles à ces  droites.  Changeons  les  axes  actuels  des  y et  des  z,  et 
remplaçons-les  par  ces  deux  droites,  on  reconnaîtra  aisément  qu’a- 
près  la  transformation,  l’équation  du  paraboloïde  doit  se  réduire 
à la  forme  S yz  + Rx  = 0. 


Sections  rectilignes  de  l’hyperboloïde  à une  nappe. 


680.  Quel  que  soit  le  point  que  l’on  considère  sur  l’hyperbo- 
loïde  à une  nappe,  on  peut  toujours  mener  un  diamètre  à ce  point, 
et  rapporter  la  surface  à trois  diamètres  conjugués  dont  celui-ci 
fasse  partie.  Alors,  son  équation  est 


[P'  1 


r ii  „s 


Supposons  que  le  premier  diamètre  soit  celui  des  y,  et  faisons 
y = b : il  viendra 


De  là  on  conclut  qu’on  peut  mener  deux  droites  sur  /’ hyperholoïde 
à une  nappe , par  chacun  de  ses  points. 

Le  plan  de  ces  droites  est  tangent  à l’hyperboloïde,  puisqu’il 
est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du  diamètre  qui  aboutit 
au  point  que  l’on  considère  sur  la  surface  (666).  H est  évident 
d’ailleurs  que  cela  doit  être  ; car  ces  droites  sont  elles-mêmes  leurs 
tangentes,  et  à ce  titre  elles  doivent  être  dans  le  plan  tangent. 
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68f.  Considérons  sur  la  surface  une  ellipse  quelconque  ABC 
(fi".  43),  située  dans  un  plan  qui  passe  par  le  eentre  O,  et  qui  aOZ 
pour  diamètre  conjugué.  Par  tous  les  points  de  cette  ellipse,  me- 
nons les  droites  AG,  BH,...  tangentes  à cette  courbe,  et  les  droites 
AD,  BE,...  parallèles  à OZ.  D’après  ce  qui  précède,  les  deux 
droites  de  l’hyperboloïde,  qui  passent  au  point  A,  sont  situées 
dans  le  plan  tangent  DAG:  et  l’éq.  [1]  prouve  qu’elles  sont  de  côtés 
différents  par  rapport  à la  ligne  AD. 

Pour  fixer  les  idées,  imaginons  qu’on  tourne  autour  de  l’hyper- 
boloïde dans  le  sens  ABC...  Alors  on  distinguera  sur  cette  surface 
deux  systèmes  de  droites;  l'un  composé  des  lignes  AP,  BQ....  qui 
ont  leur  partie  supérieure  à droite  des  parallèles  AD,  BE...;  et 
l’autre,  des  lignes  AF,  BQ',...  qui  ont  leur  partie  supérieure  à 
gauche  do  ces  mêmes  parallèles.  Quand  l’hyperboloïde  est  de  ré- 
volution, les  droites  du  premier  système  font  avec  l’axe  le  même 
angle  que  celles  du  second,  et  la  surface  peut  alors  être  engen- 
drée de  deux  manières  différentes  par  la  rotation  d’une  droite. 

682.  La  disposition  précédente  étant  bien  comprise,  considérons 
deux  droites  quelconques  AF’,  BQ,  appartenant  au  même  système, 
et  menons  parallèlement  à OZ,  par  le  point  de  concours  des  tan- 
gentes AG  et  BH , la  ligne  SG  S’  qui  rencontre  l’hyperboloïde  en  S 
et  S'.  La  ligne  SG'S  est  l’intersection  des  plans  tangents  DAG,  EBH  ; 
et  il  est  clair  que  si  les  deux  droites  AP  et  BQ,  qui  sont  respective- 
ment dans  ces  plans,  se  rencontrent,  ce  ne  peut  être  que  sur  la 
ligne  SS'.  Mais,  d’un  autre  côté,  il  est  évident  que  AP  doit  passer 
au  point  S,  et  BQ  au  point  S'  ; donc  ces  droites  ne  se  rencontrent 
pas.  Le  môme  raisonnement  montre,  au  contraire,  que  deux 
droites  de  systèmes  différents,  telles  que  AP  et  BQ',  iront  couper 
SS'  au  même  point  S.  Donc,  en  général,  deux  droites  prises  dans 
un  même  système  ne  se  rencontrent  pas,  et  deux  droites  de  systèmes 
différents  se  rencontrent  toujours. 

683.  L’éq.  [1]  montre  que  les  droites  qu’on  peut  tracer  sur  l’hy- 
perboloïdq  à une  nappe , par  chacun  de  ses  points,  sont  parallèles 
aux  asymptotes  des  sections  parallèles  au  plan  de  ces  droites.  De 
là  on  conclut  que  toutes  les  droites  situées  sur  l’hyperboloide  étant 
transportées  au  centre,  parallèlement  à elles-mêmes , s’appliquent 
exactement  sur  le  cône  asymptote .* 

684.  Considérons  encore  trois  droites  d’un  même  système,  telles 
que  AP,  BQ,  CR  ; et  supposons  pour  un  moment  qu’elles  soient 
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parallèles  à un  même  plan.  En  les  transportant  au  point  O,  paral- 
lèlement à elles-mêmes , elles  se  placeraient  dans  un  même  plan  ; 
par  conséquent,  il  y aurait  sur  le  cône  asymptote  trois  généra- 
trices situées  dans  un  même  plan.  Si  cela  était,  la  section  de  ce 
cône,  par  un  plan  parallèle  à l’ellipse  ABC , aurait  trois  points  en 
ligne  droite,  ce  qui  est  impossible,  puisque  cette  section  est  une 
ellipse.  Donc  trois  droites  d un  même  système  ne  sont  jamais  pa- 
rallèles à un  même  plan. 

685.  Prenons  à volonté  trois  droites  dans  un  système,  et  regar- 
dons-les  comme  fixes  dans  l’espace.  On  peut  mener,  par  chaque 
point  de  la  première,  une  droite  qui  rencontre  les  deux  autres  : 
car  en  faisant  passer  par  ce  point  deux  plans , dont  l'un  contienne 
la  seconde  ligne,  et  l’autre  la  troisième,  l’intersection  de  ces  plans 
remplit  les  conditions  dont  il  s’agit.  On  pourra  donc  faire  glisser 
une  droite  de  manière  qu’elle  s’appuie  constamment  sur  les  trois 
lignes  fixes  ; et  il  est  évident  que,  dans  ses  diverses  positions,  elle 
viendra  coïncider  successivement  avec  toutes  les  droites  de  l’autre 
système.  Ainsi , Fhyperboloïde  à une  nappe  peut  être  engendrée  par 
une  droite  qui  se  meut  le  long  de  trois  droites  fixes , non  parallèles 
v.  tin  même  plan. 

Il  est  d’ailleurs  assez  clair  qu’on  peut  choisir  les  trois  directrices 
d’une  infinité  de  manières  dans  tel  système  qu’on  voudra,  pourvu 
qu’elles  appartiennent  toutes  trois  au  même. 

G86.  Un  hyperboloïde  à une  nappe  étant  donné  par  son  équation 


IP'] 


= 1, 


cherchons  les  équations  des  génératrices  de  chaque  système.  A cp| 
effet,  écrivons  l’éq.  [/>']  de  cette  manière  : 


(H  (H= (;+DH> 


On  voit  qu’elle  se  vérifie,  soit  en  posant 


soit  en  posant 
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a et  p étant  deux  indéterminées,  qu’on  peut  faire  passer  par  toutes 
les  valeurs  possibles.  Les  éq.  [2]  donnent  les  génératrices  de  la  sur- 
face qui  appartiennent  à un  système  ; et  les  éq.  [3],  celles  qui  ap- 
partiennent à l’autre. 

687.  On  peut  encore  présenter  cette  recherche  d’une  autre  ma- 
nière. Prenons  l’équation  d’un  plan  quelconque  parallèle  aux  z , 

M + 

et  éliminons  y entre  [/>']  et  [4],  11  vient 

[5]  ~~  = ( b ' + aV)x*  + + a*p*  - a'b*  ; 

et  cette  équation  représente , en  projection  sur  le  plan  de  xz,  l’in- 
tersection de  l’hyperboloïde  et  du  plan.  Pour  que  cette  intersec- 
tion se  réduise  à deux  lignes  droites,  il  faut  que  les  valeurs  de  z 
soient  du  4”  degré  en  x : le  second  membre  doit  donc  être  un 
carré , ce  qui  exige  la  condition 

a*<**p*  — ( b * + aV)  (a*p*  — a!6*). 

De  là  on  tire  (3  = \Jb*  aV , le  radical  portant  avec  lui  le  double 
signe  db.  Par  cette  détermination , l’éq.  [5]  donne  en  effet  deux 
valeurs  du  1"  degré;  et  en  les  associant,  chacune  à son  tour,  à 
l’éq.  [4],  on  aura 

Îy  = ox-|- y/ô'+aV  » ( y = ax  -j-  y/i*  -j-  n* a* , 

c (x  b*  + a V -}-  a!a)  {z  = — c(x 

; d,  ; ( d • 

Ces  deux  systèmes  d’équations , dans  lesquels  a est  indéterminé , 
correspondent  aux  deux  systèmes  de  droites  contenues  sur  la  sur- 
face. 11  est  évident  qu’on  reproduirait  l’équation  de  l’hyperboloïde 
en  éliminant  a entre  les  deux  équations  de  l’un  quelconque  des 
deux  systèmes. 

Si  on  change  c en  c y/ — 1 , les  résultats  précédents,  conviendront 
à l’ellipsoïde  ; et  si  en  outre  on  change  a en  a y/ — 1 , et  b en  b y/ — 4 , 
ils  s’appliqueront  à l’hyperboloïde  à deux  nappes.  Mais  alors  ces 
résultats  sont  imaginaires  ; donc  ces  deux  surfaces  ne  peuvent  pas 
être  engendrées  par  une  ligue  droite,  ce  qui  d’ailleurs  est  évident. 

688.  Il  reste  encore  à démontrer  que  toutes  les  surfaces  engen- 
drées par  une  ligne  droite  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes , non 
parallèles  à un  même  plan , sont  des  hyperboloïdes  à une  nappe. 
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Je  remarque  d’abord  qu’on  peut  mener  par  chacune  de  ces 
droites  deux  plans  respectivement  parallèles  aux  deux  autres 
droites,  et  qu’on  détermine  ainsi  un  parallélépipède  dont  ces 
droites  sont  trois  arêtes.  Supposons  (fig.  46)  que  FF'GH  soit  ce 
parallélipipède,  et  que  FF,  GG',  HH',  soient  les  trois  directrices. 
Par  le  centre  O de  ce  parallélépipède,  menons  trois  parallèles,  Ox, 
0 y,  0 z,  à ces  lignes,  et  choisissons-les  pour  axes  des  coordonnées 
x,  y,  z;  enfin,  faisons  FF'  = If,  GG'  = 2y,  HH' =24. 

Gela  posé,  les  équations  des  trois  directions  sont 

IZ-k  ! P°Ur  FF>  iZ-fl  p0Ur  GG'>  y Z-g  | P0UrHH'- 
Pour  la  génératrice,  prenons  les  équations 

X=az-fa’,  ÿ = Pz  + P': 

les  quantités  a,  a',  P,  devront  être  assujetties  aux  équations  qui 
expriment  que  cette  ligne  rencontre  les  trois  directrices;  et  on 
trouve  facilement  que  ces  équations  sont 

y = + — f =.  ah a,  t=L=î+ï. 

a P 


Alors  il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  a,  a',  fl,  p',  entre  ces  équations 
et  celles  de  la  génératrice , pour  avoir  une  relation  entre  les  coor- 
données x,  y,  z,  d’un  point  quelconque  de  la  surface  engendrée 
par  le  mouvement  de  cette  ligne  le  long  des  trois  droites  fixes.  Or, 
des  quatre  premières  équations,  on  tire 


x+f  _,_—fz  — hx 

~z  — h ’ — z — k ’ 


p= 


y— 9 


z 


P' 


gz  hy 
z + h ’ 


et,  en  mettant  ces  valeurs  dans  la  cinquième  équation,  il  vient, 
toutes  réductions  faites, 

hxy  -t-  gxz  -f  fyz  + fgh  = 0. 

Donc  la  surface  est  du  second  ordre,  et  elle  a l’origine  pour  centre. 
D’ailleurs,  sa  génération  même  montre  qu’elle  est  continue  et  illi- 
mitée, et  qu’elle  n’est  ni  un  cylindre  ni  un  cône;  donc  elle  ne  petit 
être  qu’un  hyperboloïde  à une  nappe. 


Sections  rectilignes  du  paraboloïde  hyperbolique. 


689.  On  peut  aussi  tracer  sur  la  surface  du  paraboloïde  hyper- 
bolique deux  droites  par  chacun  de  ses  points. 

31 
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En  effet,  en  prenant  pour  origine  un  point  quelconque  de  cette 
surface,  on  peut  donner  à son  équation  la  forme 
[Q']  Fy*  — P"z*  = 2U.r, 

laquelle  fait  voir  que  le  plan  de  yz  coupe  la  surface  suivant  deux 
droites,  qui  ont  pour  équations 

ÿV'P'  = ±zv'P"- 

690.  Aucune  des  droites  de  la  surface  n’est  parallèle  à un  plan 
diamétral  : car  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles  à la  ligne 
des  x (636),  et  de  tels  plans  coupent  la  surface  suivant  des  para- 
boles (673).  On  est  donc  sûr  que  ces  paraboles  sont  rencontrées 
par  toutes  les  droites  de  la  surface. 

Soit  ABC  (fig.  47)  une  de  ces  paraboles  : menons,  par  tous  ses 
points,  des  tangentes  AG , B1I,...  et  des  droites  AD,  BE,...  paral- 
lèles aux  cordes  conjuguées  au  plan  diamétral  ABC.  Les  deux 
droites  du  paraboloïde , qui  passent  en  A , sont  dans  le  plan  tan- 
gent DAG , et  situées  de  côtés  différents  par  rapport  à AD  ; et  les 
droites  de  la  surface  qui  passent  en  chacun  des  autres  points  de  la 
courbe  ABC  donnent  lieu  à une  remarque  analogue. 

De  là  résulte  la  distinction  de  ces  droites  en  deux  systèmes;  et  on 
démontre,  comme  on  l’a  fait  pour  l’hyperboloïde  à une  nappe  (683), 
que  deux  droites  du  meme  système  ne  se  rencontrent  pas,  mais  que 
deux  droites  de  systèmes  différents  se  rencontrent  toujours. 

691.  Pour  avoir  les  équations  des  droites  situées  sur  le  parabo- 
loïde, mettons  l’équation  [Q']  sous  cette  forme 

(yv'P'-zvP")  (yy/P'-MVP')  = 2Q*  : 

on  voit  qu’elle  est  vérifiée  en  posant 

(1)  yyF—  zyP"=a  et  yy/P  + zy/F'=^x; 

Ot 

et  encore  en  posant 

(3]  yv F+*VP"=P  et  VVP'— *vP"=y*. 

Ces  équations  donnent  les  deux  systèmes  de  droites,  en  faisant 
passer  les  indéterminées  a et  p par  toutes  les  grandeurs  possibles. 

692.  On  arrive  encore  à ces  droites  par  les  calculs  du  n°  687.  Soit 

[3]  X ==  SG  -(-  P 

l’équation  d’un  plan  quelconque  parallèle  aux  y.  11  faut  d’abord 
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éliminer  x entre  [Q']  et  [3),  ce  qui  donpe 
[4}  Py=F'z>+2Q«  + 2Qfi. 

Ensuite  il  faut  assujettir  a et  p à la  condition  nécessaire  pour  que 
cette  équation  représente  deux  droites;  et  on  a ainsi 

Q*«*  = ÎP"QP,  d’où 


Par  suite,  les  éq.  [3]  et  [4]  deviennent 


et  elles  déterminent  alors  le  premier  ou  le  second  système  de 
droites  suivant  qu’on  prend  le  signe  ou  le  signe  — . 

693.  Il  existe  entre  l’hyperboloïde  à une  nappe  et  le  paraboloïde 
hyperbolique  une  différence  qu’il  importe  de  remarquer.  C’est 
que,  dans  la  première  surface,  trois  droites  d’un  même  système  ne 
sont  point  parallèles  à un  même  plan  (684),  tandis  que,  dans  la 
seconde,  elles  remplissent  toutes  cette  condition.  11  est  évident,  en 
effet,  par  les  résultats  précédents,  que  toutes  les  droites  d’un  même 
système  ont  leurs  projections , sur  le  plan  de  yz , parallèles  entre 
elles,  et  que  par  conséquent  ces  droites  sont  parallèles  à un  même 
plan,  qui  lui-même  est  parallèle  aux  diamètres  de  la  surface. 

On  doit  donc  regarder  comme  démontré  que  le  paraboloïde  hy- 
perbolique peut  être  engendré  par  le  mouvement  d’une  droite  qui 
glisse  sur  trois  droites  fixes  parallèles  à un  même  plan,  ou  bien  en- 
core, par  une  droite  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes,  en  restant 
toujours  parallèle  à un  plan  donné. 

694.  Réciproquement  faisons  voir  que  toute  surface  résultant  de 
l’un  de  ces  deux  modes  de  génération  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Supposons  d’abord  (fig.  48)  que  la  génératrice  se  meuve  sur  trois 
directrices  AR,  BS,  CT,  parallèles  à un  plan.  Soit  As  une  position 
particulière  de  la  génératrice,  et  A,  B,  C,  les  points  où  elle  coupe 
les  trois  directrices.  Menons  A.r  et  A y parallèles  à BS  et  CT  : les 
lignes  AR,  Ax,  A y,  seront  dans  le  même  plan,  le  plan  zAx  con- 
tiendra BS,  et  le  plan  zAy  contiendra  CT.  Cela  posé,  prenons  les 
lignes  Ax,  A?/,  Az,  pour  axes  des  coordonnées  : les  équations  des 
trois  directrices  seront 

IZzO  1 P°urAR'>  j PO^  BS;  *ZI}  pourCT. 
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Soient  les  équations  de  la  génératrice  x — ctz  -j-  a',  y — $z  -f  P'. 
Pour  qu’elle  rencontre  les  trois  directrices,  on  a les  conditions 
au!  — p'  = 0,  èp  + P'  = 0,  b'a  -(-  a'  = 0 ; et,  pour  avoir  l’équa- 
tion de  la  surface,  il  faut  éliminer  a,  <*',  p,  P',  entre  ces  équations 
et  celles  de  la  génératrice.  On  trouve,  pour  résultat, 

oh’xz  — byz  — abb'x  -f-  bb'y  = 0 ; 

donc  la  surface  est  du  2e  ordre.  D’ailleurs,  elle  est  engendrée  par 
une  droite  qui  glisse  sur  trois  directrices  parallèles  à un  plan; 
donc  elle  ne  peut  être  qu'un  paraboloïde  hyperbolique. 

Supposons  maintenant  (fig.  49)  que  la  génératrice  glisse  sur 
deux  droites  A z et  Bw,  en  demeurant  constamment  parallèle  au 
même  plan  ykx.  Soient  A et  B les  points  d’intersection  de  ce 
plan  avec  les  deux  directrices.  Menons,  par  ces  points,  la  droite  Ay  ; 
menons  aussi,  par  la  ligne  Az,  un  plan  parallèle  à B u,  lequel  coupe 
le  plan  ykx  suivant  la  ligne  Ax;  enfin,  prenons  Ax,  A y,  Az,  pour 
axes  de  coordonnées. 

La  directrice  Bu  passant  par  l’axe  des  y,  et  étant  parallèle  au 
plan  xAz,  ses  équations  seront  z = ax,  y = b.  La  génératrice  de- 
vant toujours  rencontrer  l’axe  des  z,  en  restant  parallèle  au  plan 
de  xy,  ses  équations  seront  de  la  forme  x — uy,  z = p.  Comme 
elle  doit  aussi  rencontrer  Bu,  on  a la  condition  p = abu  ; et,  en 
éliminant  « et  p,  entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice,  il 
vient 

yz  = abx. 

Cette  équation  doit  représenter  un  paraboloïde  hyperbolique  ; car, 
dans  le  2'  ordre,  il  n’y  a que  cette  surface  sur  laquelle  on  puisse 
tracer  des  droites  qui  soient  rencontrées  par  d’autres  droites  pa- 
rallèles à un  même  plan. 

Sections  circulaires. 

69b.  Au  commencement  de  ce  chapitre,  on  a reconnu  d’une 
manière  générale  les  courbes  qu’on  obtient  en  coupant  les  diffé- 
rentes surfaces  du  second  ordre  par  des  plans;  et,  plus  loin,  on  a 
fait  voir  que  l’hyperbolotde  à une  nappe  et  le  paraboloïde  hyper- 
bolique peuvent  donner  des  lignes  droites  : nous  nous  proposons 
actuellement  de  rechercher  s’il  est  possible  de  placer  les  plans 
coupants  de  manière  que  les  sections  soient  des  cercles. 

Considérons  d’abord  un  ellipsoïde,  et  soient  (fig.  50)  OA,  OB, 
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OC,  ses  demi-axes.  Supposons  OA  > OB,  OB  > OC,  et  menons, 
par  le  demi-axe  moyen  OB,  un  plan  qui  coupe  l’ellipse  AC  au 
point  D.  L’intersection  avec  la  surface  est  une  ellipse  qui  a pour 
demi-axes  OB  et  OD  : or,  en  faisant  tourner  le  plan  autour  de  OB, 
la  ligne  OD  prend  toutes  les  grandeurs  comprises  entre  OA  et  OC; 
donc  il  existe  une  position  pour  laquelle  OD  = OB.  Alors  la  section 
est  un  cercle,  ainsi  que  toutes  les  sections  parallèles. 

La  symétrie  de  l’ellipsoïde,  relativement  à ses  axes,  prouve 
qu’en  faisant  l’angle  COD'  = COD,  le  plan  D'OB  coupera  encore  la 
surface  suivant  un  cercle.  Les  deux  plans  DOB,  D'OB,  se  con- 
fondent avec  le  plan  COB  quand  OB  = OC  ,•  et  avec  AOB,  quand 
OB  = OA.  Dans  ces  deux  cas,  l’ellipsoïde  est  de  révolution. 

On  a mené  le  plan  DOB  par  l’axe  moyen  : il  est  clair  que  si  on 
l’eût  mené  par  l’un  des  deux  autres,  on  n’eut  pas  obtenu  de 
cercle.  Par  exemple,  s’il  passe  par  OA,  la  section  sera  une  ellipse 
dont  OA  est  un  demi-axe,  et  dont  l’autre  demi-axe,  qui  est  com- 
pris entre  OB  et  OC,  ne  peut  pas  devenir  égal  à OA. 

696.  Voici  une  autre  manière  fort  simple  de  trouver  les  cercles 
BD  et  BD'.  Prenons  l’équation  de  l’ellipsoïde  rapportée  à ses  plans 
principaux, 

[pj  Px’-t-py +pv=h. 

On  peut  l’écrire  ainsi  Px*  -}-  P'(x’  -f-  y*  -f-  z*)  -j-  P";1  = H + 
P'x*  -f-  P z\  ou  encore,  de  cette  manière 

F(ar*  + y*  + s*)  = H + (P'  - P)x*  - (P"  - F);’; 

et  alors,  il  est  évident  que  cette  équation  est  vérifiée  en  posant  à 
la  fois  ces  deux-ci  : 


' F(x*  + y*  + *«)  = H,  (P'  — P)x*  = (P"~  F)3*. 


La  iN  est  celle  d’une  sphère  qui  a pour  rayon  le  demi-axe  OB.  La 
2“  représente  deux  plans  passant  par  ce  demi-axe  : car  elle  donne 


Par  conséquent,  les  cercles  résultant  de  l’intersection  de  la  sphère 
avec  ces  deux  plans  sont  situés  sur  l’ellipsoïde. 

Mais , pour  que  ces  valeurs  de  x déterminent  réellement  des 
plans,  il  faut  que  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  soit  positive; 
et  cela  exige  que  P'  soit  compris  entre  P et  P",  c’est-à-dire  que  les 
plans  doivent  passer  par  l’axe  moyen. 
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697.  Los  démonstrations  précédentes  peuvent  être  facilement 
modifiées  pour  les  autres  surfaces  : elles  sont  simples  et  élégantes, 
mais  elles  ont  le  défaut  de  ne  point  apprendre  si  les  sections  circu- 
laires quelles  font  connaître  sont  les  seules  qui  existent.  C’est 
pourquoi  nous  allons  reprendre  cette  recherche  par  une  analyse 
propre  à donner  une  solution,  h la  fois  générale  et  complète,  de 
toutes  les  questions  qui  ont  pour  objet  les  intersections  des  sur- 
faces par  des  plans. 

Quelle  que  soit  la  surface  dont  il  s’agit,  supposons,  (fig.  51) 
(jti’elle  soit  rapportée  à trois  axes  rectangulaires  Ox,  0 y,  0;,  et 
qu’on  veuille  la  couper  par  un  plan  quelconque.  Je  prends  à vo- 
lonté le  point  tf  dans  ce  plan,  et  je  mène  O H,  O'S,  O'î,  parallèles 
à Ox,  Oy,  0:.  Soit  RO'x'  = © l'angle  que  fait  avec  O'R  la  trace  O'x' 
de  ce  plan  sur  le  plan  RO'S;  et  soit  0 l’inclinaison  du  premier  plan 
sur  le  second.  J’élève  dans  le  plan  sécant  la  ligne  O'ÿ  perpendicu- 
laire à O'x'. 

Désignons  par  f,  g , h,  les  coordonnées  du  point  0'  rapporté  aux 
axes  Ox,  Oy,  0;  ; par  x,  y , z,  celles  d’un  point  quelconque  du  plan 
coupant  relativement  aux  mêmes  axes;  et  par  x',  y',  celles  du 
même  point  relativement  aux  axes  O'x',  O’y.  On  a trouvé  (603)  les 
formules 

!x  = x'  cos  — y'  sin  f cos  9 -f  f, 
y ==  x'  sin  <p  -)-  ]f  cos®  cos 6 -f-  g, 
z — y'  sin  0 -|-  h ; 

et  en  mettant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  la  surface  proposée, 
on  aura  l’intersection  de  cette  surface  par  le  plan. 

Ne  considérons  d’abord  que  les  surfaces,  du  2e  ordre  qui  ont  un 
centre.  Sans  que  les  axes  cessent  d’être  rectangulaires,  ces  surfaces 
sont  comprises  dans  l’équation 

[E]  Px’-fPy-t-PV==H. 

Substituons-y  les  valeurs  [i];  on  trouve  une  équation  de  la  forme 
W + + Cx'*  + Dy'  + Ex'  + F = 0, 

dans  laquelle  on  a 

A = P sin**  cos’6  -f-  F cos2®  cos*6  -f-  P"  sin*8 , 

B = 2(P' — P)  sin  ? cos  © cos  6 , 

C = P cos2®  -f  P1  S'H*?  ; 
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et,  pour  obtenir  un  cercle,  il  faut  poser  B = 0 et  A = C,  c’est- 
à-dire 

[2]  (P' — P)  sin  ©cos  ©cos  0 = 0, 

[3]  P sin’tp  cos’ô -f- P'  cos*«p  cos*©  F'sin!0=Pcos!©-j-P'sin,w. 

En  général,  P'  étant  différent  de  P,  l’éq.  [2]  ne  peut  être  vérifiée 
qu’en  prenant  ou  cos  0 = 0 , ou  sin  © = 0,  ou  cos  © = O. 

La  première  hypothèse,  cos  0 = 0,  change  l’éq.  [3]  en  celle-ci  : 
P cos’<p  F sin*<p  = P".  On  peut  mettre  P"  (cos’<p  + sin1©)  au  lieu 

de  F',  et  alors  on  a successivement 

P cos*tj>  -j-  P'  sin!<p  = P”  cos*©  + P"  sin’tp, 

(F— P")  sin’<?  = (P"— P)  cos’<p, 

/r_  p . . 

tang©=^  y p,,. 

La  seconde  hypothèse,  sin  ©=0,  réduit  l’équation  [3]  à celle-ci  : 
P'  cos*0  -j-  P"  sin*0  = P,  et  par  suite  on  a 

F cos*ô  4-  F'  sin’O  = P cos’O  4-  P sin*0 , 

(F'—  P ) sin’O  = (P — F)  cos’O , 

/p  — F 

tang  ô = ± y/_p. 

Enfm,  dans  la  troisième  hypothèse,  cos<p  =0,  on  a 
P cos’ô  4- P"  sin’O = F, 

P cos’ô  4-  P"  sin’O = F cos’O  -j-  F sin’O , 

(P"_  P')  sin’O  = (P— P)  cos’O , 

tangô  = rfc 

Quels  que  soient  les  signes  de  l’éq.  [E],  tant  que  la  surface  n’est 
pas  de  révolution,  il  y a toujours  une  des  quantités  P,  P',  F',  com- 
prise entre  les  deux  autres.  Supposons  que  ce  soit  F : les  deux 
premiers  radicaux  seront  imaginaires , le  troisième  seul  sera  réel. 
C’est-à-dire  que,  pour  avoir  des  sections  circulaires,  il  faut  prendre 

cos<p  = 0,  tangO  = ±y— — — . Ces  valeurs  indiquent  deux 

Séries  de  plans  parallèles  à l’axe  des  y. 

Quand  la  surface  est  de  révolution,  deux  des  quantités  P,  P',  P", 


p— p 
P"—  F* 
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sont  égales.  Soit  P"=  P'  : les  solutions  des  éq.  [2]  et  (3]  deviennent 
cos 0 = 0,  tango  = oo  ou  coso  = 0; 
cos'f=0,  tan  g 6 = ± \f — 4; 
cost»  = 0,  tangô  = oo  ou  cos0  = 0. 

Les  deux  solutions  réelles  se  composent  des  mêmes  valeurs, 
cos6  = 0,  cos<p  = 0;  et  elles  montrent  que  les  sections  circulaires 
doivent  être  perpendiculaires  à l’axe  des  x,  qui  est  ici  l’axe  de 
révolution. 

SoitP"=P'=P,  les  éq.  [2]  et  [3]  sont  vérifiées  d’elles-mêmes, 
quels  que  soient  9 et  6,  ce  qui  revient  à dire  que  l’intersection  d’une 
sphère  par  un  plan  est  toujours  un  cercle. 

Modifions  l’analyse  précédente  pour  le  cas  des  paraboloïdes. 
Pour  ces  surfaces,  on  peut  prendre,  en  coordonnées  rectangulaires, 
l’équation 

[F]  Py+P"s*=2Qx; 

et  la  substitution  des  valeurs  [4  J donne  encore  un  résultat  de  la 

forme  Aÿ'*  -j-  Bxy+ Car'1  + etc.  =0.  Mais  alors,  pour  A,  B,  C,  on  a 

A = P'cos,if>cos,0-l-P"sin’0,  B=2P'sin<pcosif cos6,  C=P’sin*9; 
et,  pour  que  la  section  soit  un  cercle,  il  faut  poser 

sin  9 cos  9 cosO  = 0 , P'  cos’tp  cos*0  -j-  P*  sin’0  = P'sin1?. 

On  tire  de  là  trois  systèmes  de  valeurs,  savoir  : 


ï sin9=0. 

/ P' 

cos9=0, 

/F  ) 

| tangO =±  ^ 

/— pïïî 

sin0=±y 

/ jp  | 

cos  0 = 0 , 
S'n?=±Y/£r. 


Quand  le  paraboloïde  est  elliptique , P'  et  P"  sont  de  même  signe  : 
si  alors  P'  est  plus  grand  que  P”,  les  valeurs  de  © et  de  0 ne  sont 
réelles  que  dans  le  troisième  système  ; mais  si  P'  est  moindre  que 
P ",  elles  ne  sont  réelles  que-dans  le  second.  On  a ainsi  deux  séries 
de  plans  perpendiculaires  au  plan  de  xy  ou  à celui  de  xz.  Si  P"=P', 
on  n’a  plus  qu’une  seule  série  de  plans,  lesquels  sont  perpendicu- 
laires à l’axe  du  paraboloïde. 

Quand  le  paraboloïde  est  hyperbolique,  P"  et  P7  ont  des  signes 
différents;  et  il  n’y  a que  le  premier  système  qui  donne  9 et  0 
réels.  Mais  alors  les  coefficients  A et  C sont  zéro,  en  même  temps 
que  Bj  et  l’équation  Ay“  -j-  etc.  = 0,  se  réduisant  au  4er  degré,  ne 
représente  plus  que  des  lignes  droites. 
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Ainsi,  il  est  démontré  que  les  surfaces  du  2'  ordre,  le  paraboloïde 
hyperbolique  excepté,  peuvent  être  coupées  selon  des  cercles,  par  des 
plans  parallèles  conduits  suivant  deux  directions  différentes. 

Et  encore  pourrait-on  écarter  toute  exception,  en  regardant  les 
droites,  qu’on  peut  tracer  sur  le  paraboloïde  hyper  bolique,  comme 
des  cercles  dont  les  rayons  sont  infinis. 

On  remarquera  sans  doute  que  les  centres  des  cercles  de  chaque 
série  sont  sur  un  diamètre  de  la  surface  : car  il  en  est  ainsi  de 
toutes  les  sections  parallèles  (634).  On  doit  remarquer  aussi  que 
la  propriété  de  la  section  antiparallèle  du  cône  oblique  est  un  cas 
particulier  du  théorème  précédent. 

Démonstrations  de  quelques  théorèmes. 

698.  Théorème.  Supposons  que  des  cônes  aient  pour  bases  les 
sections  planes  d’une  surface  du  second  ordre,  et  pour  sommet  com- 
mun un  point  de  cette  surface;  puis  imaginons,  par  ce  point,  un  plan 
tangent  « la  surface  : les  sections  faites  dans  les  cônes  et  dans  la  sur- 
face, par  un  plan  parallèle  au  plan  tangent,  seront  des  courbes  sem- 
blables et  semblablement  situées. 

Quel  que  soit  le  point  de  la  surface  qui  serve  de  sommet  à ces 
cônes,  prenons  pour  ligne  des  x le  diamètre  qui  passe  par  ce  point, 
et  le  plan  tangent  pour  plan  de  yz.  En  dirigeant  convenablement 
les  y et  les  z,  on  pourra  donner  à l’équation  de  la  surface  la  forme 
[{]  P^-f  Py  + P"z*  = 2Qx. 

Prenons  pour  la  base  d’un  des  cônes  l’intersection  de  la  surface 
par  un  plan  quelconque;  et  soit 

[2]  x = ay  + pz  + y 

l’équation  de  ce  plan.  Si  l’on  désigne  par  x',  y z',  les  coordonnées 
d’un  point  pris  à volonté  sur  cette  intersection,  on  doit  avoir 

[3]  Pa"  -f  Py  * + PV’  = 2Qx',  a^ay'  + pz'  + y. 

D’un  autre  côté,  si  on  mène  une  droite  par  ce  point  et  par  l’ori- 
gine , ses  équations  sont 

M Z = x'X" 

Or,  cette  droite  est  une  génératrice  quelconque  du  cône  dont  il 
s’agit -,  donc  en  éliminant  x',  \j,  z',  entre  [3]  et  [41,  on  aura  l’équa- 
tion de  ce  cône. 
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, vx  zx 

Des  éq.  [4]  on  tire  y z'  = — par  suite  les  éq.  [3]  de- 

viennent (Px*  4"  P '//  4 PV)x'  = 2Qx',  xx'  = (ay  -f-  |Jz)  x*  4 yx. 
Il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  x',  et  on  trouvera,  pour  le  cône , 

[5]  Pas*  -f  P’y*  + P "z*  =r^-  (x  — ay  — ps). 

Maintenant  coupons  ce  cône  et  la  surface  proposée,  par  un  plan 
parallèle  à ys.  Pour  cela,  faisons  x = X dans  [1]  et  [5]  : il  vient 

Py  + P''s*  = 2QX  — PX», 

py  + P'  3*  =Æ  (X  _ ay  _ f5z)  - PX» . 

En  changeant  le  plan  de  la  base  du  cône,  les  quantités  a,  p,  y, 
varient  ; mais  dans  ces  équations  les  termes  du  second  degré  de- 
meurent les  mêmes,  et  par  conséquent  elles  représentent  toujours 
des  courbes  semblables  et  semblablement  situées.  C’est  cette  pro- 
priété qu’il  fallait  démontrer.  Toutefois,  il  peut  se  faire  que  ces 
courbes  soient  des  hyperboles  différemment  tournées. 

Le  théorème  qui  vient  d’être  démontré  est  l’extension  d’une 
propriété  connue  dans  la  sphère  (n"  h 24,  I),  et  sur  laquelle  Ptolé- 
mée  a fondé  la  construction  des  mappemondes  telles  qu’elles  sont 
encore  en  usage  aujourd’hui. 

C99.  Théorème.  Si  deux  surfaces  du  2*  ordre  se  rencontrent  sui- 
vant une  première  ligne  plane , elles  se  couperont  encore  suivant  utie 
autre  ligne  plane. 

Prenons  le  plan  de  la  ligne  commune  pour  celui  de  xy,  et  sup- 
posons que  les  équations  des  deux  surfaces  soient 

[4]  Ax’  + A 'y»  -f  AV  + Bxy  + B'xz  -f  B''yz 

-f  Cx  -f  C'y  + C"z  -f  F = 0. 

[2]  nx»  -(-  n'y*  4 a"z'  4 àxy  4 ^'xz  4 b"yx 

4 cx  4 c'y  + c“z-\-f=o. 

En  faisant  z = 0,  les  équations  résultantes  doivent  représenter 
la  même  ligne  ; et,  pour  cela,  il  faut  que  les  coefficients  de  ces 
équations  soient  proportionnels.  Ainsi,  p étant  le  rapport  de  A à a, 
on  aura  A = up.  A'  = a'p,  B = bp,  G = cp,  G = c'p,  F — fp. 

Maintenant,  multiplions  l’éq.  [2]  par  p,  et  alors  retranchons- la 
de  l’éq.  [1]  : les  termes  qui  ne  contiennent  pas  z se  détruisent,  et  il 
viendra(A" — a"p)  z*4(B' — ô'p)xz4(B" — ê”p)yz4(C" — c'p)z=rO. 
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Les  coordonnées  de  tous  les  points  communs  aux  deux  surfaces 
doivent  satisfaire  à cette  équation  : or,  elle  se  partage  en  deux 
autres,  z= 0 et  (A" — a*p)z-f-(B' — 6'p)x-f(B'' — b"p)y-\~C — 
lesquelles  représentent  deux  plans;  donc  l’intersection  des  deux 
surfaces  se  compose  de  deux  lignes  planes.  Dans  certains  cas,  la 
seconde  ligne  peut  se  confondre  avec  la  première;  elle  peut  aussi 
se  réduire  à une  simple  ligne  droite,  ou  à un  point  unique,  ou 
même  devenir  imaginaire. 

700.  Théorème.  Dans  une  surface  du  2°  ordre , deux  cercles  quel- 
conques appartenant  à deux  séries  différentes  sont  toujours  situés 
sur  une  même  sphère. 

Cette  propriété  est  une  extension  de  celle  qui  a été  donnée 
n°  470  pour  les  sections  sous-contraires  du  cône  oblique;  et  voici 
comment  on  peut  la  démontrer. 

Soit  (fig.  52)  MNPQ  le  plan  principal  d’une  surface  du  second 
ordre,  sur  lequel  sont  perpendiculaires  les  deux  séries  de  plans 
qui  coupent  la  surface  suivant  des  cercles;  et  soient  MN,  PQ,  les  dia- 
mètres de  deux  de  ces  cercles  pris  dans  les  deux  séries.  Concevons 
qu’une  sphère  soit  décrite  du  même  centre  et  du  même  rayon  que 
le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  M,  N,  P.  Il  est  clair  que  le 
cercle  MN  est  contenu  sur  cette  sphère,  et  qu’ainsi  il  est  une  in- 
tersection de  la  sphère  avec  la  surface  donnée.  Donc,  l’autre  courbe 
d’intersection  est  plane,  et  par  conséquent  c’est  un  cercle  : car,  sur 
la  sphère , toutes  les  courbes  planes  sont  des  cercles. 

Ce  cercle  devant  se  trouver  sur  la  surface  donnée  et  passer  au 
point  P,  est  compris  dans  l’une  des  deux  séries  de  sections  circu- 
laires. 11  ne  peut  pas  être  le  cercle  PR  parallèle  au  cercle  MN;  car 
s’il  en  était  ainsi,  ces  deux  cercles,  appartenant  à une  même 
sphère,  devraient  avoir  leurs  centres  sur  un  diamètre  perpendicu- 
laire à leurs  plans,  et  dès  lors  les  cordes  MN  et  PR  devraient  être 
perpendiculaires  à leur  diamètre  conjugué.  Or  cela  est  impossible, 
à moins  que  la  surface  ne  soit  de  révolution;  et,  dans  ce  cas  , les 
cercles  PQ  et  PR  coïncideraient.  De  là  il  suit  que  la  seconde 
courbe  d’intersection  doit  être  le  cercle  PQ,  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

70t.  Théorème.  Quand  deux  surfaces  du  2”  ordre  ont  un  plan 
principal  commun , l' intersection  des  surfaces  se  projette  sur  ce  plan 
suivant  une  ligne  du  2e  ordre. 

Prenons  le  plan  principal  commun  pour  celui  de  xy,  et  choisi  - 
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sons  les  2 perpendiculaires  à ce  plan.  Les  équations  des  deux  sur- 
faces ne  devront  contenir  aucune  puissance  impaire  de  z,  et  seront 
de  la  forme 

Ax'  -f  A'y*  + A V -f  ftry  -f  Cx  +C'y  +F  = 0. 
ax'  -f  a'y * -f-  a"z*  -f-  bxy  ex  + c'y  -f-  f = 0. 

Or  si,  pour  éliminer  z,  on  les  retranche  l’une  de  l’autre,  après  les 
avoir  multipliées  respectivement  par  a"  et  A",  le  résultat  sera  une 
équation  du  second  degré  en  x et  y;  donc , etc. 


CHAPITRE  X. 

DISCUSSION  DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  ORDRE 
A TROIS  VARIABLES. 


Exposé  de  la  méthode. 

702.  Les  propriétés  distinctives  de  chaque  surface  du  2*  ordre 
étant  connues,  ainsi  que  celles  des  cas  particuliers  qui  s’y  ratta- 
chent, je  vais  exposer  la  marche  à suivre  pour  déterminer  à quelle 
surface  ou  à quel  cas  particulier  se  rapporte  une  équation  du 
2'  degré,  dont  les  coefficients  sont  des  nombres  donnés. 

Après  avoir  ramené  l'équation  à la  forme 

[A]  kx'  + A y -f  AV  + 2B xu  + 2B'xs  + 2B"y= 

+ 2Cx  + 2C'y  + 2C  '"z  + F = 0, 

on  égale  à zéro  les  polynômes  dérivés  du  premier  membre,  rela- 
tifs à x,  à y et  à z : on  a ainsi  trois  équations  du  1er  degré,  qui 
doivent  donner  pour  valeurs  de  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  ceutre 
(627).  Or  la  résolution  de  ces  équations  conduit  à distinguer  quatre 
cas  généraux  (628). 

1°  Celui  où  il  n’existe  qu’un  seul  centre;  2"  celui  où  il  y a une 
infinité  de  centres,  situés  sur  une  ligne  droite;  3°  celui  où  il  y a 
une  infinité  de  centres,  situés  dans  un  plan;  4°  celui  où  il  n’existe 
pas  de  centre. 

703.  1"  cas.  On  transportera  l’origine  au  centre,  et  il  viendra 
une  équation  telle  que 

[G]  Ay*  + A'x* + AV  + 2Bxy  -f  2BV  + 2B”yz  + G = 0, 
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dans  laquelle  les  coefficients  sont  les  mêmes  que  dans  [A] , à l'ex- 
ception de  G , dont  la  valeur  est  (627)  G = C f-\-  Cg  -f  C"A  -f  F. 

Supposons  G différent  de  zéro,  divisons  l’éq.  [G]  par — G,  et 
formons  celle  qui  fait  connaître  les  axes  de  la  surface  (642).  Pour 
cela,  il  faut  remonter  à l’éq.  [3]  du  n°  637,  et  y remplacer  A,  A',... 
A A' 

par  — — — ,...  En  faisant  pour  abréger, 

, _ A + A'  -}-  A" 

L_  , 

AA'-f  AA"  + A'A"  — B*— B'1— B"s 


AB"’  + A 'B'1  + A"BS — AA'A" — 2BB'B" 
G* 


l’équation  dont  il  s’agit  sera 

[X]  x»_lx*  + MX  — N = 0. 


On  sait  (642)  que  ses  racines  ne  sont  jamais  imaginaires,  et  qu’en 
les  désignant  par  X',  X",  X'",  les  demi-axes  de  la  surface  sont 


Vp  Vf-  Vf- 


Puisque  ces  racines  sont  réelles,  la  règle  de  Bkscartks  suffit  pour 
connaître  leurs  signes.  Si  l’éq.  [X]  a trois  variations,  les  racines  X', 
X",X",  sont  positives,  et  la  surface  a ses  trois  axes  réels  ; donc  elle 
est  un  ellipsoïde.  S’il  y a deux  variations  seulement,  la  surface 
n’a  que  deux  axes  réels;  c’est  un  hyperboloïde  à une  nappe.  S’il 
n’y  a qu’une  seule  variation,  la  surface  n’a  qu’un  axe  réel;  c’est 
un  hyperboloïde  à deux  nappes.  Mais  quand  l’éq.  [X]  n’a  que  des 
permanences , ses  racines  étant  négatives,  les  trois  axes  deviennent 
imaginaires;  et  alors  la  surface  elle-même  est  imaginaire;  c’est-à- 
dire  qu’il  n'existe  aucun  point  dont  les  coordonnées  puissent  véri- 
fier l’équation  proposée. 

Pour  faire  usage  de  l’éq.  [X],  il  faut  que  les  coordonnées  soient 
rectangulaires  ; c’est  pourquoi  j’indiquerai  encore  le  procédé  sui- 
vant, qui  est  indépendant  de  cette  supposition. 

On  mène  une  droite  quelconque  par  le  centre , et  on  examine 
si,  dans  toutes  ses  positions,  elle  rencontre  la  surface,  qui  serait 
alors  un  ellipsoïde.  Dans  le  cas  contraire , ce  serait  un  des  hyper- 
boloïdes,  et  pour  distinguer  lequel  des  deux,  on  fait  passer  un  plan  s 
par  le  centre,  puis  on  cherche  si,  en  variant  les  positions  de  ce 
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plan , il  peut  couper  la  surface  suivant  des  ellipses , ce  qui  ferait 
reconnaître  l'hyperboloïde  à une  nappe.  On  peut  encore  obtenir  la 
même  conclusion  en  examinant  si  un  plan  peut  couper  la  surface 
suivant  une  droite.  Souvent  les  sections  faites  par  les  plans  coor- 
donnés, ou  par  leurs  parallèles,  suffisent  pour  obtenir  toutes  les 
indications  dont  on  a besoin. 

Jusqu’ici  on  a supposé  G ditférent  de  zéro;  soit  maintenant 
G = Ü : l’éq.  [G]  se  réduit  à 

Axs  + A y + AV  + 2 tixy  + 2B  ’xz  + 2B  "yz  = 0. 

Elle  est  vérifiée  par  les  valeurs  x — Q,  y = 0,  r = 0,  ainsi  le 
centre  fait  partie  de  la  surface  : et,  comme  nous  sommes  toujours 
dans  riiypothèse  qu’il  n’y  a qu’un  centre,  l’équation  doit  repré- 
senter un  cône  ou  un  point  unique.  Pour  décider  entre  les  deux 
cas,  on  fera  une  section  parallèle  à un  des  plans  coordonnés,  et 
ou  examinera  si  elle  est  réelle  ou  imaginaire. 

*0-i.  IIe  cas.  Quand  on  résout  les  trois  équations  qui  détermi- 
nent le  centre,  il  peut  se  faire  qu’en  tirant,  de  deux  de  ces  équa- 
tions, les  valeurs  de  deux  inconnues,  et  en  les  substituant  dans  la 
troisième  équation,  celle-ci  sc  vérifie  d’elle-même  sans  aucune  dé- 
termination de  la  dernière  inconnue.  On  doit  conclure  de  là  que  les 
plans  représentés  par  les  trois  équations  se  coupent  suivant  la 
même  droite,  et  que  tous  les  points  de  cette  droite  peuvent  être 
pris  pour  centres.  Ce  cas  est  celui  dont  nous  nous  occupons. 

Alors  l’équation  proposée  doit  représenter  ou  un  cylindre  ellip- 
tique, ou  un  cylindre  hyperbolique,  ou  deux  plans  qui  se  coupent, 
ou  une  droite  unique,  ou  une  surface  imaginaire  : or  il  est  évident 
que  toute  indécision  disparaîtra  en  coupant  la  surface  par  les  plans 
coordonnés.  Quelquefois  la  seclion  faite  par  un  seul  de  ces  plans 
suffira.  Par  exemple,  si  celui  de  xy  donne  une  ellipse,  on  peut 
affirmer  que  la  surface  est  un  cylindre  elliptique;  mais  si  elle 
donne  deux  droites  pr.î  allèlles,  il  faut  recourir  an  plan  de  xz.  Si 
ou  trouve  encore  deux  droites  parallèles,  on  se  sert  du  plan  yz,  et 
il  ne  pourra  plus  rester  aucun  doute.  Voyez  les  exemples  (708). 

705.  IIP  cas.  Ce  cas  a lieu  lorsque  la  valeur  d’une  inconnue, 
tirée  de  l’une  des  trois  équations  qui  doivent  déterminer  le  centre, 
rend  identique  chacune  des  deux  autres.  Alors  il  existe  une  infi- 
nité de  centres,  dont  le  lieu  est  un  plan,  et  l’équation  proposée 
devra  représenter  deux  plans  parallèles,  ou  un  plan  unique,  ou 
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deux  plans  imaginaires.  Les  sections  faites  par  les  plans  coor- 
donnés suffiront  donc  pour  écarter  toute  indétermination. 

7 Otî . IV"  cas.  On  reconnaît  ce  cas  à ce  que,  en  cherchant  les 
coordonnées  du  centre,  on  arrive  dans  le  cours  du  calcul  à une 
absurdité  évidente,  telle  que  2 = 3,  par  exemple.  Alors  il  n’existe 
pas  de  centre;  et  les  sections  parallèles  aux  trois  plans  coordonnés 
achèveront  de  résoudre  la  question.  En  effet,  ou  doit  avoir  ou  un 
paraboloïde  elliptique  ou  uu  paraboloïde  hyperbolique,  ou  un  cy- 
lindre parabolique;  et  je  vais  montrer  que  ces  sections  donnent 
des  résultats  différents  pour  chacune  de  ces  surfaces. 

Dans  le  paroboloïde  elliptique,  les  sections  doivent  être  des  pa- 
raboles ou  des  ellipses  (673)  : or,  les  plans  qui  donnent  des  para- 
boles sont  parallèles  à une  même  droite  ; donc,  sur  les  trois  séries 
de  sections,  il  y en  a au  moins  une  qui  se  compose  d’ellipses.  Un 
raisonnement  semblable  prouve  que,  dans  le  paraboloïde  hyper- 
bolique, il  y aura  au  moins  une  de  ces  séries  qui  donnera  des  hy- 
perboles. Enfin,  quand  la  surface  est  un  cylindre  parabolique,  les 
sections  ne  peuvent  être  que  des  paraboles  ou  des  droites  parallèles. 

Exemples. 

707.  Exemples  dans  lesquels  il  y a un  centre  unique. 

Exemple  1.  Soit  x1  -j-  liy't  -j-  2:3  + Hxy  — 2x  — 4 y — 4;  = 0. 

Je  forme  d'abord  les  équations  dérivées  x -j-  y — 1 — 0, 
2 y -{-  x—  2 = 0 ,3  — 1=0.  On  en  tire  * = 0,ÿ.=  l,s  = |; 
donc  il  y a un  centre  unique. 

En  comparant  l’équation  proposée  avec  [A J on  voit  que  C= — 1 , 
C'  = — 2,  C"  = — 2,  F = 0.  Par  suite,  la  quantité  G devient 
G = — 4;  et  en  plaçant  l’origine  au  centre,  il  vient,  pour  la  sur- 
face, xs  -J-  2 if  -(-  2ss  -J-  2 xy — 4 = 0. 

Je  cherche  maintenant  ce  que  devient  l’éq.  [X]  (les  coordonnées 
sont  supposées  rectangulaires).  Il  faut  prendre  A = 1 , A' = 2, 
A"=2,  B = 1 , B'  = ü,  B"  = 0,  G = — 4.  Pal'  suite,  L = î, 
M = f6 , N = : l’éq.  [X]  devient  X1  — v X5 -j-  X—  = 0;  et, 

puisqu’il  y a trois  variations,  on  conclut  que  la  surface  est  fin 
ellipsoïde. 

C’est  ce  qu’on  voit  encore  comme  il  suit.  Une  droite  passant  par 
le  centre  a pour  équations  x—az,  y—bz  ; et  quand  on  cherche  ses 

intersections  avec  la  surface,  on  trouve  a = ± 
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Ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  x et  de  y,  sont  réelles,  quels  que 
soient  a et  b ; par  conséquent  la  surface  est  rencontrée  par  tous  ses 
diamètres  : donc  elle  est  un  ellipsoïde. 

Sans  faire  aucune  supposition  sur  la  direction  des  coordonnées, 
on  parvient  à cette  conséquence  au  moyen  des  sections  parallèles 
au  plan  de  yz.  Soit  fait  x = a dans  l'équation  au  centre,  il  vient 
2 y'  -f-  2 z*  2ay  -j-  a’  — 4 = 0,  ou  z*  -f-  (y  + ?a),=:2  — {a*.  En 

prenant  a < y‘8,  quel  que  soit  d’ailleurs  le  signe  de  a,  on  voit  que 
les  sections  sont  des  ellipses;  mais,  en  prenant  *>  y'8,  elles  sont 
imaginaires.  Par  là,  l’ellipsoïde  est  clairement  désigné. 

Exemple  II.  Soit  proposée  l’équation  x*  -j-y*  -j-  2s* — 2 xy  — 
2 xz  + 4 yz  -f-  2 y — 3 = 0. 

Le  centre  sera  donné  par  les  équations  x — y — z = 0,  y — x + 
2z-(-i=0,  2z  — x + 2y  = 0.  On  en  déduit  x — 0,  y = 1, 
s = — 1;  donc  il  y a un  centre  unique.  On  trouve  G = — 2; 
donc  la  surface  rapportée  au  centre  a pour  équation  x1  -f-  y*  + 
2z’  — 2 xy  — 2 xz  -f-  4 yz  — 2 = 0. 

On  a ici  L = 2,  M = — N = — J-.  Par  suite  on  aura  donc 
X5  — 2X*  — AX  + 1 = 0;  et  puisque  cette  équation  a deux  varia- 
tions, la  surface  est  un  hyperboloide  à une  nappe. 

On  arrive  immédiatement  à cette  conclusion,  en  remarquant 
que  le  plan  actuel  de  xy  rencontre  la  surface  suivant  des  droites. 
En  effet,  si,  dans  l’équation  au  centre,  on  fait  z = 0,  il  vient 
a^-j-y* — 2xy  = 2 , d’où  y=x±  y 2. 

Exemple  III.  Soit  x* — 2y*  + z’ -f  2xy — 4xz-j-4y-4-4z — 9=0. 

On  trouve  le  centre  de  la  surface  par  les  équations  x + y — 2z =0, 
— 2y-f-x-}-2  = 0,  z — 2x  + 2=0:elles  donnentx  = 2,  y =2, 
z = 2 , et  par  suite  G = — 1 . Ainsi , la  surface  rapportée  à son 
centre  a pour  équation  x 3 — 2y,-j-z,+2xy — 4xz  — 1=  0. 

Les  valeurs  de  L,  M,  N,  sont  L=0,  M= — 8,  N=5;  et  l’éq.  [X] 
devient  X3 — 8X — 5=0.  Comme  elle  n’a  qu’une  variation,  la  sur- 
face doit  être  un  hyperboloide  à deux  nappes. 

Si  les  coordonnées  étaient  obliques,  on  ne  pourrait  plus  se  servir 
de  l’éq.  [X].  Alors,  après  avoir  mis  l’origine  au  centre,  on  cherchera 
les  intersections  de  la  surface  avec  les  plans  coordonnés  ; et,  comme 
on  trouve  trois  hyperboles,  on  reconnaît  bien  que  la  surface  est  un 
hyperboloide,  mais  on  ne  voit  pas  qu’il  est  à deux  nappes.  On  s’en 
assure  en  examinant  si  un  plan  mené  par  le  centre  peut  la  couper 
suivant  une  ellipse.  Or,  l’équation  d’un  tel  plan  est  z = ax-\-  by, 
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et,  en  éliminant  z de  l’équation  au  centre,  il  vient  («* — 4a  + 1 )x* 
+ (6* — 2)  y*  + 2 (ab —24  + 1 )xy  —1=0. 

De  là,  en  posant  p = 2a*  + 2«6 — 8a +36* — 46  + 3,  on  tire 


_ (26  — ab — l)ÿ±  v/pÿ*  + «* — 4«  + l 
X a* — 4a + 1 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  x,  on  aperçoit  facilement  que  si  on 
prend  a = 2 et  6 < y/J , la  section  est  imaginaire.  Ainsi , les  plans 
menés  par  le  centre  ne  donnent  pas  tous  des  sections  réelles  : cela 
suffit  pour  reconnaître  l’hyperboloïde  à deux  nappes. 

Exemple  IV.  Soit  3x*  + ÿ*  + z* — 2 xy — 3xz+yz+ÿ  + 2 = 0. 

Pour  le  centre,  on  trouve  x= — { , y— — -*  , z=0.  En  y plaçant 
l’origine,  l’équation  donnée  se  change  en  3x*  + y-  + z'  — 2xy 
— 3xz  + j/z  + ^ = 0. 

L’éq.  [X]  devient  X5 + X* + -}£±X + ; et,  puisqu’il  n’y  a 
que  des  permanences,  les  trois  racines  sont  négatives;  donc  la 
surface  est  imaginaire,  ou,  en  d’autres  ternies , l’équation  donnée 
est  impossible. 

Soient  x — az,  y—bz,  les  équations  d’une  droite,  menée  par 
le  centre;  combinons-les  avec  l’équation  au  centre  : il  vient 
(3a* + 6*+  1 — 2a6  — 3a  + 6)z*  + = 0,  ou,  sous  une  autre 

forme,  [(6-a  + i)*  + 2(a-*)*+il«*=_^. 

Quels  que  soient  a et  6,  les  valeurs  de  z ne  peuvent  pas  devenir 
réelles;  et  cela  prouve  encore  que  l’équation  [1]  est  impossible. 

Exemple  V.  Soit  l’équation  3x*+2 y* — 2x;+4yz — 4x — 8z — 8=0. 

Pour  le  centre,  on  trouvera  x=0,  y= 2,  z= — 2 ; et,  en  prenant 
ce  point  pour  origine,  l’équation  se  change  en  celle-ci  3x*  + 2ÿ* 
— 2xz  + 4yz=0,  laquelle  peut  donner  ou  un  cône  ou  un  point 
unique. 

Une  section  faite  par  un  plan  qui  ne  passe  point  à l’origine  fait 
disparaître  toute  incertitude.  Par  exemple,  faisons  x = l : il  vient 
2y*  + \yz — 2; + 3 = 0,  et  il  est  clair  que  cette  équation  repré- 
sente une  courbe  réelle.  Donc,  l’équation  proposée  est  celle  d’un 
cône. 

Exemple  VI.  Si  on  a 3x!+2ÿ*+2z!+2ÿz+6x+G//+6z+9=0 , 
et  qu’on  traite  cette  équation  comme  celle  de  l’exemple  precedent, 
on  apprend  qu’elle  représente  uu  point  unique. 

32 
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C’est  ce  qu’on  peut  rendre  évident  sur  l'équation  même.  En  effet, 
on  peut  l’écrire  ainsi  3(x-f-l)*+î(y-j-{s-t-î),-|--*-(*+l),==0; 
et  alors,  on  voit  qu’on  ne  peut  y satisfaire  qu’en  posant  à la  fois 
x+l=0,  ÿ + + z+f=0,  d’où  x=  — 1,  y ==■  — 1 , 

z = — 1 . 

Remarque.  Il  ne  faut  pas  croire  que  le  changement  fait  à l’équa- 
tion pour  lui  donner  la  forme  précédente  soit  un  artifice  de  calcul 
que  la  sagacité  puisse  seule  découvrir.  Le  procédé  qu’il  faut  suivre 
est,  au  contraire,  naturellement  indiqué  par  les  théories  de  l’al- 
gèbre ; et  voici  en  quoi  il  consiste. 

Soit,  en  x,  y,  z,  un  polynôme  quelconque  du  2’  degré,  X = Ax* 
-(-  A"z*  + 2Bxÿ  + etc.  Si  on  pose  l’équation  X=0,  on  en 

tire,  pour  x,  des  valeurs  de  la  forme  x=X,±  y Y,  X,  étant  une 
fonction  du  1er  degré  en  y et  z,  et  Y une  fonction  du  2e  degré.  En 
vertu  du  théorème  connu  sur  la  composition  des  équations,  on 
aura  X = A(x  — X,  — y Y)(x  — X,  -f  y Y)  = A(x  — X,)*  — AY. 

Supposons  qu’on  ait  Y = ay*  -}-  a'z ’ + 2 byz-\-  etc.,  et  traitons  ce 
polynôme  de  la  même  manière  que  X.  On  posera  l’équation  Y=0, 
et  on  en  tirera  ÿ = Y1dry  Z,  en  désignant  par  Y,  une  quantité  du 
f*r  degré  en  z,  et  par  Z une  quantité  du  2*  degré.  Alors  on  a 
Y =a[y — Y,  — y Z)  [y  — Y,  -f  y Z)  = a(y-  Y,)*  - aZ. 

Enfin,  supposons  qu’on  ait  Z = az1-f-2(3z-{-Y,  et  qu’en  posant 
Z = 0,  on  trouve  z=Z1±  y U,  Z,  et  U étant  des  quantités  con- 
stantes, il  est  clair  qu’on  a aussi  Z =a(z — Z, — VU)  (s — Z,-(- v'U)= 
a(Z — Z,)’ — ctU. 

Maintenant,  mettons  dans  Y cette  valeur  de  Z;  et  ensuite, 
dans  X,  celle  de  Y,  on  obtient 

X = A(x  — XJ*  — A a{y  — Y,)’  -f  Aaa(z  — Z,)*— AoaU. 

Telle  est  la  transformation  qu’on  peut  faire  subir  au  polynôme  X, 
et  qu’on  voulait  faire  connaître. 

708.  Exemples  dam  lesquels  il  y a une  infinité  de  rentres  situés 
en  ligne  droite. 

Exemple  I.  Soit  l’équation  x*  -f-  y*  -f-  2z’  -f  2 xy  -f  2 xz  -f-  2 yz 
— 2x — 2y-j-  2z  =0. 

S’il  y a un  centre,  il  est  donné  par  les  équations  x y -f-  z = 1 , 

y -\-x-\-  z — i,  2 z + x y =z  — f.  Les  deux  premières  sont 

identiques,  et  les  deux  dernières  flonnent  z = — 2,  y= — x-j-3; 
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donc  il  y a une  infinité  de  centres  situés  sur  la  droite  représentée 
par  ces  deux  équations. 

En  cherchant  la  section  faite  par  le  plan  de  yr,  il  vient 
y,-f2z*-f-2yz — 2ÿ-f-2z=0,  d’où  y— — z-J-lrty — zs—  4z+l. 
Si  on  égale  à zéro  la  quantité  qui  est  placée  sous  le  radical,  on 
trouve  z = — 2 d=  y 5.  Puisque  ces  valeurs  sont  réelles  et  inégales, 
et  que  z’,  sous  le  radical,  est  précédé  du  signe  — , la  section  est 
une  ellipse  (235),  et  par  conséquent  1 équation  proposée  appartient 
à un  cylindre  elliptique. 

Exemple  II.  Soit  x * — y*  — 2z*  -f-  2xy  — 4yz  -f-  2 y -f-  2z  = 0. 

Les  équations  dérivées  sont  x -f-  y = 0,  y — x -f-  2z  — 1=0, 
2z  -f  2 y — 1 = 0.'La  tr*  et  la  3'  donnent  x = — y,  z= — y + 
et  ces  valeurs  rendent  la  seconde  équation  identique,  ce  qui  prouve 
qu’il  existe  une  infinité  de  centres,  dont  le  lieu  est  la  droite  repré- 
sentée par  les  deux  équations  ci-dessus. 

En  faisant  : = 0 dans  l’éq.  donnée,  il  vient  x* — y*-f2xy-|-2y=0, 
d’où  x = — y de  y/2ys  — 2y;  et  on  peut  affirmer  présentement 
que  l’équation  proposée  représente  un  cylindre  hyperbolique. 

Exf.mplr  III.  Soit  x1 -| -y*  — z1  — 2xy-f-x — y — z = 0. 

Pour  déterminer  le  centre,  on  a les  équations  2x — 2y-(-l  = 0, 
2 y — 2x — 1=0,  — 2z  — 1=0.  La  lr*  est  la  même  que 

la  2';  ainsi,  le  lieu  des  centres  est  encore  une  droite.  Mais,  en 
posant  x = 0,  l’équation  proposée  donne  y = z -f-  1 et  y = — z ; 
c’est-à-dire  qu’on  a deux  droites  non  parallèles.  Dès  lors  il  est 
clair  que  cette  équation  appartient  à un  système  de  deux  plans 
qui  se  coupent. 

Si  on  la  résout  par  rapport  à l’une  des  variables,  on  obtiendra, 
séparément,  les  équations  des  deux  plans,  savoir  : x = y-(-  z et 
x = y — z — 1. 

Exemple  IV.  Soit  x*  + y* -f- J z* — 3xz — yz — x + y-f-z-(-{=0. 

On  reconnaît  encore  qu’il  y a une  infinité  de  centres  situés  sur 
la  droite,  qui  a pour  équations  x = ? z + i , y — — {•  Mais 

quand  on  cherche  la  section  de  la  surface  par  le  plan  de  xy,  il 
vient  x*  + y!  — x y \ = 0,  d’où  y = — ^ — £)  \/ — * ? 

et,  pour  que  y soit  réel,  il  faut  faire  x=  J. 

Dans  ce  cas,  la  surface  se  réduit  à une  droite  unique  qui  doit 
être  la  même  que  celle  des  centres.  Ce  résultat  se  déduit  aussi  de 
l’équation  proposée  pii  lui  donnant  la  forme  (x  — * z — {)*  + 
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Exemple  V.  Dans  l’exemple  précédent  mettons,  pour  dernier 
terme,  -j-  1 au  lieu  de  -j-  J,  on  aura  cette  équation  xs  + .V*  + 
a — 3xz  — yz  — x + ÿ + 2-)-4=0. 

Elle  représente  un  cylindre  imaginaire  : on  le  reconnaît  sur-le- 
champ  en  l’écrivant  ainsi  : (x — f z — J )’  -f-  (y — \z  à = 0. 

709.  Exemples  dans  lesquels  le  lieu  des  centres  est  un  plan. 

Exemple  I.  Soit  proposé  l’équation  x!  + y*  + 9zs  — 2 xy 

iixz  — 6 yz  — x -f-  y — 3z  = 0 

Dans  ce  cas,  les  trois  équations  dérivées  se  réduisent  à une 
seule,  x — y + 3;  — | = 0.  Par  conséquent,  tous  les  points  du 
plan  que  cette  équation  détermine  peuvent  être  également  pris 
pour  centres. 

En  coupant  la  surface  par  le  plan  de  xy,  il  vient  x*  + y*  — 
2 xy  — x-{-y  = 0,  d’où  y = xety  = x — 1.  Puisqu’on  a pour 
section  deux  droites  parallèles,  l’équation  proposée  représente 
deux  plans  parallèles.  Et  en  effet,  si  on  la  résout  par  rapport  à x, 
on  en  tire  x = y — 3z  et  x = y — 3z  -f- 1 . 

Exemple  II.  Si  on  a l’équation  x*  + y1  -f-  4z* — 2xy  -)-  4xz — 
4 yz  — 2x -f  2 y — 4z  -J-  1 = 0,  et  qu’on  la  traite  comme  la 
précédente,  on  trouvera  un  plan  unique  dont  l’équation  est 
x — y + 2z — 1=0.  En  élevant  cette  équation  au  carré,  on 
reproduit  la  proposée. 

Exemple  III.  Si  l’équation  donnée  est  x* -j-y* -j-z* — 2 xy  — 
2xz  + 2 yz  — 2x  -|-  2y  -f-  2s  -f-  b = 0,  on  reconnaîtra  facilement 
qu’elle  représente  deux  plans  imaginaires,  ce  qui  d’ailleurs,  de- 
vient évident  en  l’écrivant  ainsi  : (x  — y — : — 1 )*  -f-  4 = 0. 

710.  Exemples  dans  lesquels  il  n'y  a point  de  centre. 

Exemple  I.  Soit  proposé  l’équation  x1 -j- 3y5 -j- 2z* -(- 2xy -f- 
4yz  — 3x  — 4 y — 3z  = 0. 

Les  équations  qui  donneraient  le  centre,  s’il  y en  avait  un,  sont 
2x-f-2y=3,  3y  -j-  x -f-  2s  = 2,  4z  + 4y  = 3.  La  1"  et  la  3e 
donnent  x = — ÿ + fj  z — — y -f-  * j et  en  mettant  ces  valeurs 
dans  la  2'  il  vient  3 = 2,  absurdité  qui  montre  que  la  surface  est 
dénuée  de  centre. 

Pour  la  section  faite  par  le  plan  xz,  on  trouve  x’+  2z* — 3x 
— 3z=  0:  cette  équation  représente  une  ellipse;  donc  la  surface 
est  un  paraboloîde  elliptique. 

Exemple  II.  Soit  l’équation  x!4-ys — 2z*+  2 xy  -f-  2xz  + 2 yz 
— 4x—  2y  + 2z=0. 
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Je  forme  d’abord  les  équations  dérivées  x -f-  y -f-  z = 2, 
jp -f -y-\-z  = \,  x-\-y  — 2 2 = — J ; et  comme  les  deux  premières 
sont  incompatibles,  la  surface  n’a  pas  de  centre. 

En  faisant  z=0  dans  l’équation  donnée,  il  vient  x'--\-  rf-\-ixy — 
4x — 2y  = 0;  et  comme  cette  équation  est  celle  d’une  parabole, 
on  n’en  peut  rien  conclure.  Mais  en  faisant  y = 0,  on  a x1 — 22*-}- 
2x2 — 4x-}-22  = 0,  équation  qui  représente  une  hyperbole;  donc 
la  surface  est  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Exemple  III.  Soit  encore  l’équation  xs4-ÿ’+9;* — 2 xy — 6 xx-f- 
6 yz  -f  2a:  — 42  — 0. 

Ici  les  équations  dérivées  sont  x — y — 3z= — 1,  y — x-{-3z=0, 
9:  — 3x  -J-  3y  = 2 ; et  comme  elles  sont  évidemment  contradic- 
toires, la  surface  n’a  pas  de  centre. 

En  cherchant  les  intersections  de  la  surface  avec  chacun  des 
trois  plans  coordonnés,  on  trouve  x'  -f- y1  — 2xy-}-2x  = 0, 
x’4-92’ — 6x2-}- 2 x — 4z=0,  y’-}- 92* +6^2 — 42=0.  Ces  trois 
équations  représentant  des  paraboles,  on  en  conclut  que  la  sur- 
face est  un  cylindre  parabolique. 


CHAPITRE  XI. 


DES  SURFACES  CONSIDÉRÉES  D'APRÈS  LEUR  GÉNÉRATION. 


Règles  générales. 

7H.  En  considérant  les  surfaces  dans  leur  génération,  on  est 
conduit  à des  questions  qui  exigent  l’emploi  de  la  plus  haute  ana- 
lyse, et  qui  ont  fait  le  sujet  des  plus  beaux  travaux  de  Monge.  11 
ne  saurait  entrer  dans  le  plan  de  cet  ouvrage  d’exposer  ici  ces  sa- 
vantes et  difficiles  recherches  ; je  me  bornerai  à présenter  les  équa- 
tions de  quelques  surfaces  très-simples,  engendrées  par  des  lignes 
qui  se  meuvent  et  qui  peuvent  changer  de  forme  d’après  des  lois 
données.  Or  voici,  en  général,  la  marche  qu’il  faudra  suivre. 

1°  On  écrira  d’abord  les  deux  équations  de  la  ligne  génératrice, 
sans  avoir  égard  aux  conditions  qui  règlent  son  mouvement  ou 
son  changement  de  forme.  Il  devra  toujours  y avoir  dans  ces 
équations  un  ou  plusieurs  coefficients  indéterminés,  sans  quoi  elles 
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représenteraient  une  ligne  fixe,  qui  ne  serait  susceptible  d'aucune 
variation,  et  qui,  par  conséquent,  ne  saurait  engendrer  une  sur- 
face. Je  donnerai  le  nom  de  paramètre s à ces  coefficients. 

2°  On  exprimera  par  des  équations  les  conditions  auxquelles  la 
génératrice  doit  rester  soumise  pendant  son  mouvement.  Ces  équa- 
tions devront  toujours  être  en  nombre  moindre  que  celui  des  pa- 
ramètres : autrement  aucun  d’eux  ne  pourrait  varier,  et  la  géné- 
ratrice ne  pourrait  point  subir  de  déplacement.  D’un  autre  côté, 
quand  l’énoncé  détermine  complètement  la  surface,  le  nombre  de 
ces  paramètres  ne  devra  surpasser  que  d’une  unité  le  nombre  des 
équations  de  condition  ; et  il  est  évident  que  ce  sera  la  variation 
de  l’un  quelconque  d’entre  eux  qui,  en  transportant  la  généra- 
trice dans  différentes  positions  successives,  et  quelquefois  aussi  en 
modifiant  sa  forme,  lui  fera  décrire  une  surface,  qui  est  celle  dont 
on  demande  l’équation.  S’il  y avait  un  plus  grand  nombre  de  pa- 
ramètres, on  pourrait  donner  des  valeurs  particulières  à quelques- 
uns,  pour  n’en  conserver  juste  qu’un  de  plus  qu'il  n’y  a d’équa- 
tions de  condition  ; ce  qui  donnerait  lieu  à une  surface.  Mais,  en 
changeant  les  valeurs  attribuées  à quelques-uns  des  paramètres,  on 
pourrait  obtenir  d’autres  surfaces  : c’est-à-dire  que  la  question 
proposée  pourrait  se  résoudre  par  une  infinité  de  surfaces  diffé- 
rentes, ce  qui  est  contraire  à la  supposition. 

3°  Entre  les  équations  de  condition  et  celles  de  la  génératrice,  on 
élimine  tous  les  paramètres  indéterminés  et  l’équation  résultante 
est  celle  de  la  surface  demandée.  En  effet,  observez  d’abord  que 
le  nombre  total  de  ces  équations  surpasse  d’une  unité  celui  des 
paramètres,  de  sorte  que  l'élimination,  en  général,  est  possible; 
et  ensuite  faites  bien  attention  que  l’équation  résultante,  ne  con- 
servant aucune  trace  des  paramètres,  doit  être  satisfaite  par  les 
coordonnées  x,  y,  z,  d’un  point  quelconque  appartenant  à telle  po- 
sition qu’on  voudra  de  la  génératrice,  ce  qui  revient  à dire  que 
cette  équation  est  celle  de  la  surface  décrite  par  cette  génératrice. 

Remarque.  C’est  pour  donner  à la  règle  toute  la  généralité 
possible,  que  j’ai  prescrit  en  premier  lieu  de  poser  les  équations 
de  la  génératrice  sans  avoir  égard  aux  conditions  de  son  mouve- 
ment, et  d’établir  ensuite  les  équations  qui  résultent  de  ces  condi- 
tions. Mais,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  ces  conditions  pour- 
ront être  introduites,  en  tout  ou  en  partie,  dans  les  équations 
même  de  la  génératrice;  et  alors  il  ne  faudra  plus  y avoir  égard 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A TROIS  DIMENSIONS.  505 

dans  la  suite  du  calcul.  Par  exemple,  si  une  droite  doit  passer  par 
uu  point  donné  dont  les  coordonnées  sonta,  b,c,  on  prendra,  pour 
cette  droite,  les  équations  x — a = a[z  — c),  y — 6 = p(z — c); 
et  dès  lors  la  condition  dont  il  s’agit  se  trouvera  remplie. 

Dans  quelques  cas,  au  contraire,  il  sera  plus  commode  d’em- 
ployer des  indéterminées  auxiliaires;  mais  elles  auront  toujours 
avec  les  autres  indéterminées  certaines  relations  dont  il  faut  avoir 
grand  soin  de  tenir  compte. 

Surfaces  cylindriques. 

712.  On  nomme  surface  cylindrique,  ou  simplement  cylindre, 
la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à 
elle-même. 

713.  De  cette  définition  il  suit,  comme  conséquence  immédiate, 
que  le  contact  d’un  plan  avec  un  cylindre  a lieu  suivant  une  géné- 
ratrice tout  entière.  En  effet,  le  cylindre  peut  être  assimilé  à un 
prisme  dont  les  faces  sont  infiniment  étroites;  et  il  est  évident, 
d’après  les  considérations  exposées  n"  659,  que  le  plan  d’une  de 
ces  faces,  prolongé  indéfiniment,  est  tangent  à la  surface  en  tous 
les  points  d’une  génératrice. 

714.  Problème.  Etant  donné  une  droite  à laquelle  la  génératrice 
doit  être  parallèle , et  une  courbe  directrice  sur  laquelle  elle  doit 
toujours  s’appuyer,  trouver  l'équation  du  cylindre  qu’elle  décrit. 

Représentons  la  génératrice  par  les  équations 

[1]  x — az- fa,  ÿ = Ô3-j-P; 

et  la  courbe  directrice  par  les  équations 

[2]  f{x,  y,  z)  — 0 , ft  (x,  y,  z)  — 0. 

Les  coefficients  a et  b sont  constants;  mais  a et  p sont  deux  in- 
déterminées, qui  doivent  être  assujetties  à la  relation  nécessaire 
pour  que  la  génératrice,  dans  toutes  ses  positions,  rencontre  la 
courbe.  Pour  que  cette  intersection  ait  lieu,  il  faut  que  les  éq.  [1] 
et  (2)  soient  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  z:  donc,  si 
on  élimine  ces  trois  quantités  entre  les  quatre  équations,  on  aura 
la  relation  cherchée,  .le  désignerai  cette  relation  par 

[3]  F(a,p)=0. 

Elle  doit  toujours  exister  quand  la  droite  est  une  génératrice; 
par  conséquent,  pour  obtenir  l’équation  du  cylindre,  il  suffit 
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d’éliminer  a et  p entre  cette  équation  et  celles  de  la  génératrice. 
Ces  dernières  donnent  a = x — az,  — y — bz  : par  suite,  pour 
le  cylindre,  on  aura 

[4]  F(x — az,  y — 4z)  = 0. 

715.  Prenons  le  cas  où  la  directrice  est  un  cercle  situé  dans  le 
plan  xy  ; et  soient  z = 0,  [x  — ff-\-[y  — (jY—  r*>  les  équations 
de  ce  cercle.  Pour  qu’il  soit  toujours  rencontré  par  la  génératrice, 
on  aura  la  condition  (a — /')’+  (p — gY  — r’">  et  par  suite  on 
trouvera,  pour  le  cylindre  à base  circulaire,  l’équation 

(x  — az—  f)'  + (y  — bz—  gY  = r!. 

716.  De  quelque  manière  qu’un  cylindre  soit  déterminé,  on 
peut  toujours  le  concevoir  comme  engendré  par  une  droite  qui  se 
meut  parallèlement  à elle-même  le  long  d’une  courbe  tracée  sur 
ce  cylindre  ; et  de  là  il  suit  que  tous  les  cylindres  peuvent  être 
compris  dans  l’éq.  [4].  Il  est  bien  entendu  que,  pour  des  cylin- 
dres différents,  les  valeurs  de  a et  b pourront  être  différentes, 
ainsi  que  la  fonction  F. 

II  est  facile  d’ailleurs  de  reconnaître  que  cette  équation  ne  peut 
renfermer  que  des  surfaces  cylindriques.  En  effet,  pour  satisfaire 
k cette  dernière,  il  faut  qu’on  ait  en  même  temps  x — az  = a, 
y — bz  = p,  en  assujettissant  a et  p à la  relation  F (a,  p)  = 0.  Or, 
quelques  valeurs  qu’aient  a et  P,  il  est  clair  que  les  équations  ci- 
dessus  déterminent  des  droites  parallèles.  Ainsi  la  surface  peut  être 
regardée  comme  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèle- 
ment à elle-même  : donc  c’est  une  surface  cylindrique. 

717.  Problème.  La  direction  de  ta  génératrice  étant  connue, 
trouver  l'équation  du  cylindre  circonscrit  à une  surface  donnée. 

Ce  problème  serait  le  même  que  le  précédent,  si  on  connaissait 
la  courbe  du  contact.  L’équation  de  la  surface  donnée  est  déjà 
une  des  équations  de  cette  courbe,  et  je  la  représenterai  par 

f[z>  y>  *)  = 0. 

On  obtiendra  une  autre  équation  de  la  même  courbe  en  expri- 
mant que  le  cylindre  est  circonscrit  à la  surface  donnée,  condition 
qui  exige  que  le  plan  tangent  à cette  surface,  en  chaque  point  de 
la  courbe  du  contact,  soit  aussi  tangent  au  cylindre.  Il  suit  de  là 
que  ce  plan  doit  contenir  la  génératrice  du  cylindre  menée  par 
le  point  de  contact  : car  cette  droite,  devant  être  considérée  comme 
étant  à elle-même  sa  propre  tangente,  est  évidemment  contenue 
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dans  le  plan  tangent  au  cylindre.  Supposons  que  la  fonction  /'soit 
un  polynôme  algébrique;  nommons  X,  Y,  Z,  les  trois  polynômes 
dérivés;  x,  y,  z,  les  coordonnées  du  point  de  contact,  et  x’,  ÿ,  z', 
les  coordonnées  courantes  du  plan  tangent  et  de  la  génératrice  qui 
passent  en  ce  point  : on  a 

\[x — x)-\ -Y(ÿ' — y)  -j- Z(z' — z)=0  pour  le  plan, 
x' — x = a(s' — z ),  y' — y=  b(z' — z)  pour  la  droite, 

a et  b étant  deux  quantités  données.  Or,  pour  que  la  droite 
soit  dans  le  plan,  ces  valeurs  de  x' — x,  xj — y,  doivent  vérifier 
l’équation  du  plan,  quel  que  soit  z ; et  de  là  résulte  l’équation 
«X-f-  5Y  +Z=0,  laquelle  achève  de  déterminer  la  courbe  de  con- 
tact. La  question  est  alors  ramenée  à celle  du  numéro  précédent. 

718.  Considérons  le  cas  particulier  où  la  surface  donnée  est  une 
sphère  dont  l’équation  est  x4  -J-  xj-  -j-  z!  =.  r4. 

Alors  on  a X = 2 x,  Y =2 y,  Z = 2z;  et  la  dernière  équation 
trouvée  ci-dessus  devient  ax  -}-  by  -}-  z — 0.  Celle-ci  représente  un 
plan  qui  passe  par  l’origine,  et  même  il  est  facile  de  voir  qu’il  est 
perpendiculaire  aux  génératrices  (576). 

Maintenant,  pour  la  courbe  de  contact,  qui  doit  diriger  la  géné- 
ratrice, on  a les  deux  équations x*-\-ÿi-\-zt=^r',ax-\-by-\-x=0. 
Il  n’y  donc  qu'à  répéter  les  calculs  du  n°  715,  et  l’on  trouve,  pour 
le  cylindre  circonscrit  à la  sphère,  l’équation 

(ô2-f- l)x*-(-(a2-(-l)ÿs-f  (a4-f-  b’i)zt  — 2 abxy  — 2ar* — 2 byz 
= (a*+é*+  4)r*. 

Surfaces  coniques. 

719.  On  appelle  cône  ou  surface  conique  la  surface  engendrée 
par  une  droite  qui  passe  constamment  par  un  même  point,  nommé 
centre  ou  sommet,  et  qui  d’ailleurs  se  meut  suivant  telle  loi  qu’on 
voudra. 

720.  On  peut  donc  assimiler  un  cône  à une  surface  pyramidale 
d’une  infinité  de  faces;  et  par  suite  on  conclut,  comme  pour  le 
cylindre,  que  le  contact  d’un  plan  avec  un  cône  doit  avoir  lieu  sui- 
vant une  génératrice  entière. 

721.  Problème.  On  donne  le  sommet  d'un  cône  et  une  courbe  sur 
laquelle  la  génératrice  doit  toujours  s'appuyer  : on  demande  l'équa- 
tion du  cône. 
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Désignons  par  a,  b,  c,  les  coordonnées  du  sommet.  Pour  la  gé- 
nératrice, je  prendrai  les  équations 
[1]  x — a = a(z  — c),  y — é = p(2— c); 

pour  la  directrice,  je  prendrai 
l-J  f[x,  y,  *)  = 0,  fl{x,y,z)  = 0. 

Puisque  la  génératrice  doit  toujours  s’appuyer  sur  la  directrice , 
il  résulte  de  là  une  condition  que  je  représenterai  par  l’équation 

13]  F(«,p)  = 0. 

Alors  il  n’y  a plus  qu’à  éliminer  a et  p entre  cette  équation  et 
celles  de  la  génératrice  : on  aura  ainsi  l’équation  du  cône , 


722.  Prenons  pour  exemple  le  cône  oblique  à base  circulaire. 

Afin  de  simplifier,  je  choisis  le  plan  de  cette  base  pour  celui  de  xy; 
et  son  centre  pour  l’origine.  De  cette  manière  les  équations  de  la 
base  seront  z =0,  x!  -j-  r’.  Pour  que  la  génératrice  rencontre 

cette  circonférence,  on  a la  condition  (a — ac)’-j-  (6  — et, 

par  l'élimination  de  a et  (3,.  on  trouve  l’équation  du  cône 

(az  — ex)’  -j-  (i  r — cy)*  = r’  (z  — c)s . 

723.  Toute  surface  comprise  dans  l’équation  [4]  est  un  cône. 
En  effet,  si  on  pose  x — a=a(z — c),  y — b=$(z — c),  on 
aura  F(a,  P)  = 0 : de  sorte  que  les  coordonnées  x,  y,  z,  de  la  sur- 
face devront  satisfaire  aux  éq.  [tj,  pourvu  qu’on  assujettisse  a et  p 
à la  condition  F (a,  |3)  = 0.  Or,  les  éq.  [t]  représentent  une  droite 
qui  passe  constamment  par  un  point  fixe  dont  les  coordonnées  sont 
a,  b,  c;  donc  la  surface  dont  il  s’agit  est  un  cône. 

724.  Problème.  Trouver  l’équation  d’un  cône  dont  on  connaît  le 
sommet  et  qui  est  circonscrit  à une  surface  donnée. 

Soit 

[.j]  f[x,  y,  z)  = 0, 

l’équation  de  la  surface  donnée  : ce  sera  déjà  une  des  équations  de 
la  courbe  de  contact. 

Nommons  toujours  X,  Y,  Z,  les  trois  polynômes  dérivés  de 
f(x,  y,  s);  x',  ]j , z',  les  coordonnées  courantes  du  plan  tangent, 
et  x,  y,  z,  les  coordonnées  d’un  point  de  la  courbe  de  contact.  En 
ce  point,  l’équation  du  plan  tangent  sera  X(x' — x)-f-Y(ÿ’ — y) 
+ Z(z’ — z)  = 0.  Mais  ce  plan  devant  aussi  être  tangent  au  cône 
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passe  par  le  sommet  donné  ; donc,  si  a,  b,  c,  sont  les  coordonnées 
de  ce  sommet,  on  aura 

[6]  X(a-*)+Y(*-y)  + Z(e-*)  = 0. 

Cette  équation  appartient  encore  à la  courbe  de  contact,  et  achève 
de  la  déterminer.  On  est  ainsi  ramené  aux  données  du  n°  721 . 

m 

725.  Supposons  que  l'équation  [5]  soit  du  degré  m,  et 
que,  A xf\fzT  étant  un  terme  quelconque  de  ce  degré,  on  ait 
f(x,  y,  z ) ss  Axrifzr  + etc.  : les  polynômes  dérivés  X,  Y,  Z,  seront 
X=pAx’’~1ÿ,3r-f-etc.,  Y=yAx"ÿ,_l2r+etc.,  Z=rAxp;/l,2r_l-|-etc. 

L’éq.  [6]  peut  s’écrire  ainsi  aX-j-iY  -j-cZ=Xx-(-  Yy-j-Zz.  En 
remplaçant  X,  Y,  Z,  par  leurs  valeurs,  le  premier  membre  est  évi- 
demment de  degré  inférieur  à m ; et,  quant  au  second,  on  sait  (660) 
qu’il  se  réduit  toujours  à un  degré  moindre  que  m.  Après  l’avoir 
réduit,  je  le  désigne  par  V,  et  l’éq.  [6]  devient 

«X+6Y-fcZ=V. 

Alors  elle  montre  que  la  ligne  de  contact  est  sur  une  surface  d'ordre 
inférieur  à m.  Donc,  si  la  surface  donnée  est  du  S"  ordre,  la  ligne 
de  contact  sera  plane.  Ces  conséquences  sont  déjà  connues  (663). 

726.  Comme  application,  cherchons  le  cône  qui  a son  sommet 
à l’origine,  et  qui  est  circonscrit  à la  sphère  dont  l’équation  est 

, Alors  on  a a = 0,  b — 0,  c = 0,  X = 2(x — f),  Y = 2 [y  — g), 
Z = 2(2 — A);  et  l’éq.  [6]  sera  (x— f)x  + (y— g)y  + [z— A)z=0. 
En  réduisant,  au  moyen  de  l’équation  de  la  sphère,  et  posant 
P -f-  g'-  -f- h'  = d',  elle  devient  fx gy hz  — d’- — r*. 

Il  est  facile  de  voir  par  cette  équation,  que  la  ligne  de  contact 
est  un  petit  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la  droite 
menée  de  l’origine  au  centre  de  la  sphère. 

Comme  l’origine  est  placée  au  sommet  du  cône,  les  équa- 
tions delà  génératrice  sont  simplement  x = az,  y = $z;  et, 
pour  qu’elle  rencontre  le  petit  cercle,  on  trouve  la  condition 
(a*— (—  1)  (d*  — r’)  — (fa  + _çP  + h}'  = 0.  En  remplaçant  a et  p 

X f/ 

par  leurs  valeurs  - et  - , tirées  des  équations  de  la  génératrice, 
on  obtient  l’équation  du  cône  circonscrit  à la  sphère,  savoir  : 

(**  + !/'  + -’)  (rf!  - r')  - (fx  + gy  + hz)'  = 0. 

V 
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Surfaces  de  révolution. 

727.  Les  surfaces  de  révolution  sont  celles  qu’on  peut  engen- 
drer en  faisant  tourner  une  ligne  autour  d’un  axe  fixe. 

On  nomme  plans  méridiens  les  plans  qui  passent  par  l’axe,  et 
méridiens  les  intersections  de  ces  plans  avec  la  surface.  Il  est  clair 
que  tous  les  méridiens  sont  égaux  ; il  est  également  clair  que  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  l’axe,  des  différents  points  de  la 
ligne  génératrice,  décrivent  des  cercles  dont  les  plans  sont  per- 
pendiculaires à l’axe,  et  qui  ont  leurs  centres  sur  cet  axe.  Ces 
cercles  se  nomment  parallèles. 

728.  Dans  les  surfaces  de  révolution,  le  plan  tangent  est  per- 
pendiculaire au  plan  méridien  qui  passe  au  point  de  contact.  En 
effet,  le  plan  tangent  doit  contenir  la  tangente  au  parallèle  qui 
passe  au  point  de  contact  (638)  : or  le  plan  de  ce  parallèle  est 
perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe  par  ce  point,  et  la  tan- 
gente est  perpendiculaire  au  rayon  qui  est  l’intersection  des  deux 
plans;  donc  cette  tangente  est  perpendiculaire  au  plan  méridien; 
donc  le  plan  tangent  l’est  aussi. 

729.  Pkoblème.  Une  courbe  quelconque  étant  donnée,  trouver  l’équa- 
tion de  la  surface  qu’elle  décrit  en  tournant  autour  de  l’axe  des  z. 

Prenez  les  équations  d’un  cercle  dont  le  plan  soit  perpendicu- 
laire à l’axe  des  s,  et  qui  ait  son  centre  sur  cet  axe.  Elles  renfer- 
meront deux  indéterminées  qu’on  assujettira  à l’équation  néces- 
saire pour  que  le  cercle  rencontre  la  génératrice.  Entre  cette 
équation  et  celles  du  cercle,  éliminez  les  deux  indéterminées, 
l’équation  résultante  sera  celle  de  la  surface. 

Pour  plus  de  simplicité  on  supposera  les  axes  rectangulaires,  et 
on  pourra  représenter  le  cercle  par  les  équations 

[4]  z = et,  x'  + y*==  p, 

dans  lesquelles  a et  p sont  deux  indéterminées.  Représentons  la 
génératrice  par  les  équations 

[2]  f{x,y,z)—0,  f,{x,y,  z)=0. 

Pour  que  le  cercle  rencontre  la  génératrice,  les  éq.  [4]  et  [2] 
doivent  être  satisfaites  par  les  mêmes  valeurs  de  x,  y.  z : de  là 
résulte  entre  a et  p une  relation  que  je  représente  par 

F (a,  P)  =0. 
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C’est  de  cette  équation  qu’il  faut  éliminer  a et  p,  au  moyen  des 
éq.  [1];  et  la  surface  demandée  sera  renfermée  dans  l’équation 
résultante 

[3]  F(z,x*  + y*)  = 0. 

Si  l’éq.  F(«,  p)  = 0 peut  se  résoudre  par  rapport  à a,  et  qu’on 
en  tire  a = <p(P),  l’éq.  [3]  pourra  s’écrire  ainsi  : 

* = ?(**  + '/)’ 

Jusqu’ici  la  ligne  génératrice  était  tout  h fait  quelconque.  Sup- 
posons maintenant  que  ce  soit  une  ligne  située  dans  le  plan  de  xz, 
et  que  ses  équations  soient  y = 0,  f[z,  x)  = 0. 

En  prenant  l’axe  des  z pour  axe  de  révolution,  les  équations  du 
cercle  sont,  ainsi  qu’on  l’a  dit  plus  haut,  z = a,  x*  -}-  1/  — p. 
Pour  qu’il  rencontre  la  génératrice,  on  a la  condition  f[a,  yP)=0, 
f étant  le  même  signe  de  fonction  que  pour  la  génératrice. 

En  éliminant  a et  p,  il  vient,  pour  la  surface,  l’équation 

f[h  t/x’  + y1)  = 0. 

Ici  f est  encore  le  même  signe  de  fonction;  ainsi,  il  suffit  de 
mettre  \Jx*  + y1,  au  lieu  de  x,  dans  l’éq.  f\z,  x)  = 0 de  la  géné- 
ratrice. 

Ce  résultat  s’aperçoit  sur-le-champ  en  remarquant,  d’une  part, 
que  si  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  la  surface  sont 
x , y,  z,  ce  point  sera  sur  un  parallèle  dont  le  rayon  est  égal  à 
S/F+7;  et,  de  l’autre,  qu’il  doit  exister,  entre  z et  y x*  -f-  y % la 
même  relation  qu’entre  les  deux  coordonnées  de  la  génératrice 
située  dans  le  plan  do  xz. 

Quelle  que  soit  la  ligne  génératrice,  la  solution  du  problème 
peut  encore  se  présenter  comme  il  suit,  Pour  la  génératrice,  pre- 
nons toujours  les  équations  f(x,  y,  z)=^0,  ft(x , y,  z)  = 0;  et 
soient  x,  y,  s,  les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  la  sur- 
face de  révolution;  et  x',  y',  z,  celles  du  point  qui  a la  même 
coordonnée  z sur  la  génératrice. 

Le  premier  point  est  une  des  positions  que  vient  occuper  le 
second  pendant  la  rotation  de  cette  génératrice.  Par  conséquent  il 
est  à la  même  distance  de  l’axe,  et  l’on  doit  avoir  a ■'  + >/  — 

Mais  les  équations  de  la  génératrice  donnent  f\x!,  y',  z)  = 0, 
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f\x',  y',  3)  = 0;  donc,  pour  connaître  la  surface,  il  n’y  a qu’à  éli- 
miner Ou,  1/,  entre  ces  deux  équations  et  la  précédente. 

Par  exemple,  supposons  que  la  génératrice  soit  une  droite  ayant 
pour  équations  x = M;  -j-  N,  y — M'3  + N'  : il  faudra  éliminer  af 
et  y'  entre  les  trois  équations 

x'+y'  — x'^  + y",  x'  = M3  -(-  N , y'  = M'z-fN'; 
et,  pour  la  surface,  il  vient 

(Ms  -f  N)*  -f  (M's  + N')*  = x'  -f  y». 

Cette  équation  se  simplifie  en  choisissant  pour  ligne  des  x celle 
sur  laquelle  se  mesure  la  plus  courte  distance  entre  la  génératrice 
et  l’axe  de  révolution,  qui  est  déjà  pris  pour  ligne  des  z.  Alors  la 
génératrice  rencontre  la  ligne  des  x,  et  est  parallèle  au  plan  de 
yz.  En  conséquence,  pour  ces  équations,  je  prendrai  x = a, 
y — bz  : c’est-à-dire  que  M = 0,  N = a,  M'  ==  b,  N'  = 0 ; et  que  par 
suite  l’équation  de  la  surface  se  change  en 

x*  -f-  y*  = iV  + a'. 

Le  lecteur  a sans  doute  reconnu  ici  l’hyperboloïde  de  révolution 
à une  nappe.  La  double  génération  de  cette  surface  est  évidente  : 
car  l’équation  ci-dessus  reste  la  même,  quoiqu’on  y change  b 
en  — b. 

730.  Prohlrme.  L’oxe  et  la  génératrice  d’vne  surface  de  révo- 
lution étant  donnes,  trouver  l’équation  de  cette  surface,  quelle  que 
soit  la  position  de  l’axe. 

Je  représente  la  génératrice  par  les  équations 

M /I*.yi*)  = 0.  A(*»y»*)= 0. 

Je  désigne  par  a,  b,  c,  les  coordonnées  d’un  point  pris  à volonté 
sur  l’axe  de  révolution,  et  je  mets  les  équations  de  cet  axe  sous  la 
forme 

(p|  x — a = A(z  — c),  y — b—B(z  — c). 

L’équation  d’un  plan  perpendiculaire  à cet  axe,  et  celle  d’une 
sphère  dont  le  centre  est  sur  ce  même  axe,  au  point  qui  a a , b,  c, 
pour  coordonnées,  sont 

M As  + B y + s = «,  (s-«)*  + (y_6)’+(3-c)’=p. 

On  peut  considérer  ces  équations  comme  celles  d’un  parallèle  quel- 
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conque  de  la  surface,  pourvu  qu  on  établisse  entre  a et  |3  l’équa- 
tion qui  résulte  de  l’élimination  de  x,  y,  z entre  [a]  et  [y].  Je  repré- 
sente encore  cette  équation  par  F(a,  (3)  = 0;  et  alors,  en  éliminant 
a et  p entre  cette  équation  et  celles  du  parallèle,  on  trouve,  pour 
l’équation  générale  des  surfaces  de  révolution, 

F[Ax  -f  Bÿ  + 2,  (x  — af  -}-  (y  — b'f  + (3  — cf]  = 0. 

731 . Problème.  Une  surface  donnée  étant  liée  d’une  manière  inva- 
riable à un  axe  de  révolution,  et  tournant  ensuite  autour  de  cet  axe , 
on  demande  l'équation  de  la  surface  qui  touche  et  enveloppe  la  sur- 
face mobile  dans  toutes  ses  positions. 

Il  est  clair  qu’il  y a sur  la  surface  donnée  une  ligne  qui  décrit 
la  surface  de  révolution,  et  que  le  plan  tangent  à la  surface  don- 
née, en  chaque  point  de  cette  ligne,  doit  être  aussi  tangent  à la 
surface  de  révolution  demandée.  Donc  ce  plan  doit  être  perpendi- 
culaire au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  que  l’on  consi- 
dère (728).  Par  conséquent,  en  prenant  simultanément  l’équation 
qui  exprime  cette  condition  avec  celle  de  la  surface  donnée,  on 
aura  deux  équations  en  x,  y,  z,  qui  représenteront  la  ligne  géné- 
ratrice, et  la  question  sera  ramenée  aux  précédentes. 

Surfaces  développables  en  général. 

732.  On  nomme  surfaces  développables  celles  qui  sont  engen- 
drées par  une  droite  qui  se  meut  de  manière  que,  dans  chacune 
de  scs  positions,  elle  soit  dans  un  même  plan  avec  la  position  infi- 
niment voisine.  Le  cylindre  et  le  cône  appartiennent  à ce  genre  de 
surfaces. 

733.  Une  propriété  bien  remarquable  de  ces  surfaces,  et  qui  est 
exprimée  par  leur  dénomination  même,  c’est  qu’une  portion  d’une 
telle  surface  étant  prise  à volonté,  on  peut  toujours  l’étendre  dans 
un  plan  sans  déchirure  ni  dupiicature.  Et  en  effet,  d’après  la  défi- 
nition, cette  portion  de  surface  étant  composée  d’éléments  plans, 
dont  chacun  est  séparé  de  l’élément  voisin  par  une  génératrice, 
on  peut  concevoir  que  chacun  de  ces  éléments  tourne  successive- 
ment autour  de  la  génératrice  qui  le  sépare  de  l’élément  contigu  ; 
et,  de  cette  manière,  on  amènera  un  premier  élément  sur  ie  plan 
du  suivant,  l’ensemble  de  ces  deux  éléments  sur  le  plan  du  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite. 
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734.  Une  autre  propriété  également  remarquable  des  surfaces 
développables,  et  qui  dérive  immédiatement  de  leur  définition, 
c’est  que  dans  toutes  ces  surfaces,  le  contact  du  plan  tangent  doit 
avoir  lieu  suivant  une  génératrice  entière.  La  raison  en  est,  comme 
pour  les  cylindres  et  les  cônes,  qu’une  génératrice  donnée  est  tou- 
jours dans  un  même  plan  avec  la  génératrice  infiniment  voisine, 
et  que  ce  plan,  prolongé  indéfiniment  en  tous  sens,  est  tangent 
à la  surface  en  chaque  point  de  la  génératrice  donnée. 

735.  La  définition  des  surfaces  développables  peut  se  ramener 
à un  énoncé  auquel  le  calcul  algébrique  s’appliquera  plus  facile- 
ment qu’à  la  définition  elle-même  ; et  c’est  cet  énoncé  que  je  vais 
faire  connaître. 

Considérons  la  surface  qu’on  obtient  en  prolongeant  indéfini- 
ment les  côtés  d’nn  polygone  ABCD...  (fig.  53),  dont  trois  côtés 
consécutifs  quelconques  ne  sont  pas  dans  le  même  plan.  Cette 
surface,  ou,  si  l’on  veut,  ce  polyèdre  se  compose  de  faces  PAQ, 
QBR,...  qui  ne  sont  autre  chose  que  des  portions  angulaires  de 
plans.  Et  même  rien  n'empêche  de  concevoir  toutes  les  arêtes 
comme  prolongées  de  l’autre  côté  du  polygone.  De  cette  manière; 
on  forme  une  seconde  nappe  de  la  même  surface  polyédrale,  et 
qui  est  séparée  de  la  première  parle  polygone  ABCD,...  de  même 
que  les  nappes  d’un  cône  le  sont  par  le  sommet. 

Cela  posé,  imaginons  que  le  polygone  soit  inscrit  dans  une 
courbe  donnée,  et  augmentons  successivement  le  nombre  de  ses 
côtés.  On  déterminera  ainsi  une  série  de  polyèdres  sur  lesquels 
chaque  arête  sera  dans  un  même  plan  avec  l’arête  immédiatement 
voisine;  et,  par  conséquent,  la  limite  de  ces  polyèdres  sera  une 
surface  courbe  douée  de  la  même  propriété,  c’est-à-dire  qu’elle 
sera  une  surface  développable. 

Remarquons  en  outre,  qu’en  passant  ainsi  à la  limite,  le  poly- 
gone se  confond  avec  la  courbe  donnée,  et  que  les  arêtes  du  po- 
lyèdre deviennent  tangentes  à cette  courbe.  Donc,  en  général,  une 
surface  développable  peut  être  décrite  par  une  droite  qui  reste  con- 
stamment tangente  à une  courbe.  Monge  appelle  cette  courbe  arête 
de  rebroussement. 

Le  cylindre  et  le  cône  échappent  à cette  génération,  parce  que, 
dans  l’un,  les  génératrices  sont  parallèles  entre  elles,  et  que,  dans 
l’autre,  elles  passent  toutes  par  un  même  point. 

736.  Problème.  Trouve)'  l'équation  d’une  surface  développable 
dont  on  connaît  l’arête  de  rebroussement. 
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Supposons  que  les  équations  des  projections  de  cette  arête  soient 

M y = ?(*)> 

<P  et  étant  des  signes  de  fonctions.  H est  facile  de  reconnaître 
que  les  projections  de  la  tangente  à une  courbe  sont  tangentes  aux 
projections  de  cette  courbe;  donc,  si  on  nomme  «,  p,  y,  les  coor- 
données d’un  point  quelconque  de  la  courbe  donnée,  on  aura, 
pour  la  tangente  en  ce  point,  les  équations 

[2]  y—  P = <p»  (x— a),  2— Y = ^'(«)(ar  — a)  : 

en  dénotant  par  <p'  et  <|/  deux  fonctions  qui  doivent  se  déduire  des 
fonctions  <?  et  On  a d’ailleurs  entre  <*,  P,  y,  les  relations 

(3]  P = ?(*),  Tf= '}'(«)• 

Ici  les  indéterminées  a,  P,y,  sont  celles  dont  la  variation  fait  mou- 
voir la  génératrice;  et  ce  sont  elles  qu’il  faut  éliminer  entre  les 
éq.  [2]  et  [3]  pour  avoir  l’équation  de  la  surface  développable. 

Il  n’y  a pas  plus  de  difficulté  lorsqu’au  lieu  des  projections  de 
l’arête  de  rebroussement,  on  donne  deux  surfaces  sur  lesquelles 
cette  courbe  est  contenue.  Mais  alors  il  sera  mieux  de  déterminer 
la  tangente  par  l’intersection  des  plans  tangents  aux  deux  surfaces. 

737.  Problèmb.  Les  équations  d’une  courbe  étant  données,  recon- 
naître si  cette  courbe  est  plane  ou  à double  courbure. 

Déterminez  comme  dans  le  problème  précédent  le  lieu  des  tan- 
gentes à cette  courbe;  et  si  elle  est  plane,  ce  lieu  sera  un  plan. 
Par  exemple,  soient  les  équations 

|4j  y — ax*  -j-  bx  -f-  c,  t—  a'x’  -f-  b'x  -f-  c'. 

On  aura  <p' (a)  =:  2«a -}- 6,  \'(a)  = ,îna.-\-  b . Par  suite  les  éq.  (2j 
et  [3]  deviennent 

y — p = (2éi«  + b)  ( x — a),  z — y = (2a'a-(-  b')  (x — a), 

P = aa8  -f-  ba  -f-  c,  Y = fl'a*-(- ÿa-j-c'; 

et  c’est  entre  celles-ci  qu’il  faut  éliminer  a,  P,  y,  pour  avoir  le  lieu 
des  tangentes  à la  courbe  des  éq.  [4], 

Par  l’addition,  on  élimine  sur-le-champ  Pet  y;  et  on  trouve 
y — (2aa  -j-  b)  x — aa1  -j-  c,  z = (2a'a  -j-  b')  x — a' a*-f-  c'.  Puis  on  éli- 
mine a en  retranchant  ces  dernières  l’une  de  l’autre,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  cl  et  par  a.  11  vient 

a’ y — as  =s  ( ba' — ab')  x -f  cd — ad  ; 

3o 
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et  comme  celle  équation  représente  un  plan,  on  doitconciupe  que 

In  courbe  donnée  est  plaqe. 

Surfaces  gauches. 


738.  On  nomme  surfaces  gauches  celles  qui  sont  engendrées  par 
une  ligne  droite,  et  qui  ne  sont  pas  développables. 

Toutes  les  surfaces  décrites  par  une  droite,  soit  gauches,  soit 
développables,  sont  comprises  dans  la  dénomination  générale  de 

surfaces  réglées. 

Dans  toutes  ces  surfaces,  le  plan  tangent  en  un  point  doit  con- 
tenir la  génératrice  qui  passe  par  ce  point;  mais,  pour  cela,  il 
n’est  pas  tangent  à la  surface  en  chaque  point  de  cette  généra- 
trice. Cette  dernière  propriété  n’a  lieu  que  pour  les  surfaces  déve- 
loppables. 

731).  Parmi  les  surfaces  gauches,  on  remarque  principalement: 

1°  L’hyperboloïde  à une  nappe,  engendrée  par  une  droite  qui  se 
meut  sur  trois  droites  non  parallèles  à un  même  plan. 

2°  Le  paraboloïde  hyperbolique  ou  plan  gauche,  engendré  par 
une  droite  qui  se  meut  sur  deux  droites,  en  restant  toujours  pa- 
rallèle à un  plan. 

3“  Le  cylindre  gauche,  engendré  par  une  droite  assujettie  à de- 
meurer parallèle  à un  plan,  et  à s’appuyer  sur  deux  courbes  quel- 
conques. 

4°  Le  conoïde,  engendré  par  une  droite  rjui  reste  parallèle  à un 
plan,  et  qui  glisse  sur  une  droite  et  une  courbe. 

A l’égard  des  deux  premières,  nous  remarquerons  qu’elles  sont 
les  seules  surfaces  gauches  comprises  dans  lçs  surfaces  du  secopd 
ordre,  et  que  leurs  propriétés  ont  été  exposées  précédemment. 

740.  Si  on  veut  appliquer  le  calcul  à la  définition  des  surfaces 
réglées,  on  prendra  les  équations 

U]  x = az  + a,  y — bz- J- p, 

pour  représenter  la  génératrice  dans  une  position  quelconque; 
puis  on  remarquera  qu’il  faut,  pour  que  cette  droite  décrive  une 
surface  déterminée,  que  trois  des  quantités  «,  a,  b,  (3,  soient  des 
fonctions  de  la  quatrième.  Donc,  quelle  que  soit  la  surface  réglée, 
les  équations  de  la  génératrice  peuvent  s’écrire  ainsi 

X = Ztf(a)  + a,  ÿ = z+(«t)  + x(«); 
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les  lettres  ®,  <{/,  y,  indiquant  des  fonctions,  et  a étant  une  indéter- 
minée dont  la  variation  fait  mouvoir  la  génératrice. 

Au  lieu  de  supposer  a,  b,  {î,  fonction  de  a,  on  peut  assujettir 
ces  quatre  quantités  Ü trois  équations  de  condition;  et  alors, 
pour  avoir  la  surface,  il  faut  éliminer  a,  a,  b,  fi,  entre  ces  équa- 
tions et  les  éq.  [f]. 

Et  quant  à ces  équations  de  condition,  elles  résultent  ordinai- 
rement du  mode  particulier  de  génération  que  l’on  considère. 
Ainsi,  elles  exprimeront  que  la  génératrice  se  meut  sur  trois  lignes 
données,  ou  sur  deux  lignes,  en  restant  parallèle  à un  plan;  ou 
bien  sur  une  ligne  seulement,  en  demeurant  constamment  paral- 
lèle à un  plan  et  tangente  à une  surface  donnée  ; ou  encore  de 
bien  d’autres  manières.  La  méthode  à suivre,  pour  soumettre  ces 
différents  cas  à l’analyse,  est  maintenant  assez  connue,  et  de  nou- 
veaux développements  seraient  inutiles. 

Si  on  veut  que  la  surface  réglée  soit  développable,  il  faut 
choisir  les  relations  des  quantités  a,  b,  a,  (3,  de  telle  sorte  que 
chaque  position  de  la  génératrice  soit  dans  qn  même  plan  avec  la 
position  infiniment  voisine.  Mais,  pour  exprimer  cette  condition 
dans  l’analyse,  il  faudrait  emprunter  au  calcul  différentiel  des  con- 
sidérations qui  lui  sont  propres,  et  qui  ne  sont  pas  de  nature  à 
trouver  place  dans  cet  ouvrage. 

741.  Les  propriétés  les  plus  importantes  des  surfaces  gauches, 
et  qu’on  applique  le  plus  souvent,  sont  plus  faciles  à établir  par 
la  géométrie  que  par  l’analyse.  A ce  sujet,  je  pourrais  renvoyer  à 
mon  traité  de  Géométrie  descriptive;  mais  il  sera  plus  commode 
pour  le  lecteur  de  les  trouver  ici. 

Et  d’abord,  démontrons  qu’on  peut  en  général  décrire  une  sur- 
face en  faisant  mouvoir  une  droite  sur  trois  directrices  données.  A 
cet  effet,  prenez  à volonté  un  point  de  la  première  directrice  pour 
sommet  d’un  cône  engendré  par  une  droite  qui  s'appuierait  sur 
la  seconde  directrice.  Ce  cône  va  couper  la  troisième  directrice  en 
un  point;  et  la  droite  menée  par  ce  point  et  pat1  le  sommet  du 
cône,  étant  tout  entière  sur  le  cône,  doit  rencontrer  la  seconde 
directrice  : cette  droite  s’appuie  donc  sur  les  trois  lignes  à la  fois. 
Oh  peut  répéter  cette  construction  en  prenant  des  cônes  qui  aient 
successivement  pour  sommets  tous  les  points  de  la  première  di- 
rectrice; et  alors  il  est  clair  que  la  droite  qui  les  rencontre  toutes 
trois,  changeant  ainsi  continuellement  de  position,  détermine  une 


Digilized  by  Google 


516  TK01SIÈME  VAKTIE. 

surface.  Il  est  évident  d’ailleurs  que  la  même  surface  peut  être 
produite  en  prenant  pour  directrices  trois  lignes  quelconques  tra- 
cées sur  cette  surface. 

742.  Quelles  que  soient  les  courbes  qu’on  prenne  pour  direc- 
trices d’une  surface  gauche,  on  peut  les  considérer  comme  des 
polygones  d’une  infinité  de  côtés,  et  par  suite  la  surface  elle- 
même  comme  composée  d’une  infinité  de  faces  gauches,  dont 
chacune  est  une  portion  d’hyperboloïde  ou  de  paraboloïde,  indé- 
, finie  en  longueur,  mais  d’une  largeur  infiniment  petite.  Cela  si- 
gnifie, en  d’autres  termes,  que  si  on  prend  sur  cette  surface 
(fig.  54)  deux  génératrices  G et  G'  aussi  voisines  qu’on  voudra , 
lesquelles  rencontrent  les  directrices  aux  points  a,  b,  c,  a!,  b',  c 
si  on  prolonge  les  éléments  de  courbe  aa',  bb',  cc',  ce  qui  donne 
les  trois  tangentes  ar,  bs,  et;  et  si  on  fait  glisser  la  génératrice  G 
sur  ces  trois  tangentes,  on  obtiendra  ainsi  une  nouvelle  surface 
qui  aura  avec  la  première  une  partie  commune,  comprise  entre 
les  génératrices  G et  G'.  De  là  on  conclut  qu’en  chaque  point  de 
la  droite  G,  le  plan  tangent  à l’une  des  deux  surfaces  l’est  aussi  à 
l’autre. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  un  plus  grand  jour,  ne  sup- 
posons pas  d’abord  les  génératrices  G et  G'  infiniment  rappro- 
chées ; menons  (fig.  55)  les  sécantes  aa'r,  bb's,  cc't,  et  prenons- 
les  pour  directrices  d’une  surface  gauche  du  second  ordre  (qui 
pourra  être  un  hyperboloïde  ou  un  parabaloïde).  11  est  démontré 
(681,  689)  qu’il  existe  sur  cette  surface  un  second  système  de  gé- 
nératrices, qui  toutes  rencontrent  les  premières  : soit  mp  l’une 
d’elles,  qui  coupe  G et  G'  en  m et  n.  Imaginons  que  G'  se  rapproche 
de  plus  en  plus  de  G : les  lignes  ar,  bs,  et,  changeront  de  position, 
et  avec  elles  la  surface  dont  elles  sont  directrices.  En  même  temps 
la  droite  mp  change  aussi,  mais  elle  ne  cesse  pas  d’être  située  sur 
cette  surface,  quelque  petite  que  soit  la  distance  de  G'  à G ; doncil 
en  est  encore  de  même  au  moment  où  ces  génératrices  coïncident. 
Mais  alors  ar,  bs,  et,  deviennent  tangentes  aux  directrices  de  la 
surface  proposée,  et  mp  devient  tangente  à cette  même  surface  : 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  mp  devient  tangente  à une  certaine 
courbe  tracée  par  le  point  m sur  cette  surface,  et  le  long  de  la- 
quelle on  peut  supposer  que  se  meut  le  point  n.  Donc,  quand  les 
génératrices  G et  G'  sont  réunies,  le  plan  amp  devient  tangent  en 
m à la  surface  proposée  ; et  remarque^  en  outre  que  ce  plan  ne 
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cesse  pas  d'être  tangent  à la  nouvelle  surface,  puisqu’il  contient 
toujours  deux  droites  am  et  mp  situées  sur  cette  surface. 

Comme  ces  raisonnements  s’appliquent  à tous  les  points  de  la 
génératrice  G,  on  conclut,  comme  plus  haut,  que  si  par  les  points 
ou  les  trois  courbes  directrices  d’une  surface  gauche  sont  rencontrées 
par  une  de  scs  génératrices,  on  mène  des  tangentes  à ces  courbes,  et 
qu’on  prenne  ces  tangentes  pour  directrices  d’une  surface  gauche  du 
second  ordre,  cette  nouvelle  surface  sera  tangente  à la  première  dans 
toute  l'étendue  de  la  génératrice  commune  : c’est-à-dire  que  les  deux- 
surfaces  ont  même  plan  tangent  en  chaque  point  de  cette  génératrice. 

De  ce  théorème  découle  cette  conséquence  importante,  que 
deux  surfaces  gauches  qui  ont  trois  plans  tangents  communs  le  long 
d’une  même  génératrice , sont  tangentes  l’une  à l’autre  en  tous  les 
)joinls  de  cette  génératrice.  En  effet,  si  on  mène  trois  plans  quel- 
conques par  les  points  de  contact,  ils  couperont  les  plans  tangents 
suivant  des  droites  tangentes  aux  deux  surfaces  à la  fois  : or  la 
surface  gauche  du  second  ordre,  qui  a pour  directrices  ces  trois 
tangentes,  doit  avoir,  en  chaque  point  de  la  génératrice  commune, 
le  même  plan  tangent  que  les  surfaces  proposées;  donc  aussi  ces 
dernières  sont  tangentes  l’une  à l’autre  dans  toute  l’étendue  de 
cette  génératrice. 

Pour  former  des  voûtes  on  emploie  quelquefois  un  ensemble  de 
plusieurs  surfaces  gauches.  Dans  ces  cas,  on  doit  faire  en  sorte  que 
deux  surfaces  se  réunissent  toujours  par  une  génératrice  le  long  de 
laquelle  il  y ait  trois  plans  tangents  communs  : car  alors  elles  se 
toucheront  dans  toute  l’étendue  de  cette  génératrice  et  pourront 
être  considérées  comme  n’en  formant  qu’une  seule.  C’est  ce  qu’on 
appelle  raccorder  les  surfaces. 

743.  Ce  qui  vient  d’être  dit  se  rapporte  aux  surfaces  gauches 
en  général  : considérons  en  particulier  les  cylindres  gauches,  qui 
sont  décrits  par  une  droite  qui  reste  parallèle  à un  plan  et  glisse 
sur  deux  courbes.  Si  on  mène  des  tangentes  à ces  courbes  en  deux 
points  d’une  même  génératrice,  et  qu’on  fasse  glisser  sur  elles  une 
droite  parallèle  au  plan  donné,  on  engendre  ainsi  un  paraboloïde 
hyperbolique;  et,  en  reprenant  les  raisonnements  précédents,  on 
arrive  facilement  à conclure  que  ce  paraboloïde  est  tangent  au 
cylindre  gauche  en  tous  les  points  de  la  génératrice  commune. 
Alors  aussi  il  est  facile  de  voir  que  si  deux  cylindres  gauches  ont 
le  même  plan  directeur,  il  suffit  qu’il  y ait,  sur  une  génératrice, 
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deux  plans  tangents  communs,  pour  que  les  deux  surfaces  se 
raccordent  parfaitement. 

744.  Considérons  de  nouveau  une  surface  gauche  quelconque, 
et  supposons  qu’on  veuille  construire  géométriquement  le  plan 
tangent  en  un  de  ses  points  : il  est  clair  qu’on  pourra  la  remplacer 
par  une  surface  du  second  ordre  qui  ait  avec  elle  trois  plans  tan- 
gents communs,  sur  la  génératrice  passant  au  point  de  contact. 
Or,  on  sait  qu’on  peut  mener  par  ce  point  une  autre  droite  sur  la 
seconde  surface  ; le  plan  tangent  à cette  surface,  en  ce  point,  con- 
tient ces  deux  droites  : ce  plan  tangent  sera  donc  déterminé  ; et 
par  conséquent  aussi  le  plan  tangent  à la  surface  proposée,  car  il 
doit  être  le  même. 

745.  Comme  on  peut  mener  à la  surface  donnée  une  infinité  de 
tangentes  par  chacun  de  ses  points,  il  est  évident  qu’après  avoir 
pris  trois  points  à volonté  sur  une  de  ses  génératrices,  on  peut 
choisir  d’une  infinité  de  manières  un  système  de  trois  tangentes 
passant  respectivement  par  ces  points  ; et  dès  lors  il  est  évident 
aussi  qu’il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  qui  sont 
tangentes  à uhe  surface  gauche  suivant  une  génératrice,  et  qui 
peuvent  être  employées  dans  la  construction  du  numéro  précé- 
dent. En  général  ces  surfaces  du  second  ordre  sont  des  hyperbo- 
loïdes  ; mais  rien  n’empêche  de  prendre  pour  directrices  les  tan- 
gentes menées  à trois  sections  parallèles  faites  dans  la  surface 
donnée;  et  alors  elles  détermineront  un  paraboloïde. 

On  voit  même  qu’il  y a une  infinité  de  paraboloîdes  tangents, 
tels  que  celui  dont  on  vient  de  parler;  car  on  peut  varier  d’une 
infinité  de  manières  les  trois  sections  parallèles.  Mais  toute  indé- 
termination cessera  si  on  fait  ces  sections  perpendiculairement 
à la  génératrice  suivant  laquelle  la  surface  proposée  doit  être 
touchée. 

74ti.  Coupons  en  effet,  ainsi  qu’il  vient  d’être  dit,  la  surface  par 
trois  plans  perpendiculaires  à une  génératrice  G (fig.  56)  ; et 
soient  ar,  bs,  et,  les  trois  tangentes  qui  déterminent  alors  un  para- 
boloïde hyperbolique  tangent  à la  surface  proposée.  On  sait  qu’il 
doit  y avoir,  sur  ce  paraboloïde,  deux  systèmes  de  droites  : les 
' unes,  telles  que  G,  qui  rencontrent  les  tangentes  ar,  bu,  et",  et  les 
autres,  telles  que  ar,  qui  rencontrent  chacune  des  premières.  On 
sait  de  plus  que  les  droites  de  chaque  système  sont  parallèles  à 
lin  même  plan.  Or,  par  construction,  les  lignes  ar,  bs,  et,  sont  per- 
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pendiculaires  à la  droite  G ; donc,  si  on  mène  une  série  de  plans 
perpendiculaires  à cette  droite,  ils  couperont  la  surface  proposée 
suivant  des  courbes  qui  auront  pour  tangentes  des  droites  du  pa- 
raboloïde. De  sorte  qu’on  peut  considérer  le  paraboloïde  comme 
le  lieu  des  tangentes  menées,  par  les  différents  points  de  la  géné- 
ratrice G,  à toutes  les  sections  faites,  dans  la  surface  proposée, 
perpendiculairement  à cette  génératrice. 

Maintenant,  imaginons  que  ce  paraboloïde  fasse  un  quart  de 
révolution  autour  de  la  droite  G,  il  est  clair  que  chacune  des  tan- 
gentes devient  normale  à la  surface  proposée.  De  là  ce  théorème 
remarquable,  dont  la  Géométrie  descriptive  fait  usage  dans  ses  re- 
cherches : La  surface  formée  par  les  normales  menées  à une  surface 
gauche  quelconque,  aux  différents  points  d'une  même  génératrice , est 
toujours  un  paraboloïde  hyperbolique. 


pin. 


Paris. — Imprimé  par  E.  Thunot  et  C%  nie  Racine,  Ï6. 
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